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Berichtigungen. 
TeU  IJtVIII. 

Seite  218  Zeile  6  u.  16  v.  ob.  statt  ^    setze 


~a<-  "  +&.."■ 

+  3i'if  „  — Binc 

— trsint)  „  e  sin  II 

P»  1)  v" 

:     Pi  «  P' 


312  Gl  ,7)         „  (iy.v,  (^y. 

313    „     (12)  ,.    l  „     f. 


Seite    13  Gl.  (d)  statt  a  setze  - 

in  (IT)  ebenso,  nnd  n  mass  wegfallen. 

„    187  Zeile    9  v.  n.  sUtt  A*— sA*  setze  A*  — 


„    211      „    18  V.  ob.    „    nicht  „  leicht 

„    401  GL  (17)  n.  (18)    „    i  „  p 

Zeile  6  t.  ob.     „    fOr  „  far  die  Werte  de«  ge- 

ilieinBamen  Parameters. 
TeilLXX. 

Seit«  75  Zfflle  1  v.  n.  statt  d.2^~^    setze  9.2*^'~1 

„    77  Gl.  (2)  „     C  „  e 

Gl.  (3)    links    „    =  „  — 

„    79  Zeile  7  t.  ob.    „    xy  —  „  xy  - 
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Seite    79  Zeile    8  v.  o.  statt  23 

setze  27 

„    Factoren 

„     Factoren 

„       4      .,         „     0,49 

„      9,49 

„       80      „      8       „         „     2-^-^, 

"      2«  —  C 

1      »        ..    Für 

„     1  and 

83  im  Zahlenbeisp.  „     139 

84  Zeile    5  v.  n.      „    2"+»  (rechts)  „ 

193 
2"+i  — 1 

89      „      5  T.  ob.    „    k 

r» 

97      „      4  V.  u.      „    «  oder            „ 

a  oder 

03      „      5  V.  ob.     „     >  1 

>-l 

239      „    22  V.  n.      „    anfwirft 

aufweist 

242      „      2     „        „    Tangenten       „ 
.3      „      ..o.„|f,||           ., 

dX    d¥ 
dZ'  dZ 

„    13  V.  n.    „    belenehtonden  „ 

beleuchteten 

245      „      1  d.  Anra.  statt  1879.«» 

setze  1879.0 

„      8         „        „      der 

„    der  der 

248       „      1  V.  ob.         „      /'                           „    /■* 

das  Wurzelzeichen  bis  über  den  letzten  Terra 

„      3  V.  a.          statt  des  Esp.  l 

setze  2 

350      „    14     „             „      gedachte 
251      „      1  V.  ob.          „       TZ 

„     gedrehte 

„.%7,8„            -„       b 
71    Dor  letzte  Absatz  von  %.  4.:    „Dio 

„     b 
Kreise  . . .   =  COi." 

soll  wegfallen. 
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EinsendQDgen  für  das  ,^ArchiT  der  Hftthemattk  vod 
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erecheineD. 

Diese  S&tnmluDg  wird  den  arithmetificheD  Unterrichtsstoff  in  dem  ÜIU' 

hnee  enthalten ,    welchen  die  Anforderungen  der  Preuss.  Verordnung  über 
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:  Beilrigt  nr  AmeeHduiig  Jtr  Drättüang  dtr  tUipt.  Fknehoiun  tte,    \ 


Beiträge  zur  Anwendimg  der  Dreiteilung 

der  elliptischen  Functionen  auf  die  Theorie  der 

Wendepunkte  einer  Gurre  dritter  Ordnung. 


Louis  Heinze. 


S  1. 


Als  Einleititig  sei  es  mir  gestattet,  ausgehend  von  den  von 
Herrn  Prof.  H.  Weber  in  seiner  Vorlesimg  „Aber  die  Theorie  der 
elliptischen  Fnnctioneii"  eingeführten  ^Fanctionen  erstens  die  Drei- 
tralnngsgleicbnng  n&d  zweitens  das  Addition  stheorem  der  elliptischen 
Fnnctioaen  in  der  Hermite'schen  Form  knrz  herzuleiten. 

Herr  Prof.  Weber,  dem  ich  durch  die  mir  vielfach  gebotene  An- 
regnng  bei  meinen  Stndien  ohnehin  zn  grossem  Danke  verpflichtet 
bin,  liat  mir  anch  gfltigst  gestattet,  das,  was  ich  znr  vorliegenden 
Arbeit  ans  seinen  Voriesnngen  entnommen  hatte,  zn  veröffentlichen. 

Ich  gehe  von  folgender  Definitionsgleicbang  ans; 

ffo  n  wie  nachher  stets  die  laufende  Zahl  der  Reihe  bedeutet.    Es  folgt 

Vgi\v-\ ^ 1  —  «     *  "  *»+/-,*+»•<«) 

femer 

T*u  ui.  I 


byGoogle 


2      Biime:  Btäräge  tw  AHtntndvitg  der  DTtittihmg  der  eUipl.  FunctioHtn 

*„(»)  -  x(_i)-«»*«.«+»«*-. 

♦„W  -  .M(-l)-.  < 

»„(,)   -   £,«--•♦.«-. 

xfwB*  +  nimm + ^^'tSnAiti  -f  xA 

»„(.)  -  i,  < 

♦i.("+2)-9.iW,     »„(■'+•■) ^^.—'— "«•»„(.)        (l) 

»»(«+2)  -  »«(.),     »»(»+  •)  -  .-«—■"'■»„(.) 
»«(•■+2)  -  »..(»).     »io(i>+  ■«)  -  .-«"-»«»„(.) 
»»(•)-»»,    »««-»■D,    »„(•)-».„    »„W-0       (2) 
j  »oi'»i.'(i>)  -  »..'»oi'W-«»'»!!« 

».,'      »,.'W<>|»'(»)       C,       »»'  g,.'(»)\  C,       »,.'  »..■M\  ... 
»..'»«.'        VM       ~  V      »„'  »„'MI  \        »„'  «„'m)  '  ' 

Ferner  wiM  dae  AdditionstheoreiD  des  Quotienten  zweier  #-Func- 
tionen  fttr  die  beiden  Argumente  e  und  lo  dargestellt  dnrch 

»..<>,.  »iiHuO  _  »(»W<>,.W»,.(«-)Ooi(i')+*.ii("'l'>m("l»iiW»D.M 
»„"    »„(«-(-«.)-  »„•(e)e„'(,<.)-»„'(i.)»„V) 

»a  »■.(»+")  _  »,.W»..M»..W<>(..(»)-<>,.M»»,(»)*.,M»(«i("l 
e„  e„(H-«.)  -  9„>W9„>(..)-»,i'M»,.V) 

»SS  »..(I-+»)  _  <>,.W».,M»»i(»)»MW-»„Mi>i.W»ii(»)»,.<»') 
»•■  »«(•+»•)  ~  »„'(•)».,»-»„  ■(•)»«■(«•) 

Ans  diesen  drei  Oleichnngeu  erhalten  wir,  wenn  wir  v  =:  lo  setzen, 
Formeln  fttr  das  doppelte  Argument,  nnd  unter  Benutzung  dieser 
letzteren,  wenn  wir  le  =  2e  setzen,  nach  Ansfühmng  der  Rechnung 
folgende  drei  Gleichungen: 


♦„(W 

*„(.)  ' 

»«>'»,.■    »«,'(<■)  '     ».A«!      ».■'(■■) 

».■(3>) 
«..(3"). 

»i.W  ' 

j»»' »„■(.)  ,  .»„'W       »„■  »„V)  .  »„f.) 

».,(3.)  - 

»ll« 

j    „».,'(.1  .  ,»»'+»,.'  »„■(")     .».Art 
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»„(*>) 

«./  du  ntarv!  Ar 
,_4?» 

>»«,V)+' 

eiMr  Canx 

dritltr  OrArnnf. 

3 

■(«) 
1') 

».,(»") 

»., 

,(•) 

1—6 

»,.*(.),4 

-& 

Durch  dicao  Olcichangen  sind  die  Qaotientes  je  zweier  ff-Fnnctiraea 
dea  dreifachen  Argumentes  aiugedrfickt  durch  die  QnotienteD  je  zveier 
ff-Fnnctionen  des  einfachen  Argumentes. 

Diese  QnotieDteu  der  ff-Ftmctionen  stehen  nun  mit  den  ellipti- 
schen Functionen  sinam,  cosam,  dam,  wofür  wir  abkflrzend  schreiben 
werden  »,  e,  d,  wenn  wir 


'  -/yr--^iKr= 

-i'V) 

setzen,  in  folgender  Beziebang 

-tk^-^- 

felSS  =  - 

r^ä-'->- 

k-^'-   k' 

-  yr 

Fflhren  wir  diese  Zeichen  ein  und  setzen  wir  u  =  ö,  so  erhalten  wir 
ans  (4)  die  allgemeine  Dreiteil ungsgleichaüg  in  der  bekannten  Form 

Vir  gehen  nnomehr  Über  zur  Ableitung  des  Additionstheorems 
der  elliptischen  FonctiOBen  in  der  Hermite'scben  Form '),  und  setzen 
n  diesem  Zwecke 


I)  Henuite,  Ucberaivht  d.  Theorie  d.  ellipüachtn  Functionen.  IBM.  (Oben, 
r.  NalaDi).  —  Cleb*ch,  Vorlci.  BberOeonetrie.  Hertatg.  t.  Lindemann.  18TS. 
ftg.  SOS  ff. 
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4     Htime:  Beitrage  »r  Anteendnny  der  Dreiteilung  der  eili/il.  Fmteliontn 

Es  folgt  dftDn  am  (1) 

«(»+2)  —  #(o),      #(»+») e-(a«+iH«<»+s»A)*(^) 

Dsfiniren  wir  femer  durch 

X{v)  -  »u(''-''.)*n(«-»»)  ■■■  *«(«*- »«-+0 
eine  FonctioD  von  t>,  deren  VerBchwindnngsvrerte  nach  (2)  vj,  t^,  ^. 
t^+i  sind,  Bo  erlutlten  wir  anter  der  Annahme  der  OleichuDg 

"i+"j+  ■■■  +»*i+i  —  0 

X(v+  2)  "  XM,     X(v+  w) *-(»»+i)(»*«+a«*)j(„) 

Wir  können  daher  bei  passender  Bestiniinnng  der  iim  und  qm 
0(r)  =  A.Xlv) 

setzen,  wo  A  eine  Constante  hedeatet.     Führen  wir  nnn  zwei  nene 
Functionen  qp(ii)  nod  q!>i{i')  durch  die  Gleichnngen 

''^*'*  "#„«-+>(«)'     '■'*"'"  #^?nT(i) 
ein,  wo  4l>i(i>)  ^— <P( — o)  ist,  so  erhalten  wir 


»,.'(»)»«,'(»)  ( V'     »■i'-(-)\' 


Hieraus  folgt  nach  den  Formeln  (2)  far  v  =  0 
»(0)  ■  T,») »'(0) jo" 

Da  nnn  V| ...  t^+i  die  VerBchnindungsverto  von  X(v)  Bind,  sind  sie 
das  anch  von  ^(0),  alBO  aach  von  tp{v),  alBO  auch  von  7(p).9',(v). 
Nehmen  vir  ferner  in  dem  Ansdraclc  fttr  qp(c}. 71,(1))  die  Factoren  in 
die  Snmmenzeichen  hinein  und  berttckaichtigen  (3),  BO  iBt  sofort  er- 
sichtlich, dass  v(v).'Pi(v)  eine  Fnnction  ist,  welche  nach  Potenzen 
„  »h'W 
»n'W  ' 

können  sie  daher,  wenn  wir  den  Coefficienten  der  höchsten  Potenz 
gleich  1  annehmen,  in  die  Form  schreiben 

Hi^wis  folgt  Ar  0  —  0 

»(0).».(0) =-»io)  =-^n  gj; 


bjGoogIc 


m/'  die  Umrit  der   WtniUpuaht»  tmtr  Curvt  driilfr  Ordnung.  5 

Wenn  wir  in  dieser  Gleichnng  gemftas  obiger  Relation 

»Sil+l  —  —  (»1+  ...  +"■) 

setzen  snd  bei  dem  Wurzelziehen  ans  beiden  Seiten  aas  einem  leicbt 
einzBsehenden  Qninde  das  positive  Zeichen  nur  berücksicbtigeu,  so 

»u(l+-+w)  _      y(0)  ff,. 

,   lA.*oi(«'') 

Wir  haben  ferner,  da  |>ti  =■  1  angenommen  war, 

Setzen  wir  hierin  t>  =  v^,  wo  i  die  Werte  1,  3,  ...  2n  bat,  nnd  be- 
rDcksichtigen   wir,   daas  sieb  fdr  w  —  0  der  Wert  von  «,  —  0  b&- 

9„(tu) 

Btinimt,    so  erhalten  wir,  wenn  wir  nocb  darcb  den  Factor    -",— . 

dividiren,  folgendes  Gleicbungssystem: 

(10) 

•  ~  1,  2,  ...  2» 

In  den  Formeln  (6),  (9),  (10)  ist  aber  doa  Additionstbeorem  in  der 
Hermite'Bchen  Form  schon  enthalten.  Setzen  wir  nämlich  t«i  —  0, 
so  haben  wir  fönende  Gleichungen; 

y(0)       »„(<^+...+t^— i) 


0    ~ 

»nC 

1+ - 

+». 

-.) 

(11 

«-1 
-    £ 

+  ».■■(.) 

f''"^i^ 

HÜ 

o-"i' 

-:i 

,*•(•.) 

.•-(w) 

+fe^+* 

i  =  1,  2,  . 

..  2n-l 

IHe  letzte  Oleichnng  von  (11)  reprftaentirt  ein  System  von  3n — 1 
CHeichnngen,  ans  denen  sich  die  2n — 1  Unbekannten  p»  und  {■ 
nach  den  bekannten  Regeln  der  Detorminantentheorie  bestimmen 
lUMU.    Die  Werte  von  pm  nnd  qm  setzen  wir  in  die  zweite  CHetchnng 
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Q     Heinzt!  Btilrigt  »r  ANtMndun^  lUr  DrtittUmn^  der  eUipl.  fVxetÜMH 

von  (11)  ein  nnd  iMsen  dann  in  ihr  c  =  0  werden.    Dftdnrch  erbaJten 

wir  linker  Hand  ^-  nnd  somit  mit  Hilfe  der  ersten  GleiÄang  tob 

(11)  eine  Formel  fttr  das  AdditionsÜieorem  des  Qnoüenteti  ^  Ar 

eine  ungerade  Anzahl  der  Argumente  tu-  Der  üebergang  von  den 
#-Fnnctionen  anf  die  gebr&achlichen  Foncüenen  *,  e,  S  geschieht 
durch  die  Formeln  (6). 

Uns  tnteressirt  im  FolgeHdeu  baaptsftckUch  der  Fall  n  ^^  2. 
Die  Constanten  pf„  pi,  q^  bestimmen  sich  ans  den  drei  Qleichongen 

•  =  1,  2,  S 

Setsen  wir  die  Werte  von  pg,  p,,  $,  in  die  tweite  QWcba&g  (11)  ein 
nnd  lassen  t>  —  0  werden,  so  erhalten  wir  unter  BerOcksichtignitg 
der  ersten  Gleichnng  (11)  eine  Formel  fttr 

*m('^+«^+*») 
von  der  wir  mit  Hilfe  von  (6)  nnd  (6),  wenn  wir  den  oj,  «t,  V)  di« 
Argnmentwerte  U],  »^  u,  estaprechen  lassen,  leicht  anf  (Ue  bekannte 
Form  kommen: 

»*(«<,)    '(«,)    «(t.,)d(«i)| 

<\u^    .(«,)    o(«,)d(«,) 


'(»!  +  »»  +  «.)  = 


•»(%)       1         *(«,)<<«J*(«.) 

*»(«,)     1      .(«,)«(«0*K)i 


Es  zieht  daher  die  Bedingung,   dass  der  Zfthler  verschwinden  soll, 
die  Folge  nach  sieb,  daas 

•<«i  +  »i+«j)  -  0 
oder 

«,-)-u,+ttj  =  0     {jaoHK,  ÜE')  (13) 

ist.    Ich  scbliesse  mit  diesem  wichtigen  Hermite'scben  Satze  die  dn- 
leiteaden  Betrachtungen. 


Die  Behandlung  des  Froblemes  der  Wendepunkte  einer  zwei- 
teiligen Curve  dritter  Ordnung  mit  Hilfe  der  Drdteiinng  der  ellipti- 
schen Functionen  unter  Zugrundelegung  der  Normalform 
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amf  du  nearit  d*r    Waidtpviktt  eiatr  Cum*  äriOer  Ordnung.  7 

ist  lüsher  am  «eiteetan  gefdhrt  worden  in  den  von  Lindemann  her- 
uuvegobenen  „yorleaimgen  aber  Geometrie"  von  Clebsch  (pag.  £02 
bis  609).    Fflr  diese  Normalfonn')  iat  der  eine  Eckpnnkt  des  Coor- 

dinatendrciecka  |     ~  ^  gleicbzeitig  ein  Wendepunkt,  der  mithin  als 

bekannt  TOranajceMitEt  wird,  y,  =  0  seine  Wendetangeote;  die  drei 
Geraden 

yi-0,    y,-y,-0,    y,-tVi-0 

nnd  die  vom  Wendepankt  |  _  n  ti'>  ^  Carve  ta  ziehenden  Tan- 
genten; y,  —  0  iat  die  harmonische  Polare.  Die  drei  Seiten  des 
CoonÜoatendreiecks  sind  also 

Wendetangente  Si=0,   Tangente  vt—O,   harmonische  Polare  ya=0. 

^,  das  DoppelTerh&ltnisB  der  vier  Tangenten 

ft-O,    y, -0,    h-h-O,    ft-ft\, -0 

ist  reell  und  genttgt  der  Un^eichnng 

0<ft»<l 

Der  GlticboDg  F  =  0  wird  genflgt  durch 

Wi  "*  •*(*).    W»  —  »(«•).    Ws  —  <<»)*(«)  (15) 

md  ee  sind  daher  dadnrcb  die  Coordinaten  eines  Punktes  der  Cnrve 
F^O  als  elliptische  Functionen  eines  Parameters  dargestellt.  Be- 
zeichnen wir  nun  die  Coordinateuwerte  von  drei  Pnnkten  der  Curve 
dvch 

*V,    eV,    ir«r    (.=  1,2,3) 

and  entsprechend  die  Parameter  mit  uj  «i  ug,  so  mnss,  wenn  die  drei 
Pnakte  auf  einer  Geraden  lieg^  sollen 


I  (16),  (12)  nnd  (13) 

•^+*4+'«>  =  0    {moA  iE,  VK') 


I)  TergL  Clebieh  s,  Oordan,  ThMrie  d.  Abel'Kheii  FuDctioncD,  Leipcig 
I«,  pig.  7S,  ud  Hsrnkck,  Hathtu.  Annslea,  Bd.  »,  pag.  3  ff. 
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8     Htint«!  Btiträg»  tur  Amemduag  der  Drtüeäung  der  tBipt.  F^netienen 

sein.    Als  BedingiiDg  fQr  einen  Wendepnokt  ergiebt  sich  daher,  wenn 
wir  u^  —  «4  •>  u,  —  u  setzen, 

3»  =  0  (mod  iS,  UK')    oder    u  -  ^!2^±*^—  (16) 

Dadnrch,  dou  wir  hierin  m  nnd  n 


gid 

»  di«  Werte 

00 

Ol 

02 

10 

11 

12 

20 

21 

22 

znertellen,  gewinnen  wir  die  Pftrameterwerte  der  nenn  Wendepunkte 
der  Corve  in  der  Form : 

0  -3-             -3- 

iK  4J+4ig'  JK-^^E' 

3  3                     3 

8f  8g+**g'  BK+BiK' 

3  3                   3 

Setzen  wir  diese  Argmnentwerte  für  u  in  die  Qieichnngen  IIb)  tia, 
80  erhalten  wir  die  Coordinatenwerte  sämmtlicher  nenn  Wesdeponkte. 
Die  Bestlmmang  dieser  Goordinateowerte  soll  nnnmehr 
der  UntersnchnngBgBgenstand  des  Folgenden  sein. 

BerOcksichtigen  wir,  dass  die  Functionen  s(u),  e(u),  S(a),  welche 
einzig  and  allein  in  den  Formeln  fttr  die  Co  ordinalen  werte  vorkom- 
men, die  Perioden  iS  und  üK'  haben,  so  können  wir  das  obige 
System  der  Argumentwerte  anch  in  die  Form 

ÜK'  4iX' 

"3  3 

8  8  3  ^"' 

45         4g— 4.g'         4J:+4.g' 


schreiben  nnd  sehen  also,  dass  je  zwei  von  den  toü  Null  verschie- 
denen Argnmentwerten  einander  gleich  sind,  aber  entgegengeeetztes 
Zeichen  haben.  Dann  lantet  aber  das  System  der  Coordinatenwerte 
der  neun  Wendepunkte  der  Corve  f  —  0  folgendennaBBen: 


byGoogle 


a»f  dit  TVoru  dtr   Wmdtputikte  mer  Cvmt  driiler  Ordnung.  9 

WO  »  einen  der  Werte  von  (17)  bedeutet.  la  der  obigen  Gleichong 
der  Carre  dritter  Ordnnog  sind  nns  jedoch  nicht  die  eUlptischen 
Functionen  obiger  Aignmenta  gegeben,  sondern  es  igt  als  bekannt 
TonnigeBetzt  das  Doppelvorh&Itniss  k',  der  za  diesen  PanctioDen 
gebSrige  Modn).  Wenn  wir  daher  die  Coordinat«nwerte  der  Wende- 
punkte durch  gegebene  OrCesen  bestimmen  wollen,  wird  es  unsere 
Aufgabe  sein,  die  elliptischen  Fnnctionen  obiger  Argumente  auszn- 
drOcken  dnrch  I:*  oder  wenigstens  solche  Grßasen,  welche  ans  }^ 
berechenbar  sind.  Zu  diesem  Zwecke  kann  man  sich  zweier  Wege 
bedienen.  Han  benutzt  entweder  die  anendlichen  Snmmen  oder 
Prodnctformeln  für  die  elliptischen  Functionen  und  erb&lt  dann  ftr 
die  Goordinatenwerte  unendliche  Summen  oder  Producte,  oder  man 
bedient  aich  der  Wurzeln  der  spccicilen  Dreiteilnngsgleichung  nnd 
erb&lt  fOr  die  Goordinatenwerte  geschlossene,  aber  iirationale  Ans- 
dmdte.    Beide  Wege  werden  im  Folgenden  eingeechlagen  werden. 

Dnrch  dne  der  soeben  gegebenen  ganz  analoge  Behandlungs- 
weise  ist  das  Problem  der  Wendepunkte  der  einteiligen  Gurre  dritter 
Ordnung  anch  auf  die  Dreiteilung  der  elliptischen  Functionen  znrOck- 
gefohrt  worden  von  Hamack  (Math.  Ann.  Bd.  9.  pag.  19).  Es  tritt 
die  Nonnalform 

auf,  y/o  I^  :=  -  T-Ts  ist,  also  einen  complex  imaginären  Wert  bat. 
Die  Goordinatcn  eines  beliebigen  Punktes  einer  solchen  Cnrre  sind, 
wenn  u  einen  ganz  beliebigen  Parameter  bedeutet, 

»!  =  •'(«).   wi  =  •(«),   m  =  y'«Tiß  <">*(*') 
und  daher  die  Goordinatenwerte  der  nenn  Wendepunkte  in  der  Form 
Wft«  -  »>(«) 
wy»<*>  -  •(«) 

enthalten,  wo  u  einen  der  Werte  ans  (17)  bedeutet  Da  nun  aber 
auch  die  einteilige  Curve  dritter  Ordnung  reelle  Wendepunkte  hat, 
ist  es  notwendig,  das  Imagtnltre  auch  wirklich  aus  den  Coordinaten- 
werten  heranszn schaffen.  Der  Fall  der  einteiligen  Cnrre  nnterscbeidet 
■ich  aber  von  dem  vorhergehenden  noch  dadurch,  dass  zu  den  in 
den  Goordinatenwerten  vorkommenden,  elliptischen  Functionen  ein 
imaginftrer  Modul  gehört  Für  einen  solchen  Modul  gelten  aber 
ohne  wdteres  nicht  alle  im  Folgenden  angewendeten  Formeln.  Ich 
oberiasse  daher  die  UnbTsnchung  des  Falles  der  einteiligen  Curve 
einer  späteren  Arbelt. 
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10  Btint*:  Btitrig*  zur  Aninatbag  dtt  Vrtiltänitg  dtr  tUipl.  Fimeliinua 

SS. 

Für  den  FkU  einer  zweiteiligeD  Cnire  dritter  Ordnang  ist  das 
DoppelTerhältaiu  k*  reell  nnd  genflgt  der  Ungleicbang  0  •<  i^  «C  1. 
Unsere  Aafgabe  ist  zanftcbst,  die  Coardinatenwerte  der  Wendepunkte 
durch  !c*  oder  durch  firOssen,  weldie  aus  1^  berechenbar  sind,  aos- 
zndrttckeu.  Zn  diesem  Zwecke  setzen  wir  ans  der  Theorie  der  ellip- 
tiscben  Functionen  folgende  Formeln  als  bekannt  vorans : 

h*+k'*  —  1 

Iq.lqi  —  ä'    oder    logy.Iog^i  —  («log«)* 


l-S^-' 

=..f+^-' 

1+äJ» 

».f+^ 

l-ü^l 

c„?  +  ^-. 

1+V-' 

«■'?  +  «"-' 

Diese  Formeln  gelten  fOr  einen  reellen  Modnl  k  nnd  fßr  ein  reelles 
Argument  n.  Um  sie  in  Formeln  fdr  den  Modul  k'  umzuformen, 
haben  vir  £  In  f,  K'  in  K,  nnd  da 


ist,  4  in  9,  Übergehen  zu  lassen.  Wir  erhalten  dann  «(»,  l'),  e(u,  £'), 
6{u,  k')  ansgedrackt  dnrch  ganz  analoge  Formeln  wie  «(»),  e(u),  Hu), 
nur  dass  in  ihnen  statt  K,  R',  q  steht  K',  X,  g,.  Ans  der  Theorie 
der  elliptiicben  Functionen  sind  ferner  bekannt  die  Formeln 


.{&,  *)  . 


■*(ts  k') 
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auf  4it  TXüorü  (fcr   WmdtfmkU  * 


r  CttTv»  dritter  Ontauag, 


11 

(19-) 


8iB  är  *  *in})f  —  iV3 


-CO.!» i 


Es  ergebt  rieh  daher,  wenn  wir  znr  AbkSnaog  schreibeD, 

*'     M  1+8»  /  i+a»-'+4"-" 

and  tOr  die  ratgegesgesetzt  gleichen  Argumente 

<-f)=-.  <-¥)=-.  '(-¥)=" 


giu  Hp^,  —  Bin|a  —  iV3 


*9r'~*^H«— — i 


-cob4«-  — i 


nnd  daher  unter  Berttctaichtigiuig  von  (18*),  wenn  wir  znr  Abktkrznng 
schreiben. 
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12  Htiniei  Beitragt  lur  Aawtndmg  der  DnütÜung  der  ellipl.  fiaetionm 

^'"Kl-,,"-')  l-a'+a»-^' 
.  U+?,»-'^  ■1-5,»+«,''        "^ 

■(t)— '^"  <-3-)— »■•    i~r)—<^ 

and  für  die  entgegengesetzt  gleichen  Argnmentc 

.(_-■)-....    <-^)=-..,  <-T)— . 

So  lange  nnn  0  <C  H  <<  1  ist,  müssen  aach  alle  Werte  von  q  nnd  9,, 
welche  za  einem  besümmten  h*  geboren,  zwiscbeu  0  nnd  1  liegen, 
nnd  CB  iet  daher  ersichtlich,  dasB  die  OrOssen  A,  B,  C,  A^,  B,,  C, 
sttmmtlich  positiv  sind. 


Es  bleibt  nunmehr  noch  Übrig  auch  fdr  die  Alimente 
nnd ^ 


iK±4iK' 
3 


die  Wert«  von  t,  e,  d  dnrch  die  nnendlichen  Prodncte  anszudracken. 
Das  Mittel  dazu  geben  ans  die  Fonneln  des  Additionstheorems  der 
elliptischen  Functionen  in  der  gewöhnlichen  Form.  Wir  setzen  zur 
Abkürzung 


CCj  k*AAyBB^ 

1+A»^%»  "*  ^"     l  +  tMUj 
und  eriialten 


.£, 


D„.„ab,GoOgIc 


«)/  4U  TImtw  dtr   Iftmbpmlte  wikt  Camt  dritUr  OrJmutg.  13 

Hiein  Bind  aAmmtliche  GrOsBen  D  nnd  E  positiv.  Zur  Bilduog  der 
pTodncte  «(a>).d((»)  brauchen  wir  nun  noch  die  GrOB§en  E^E^ — J'i^i 
und  D^E,-{-D^. 

D^Ef  +  DtEj  =  G 
ist  immer  eine  poiitive  GrOsse,  dagegen  igt 

£.A-ß.i^=j^^^    (iM»V-i)^0   oder   =T^ 


i:*^»yll*  ^  1 


Jetet  sind  wir  in  den  Stand  gesetzt,  die  Coordinatenwerte  der 
WeBdepnnkte  eindeutig  anszndracken  dnrch  die  GrSssen  q  and  g^, 
die  sich  gemSsB  den  vier  ersten  Formeln  des  j  S  hequem  atis  ib*  be- 
rechnen lassen.  Es  sei  an  dieser  Stelle  gestattet,  znr  bessMvn  Ueber- 
sieht  die  Aosdrtkcke  znsammenzastellen,  welche  in  nnserem  ^stem 
(18)  vorkommen  und  rar  Bestimmnng  der  Coordinatenwerte  abgdeitttt 


#(0)  -  0 
c(0)«(0)-l 

.(-¥)— 

^^Sd^).n+<E  (19, 

D„.„ab,GoOgIc 


ÄHumdimg  dtr  DrtMluug  dar  <%>!.  Fuaetmaea 


4Ä-— 4.-i:'\ 


Andere  QrOssen,  als  die  in  (19)  anfgefOhrten,  kommon  in  dem  System 

(18)  nicht  vor,  wir  liönnen  somit  das  Problem  der  Bostimmang  der 
Coordinaten  der  Wcndepnnkto  durch  eindeutige  AnadrUcke  als  gelOst 
betrachten. 

Nnn  lassen  sich  zwar  aas  k''  dio  Grössen  q  nnd  q^,  nnd  aas 
diesen  wieder  die  in  (18)  vorkommenden  Werte  von  »{o>)  und  «(a)).0(M) 
mit  beliebiger  Genauigkeit  berechnen,  und  zwar  sind  die  Formeln  (19), 
wie  ich  noch  später  zu  zeigen  godenice,  zu  einer  otwaigeu  Berechnung 
der  Coordiuaten werte  sehr  wobt  brancbbar,  aber  Ausdrücke  fflr  die 
Co ordinaten werte  in  k*  selbst  bietet  diese  Lösung  des  Problems  nicht 
Anf  einem  anderen  Wege  werden  wir  f&r  die  Coordinatenwerte  ein- 
dentige  Ansdrttcke  in  k*  selbst  erhalten  und  zwar  geschlossene  Aus- 
drucke, nicht,  wie  hier,  nnr  Ann&beniDgsformeln.    Doch  das  System 

(19)  bat  nicht  allein  den  Zweck,  branchbare  Rechcnfonneln  zu  bieten, 
sondern  noch  einen  anderen,  der  im  Verlauf  der  folgenden  Unter- 
snchnng  klar  werden  wird.  Ich  bemerke  vorläufig,  dass  es  nos  spftter 
haoptsBchlich  auf  die  Vorzeichen  in  obigen  AnsdrOcken  ankommen 
wird. 

84. 

Wie  schon  oben  angedeutet  wnrde,  Iftsst  sich  das  Problem  der 
Bestimmung  der  Coordiuaten  der  Wendepunkte  der  Cnrve  3.  Ordnni^ 
noch  anf  einem  anderen  Wege  in  Angriff  nehmen,  welcher  fOr  die 
Coordiuaten  werte  geschlossene  Ausdrücke  ans  dem  Doppelverh&ltniss 
k*  und  nnmerischen  Coefßcieuten  orgiebt  Die  Grundlage,  anf  der 
diese  ganze  folgende  Untersuchung  beruht,  ist  ein  Satz  von  Abel  ans 
seinen  „Recherches  sur  les  fonctions  elliptiqaes"  (oeuvres  compUtes 
1861.  T.  I.  pag.  277  ff.  285  ff.  30b),  der  fttr  die  2n+l  Teilnng  ab- 
geleitet ist  nnd  hier,  fltr  den  Fall  der  Dreiteilnng  apedaiiairt,  ange- 
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geben  werden  soll.    Nach  diesem  Satze  lind  s&mmtlicbe  neun  Wnrzeln 
der  aUgemeinen  Dreiteilangsgleichnng  (7)  dargestellt  durch  die  Form 


-1)M*^^^  + 


2,xE+2ii'iK'\ 


Wir  eriialten   die   einzelaen  Wnrzelwerte,   wenn  wir  fi  nnd  ii'  die 
Werte  — 1,  0  nnd  +1  dnrchlanfen  lassen.    Setzen  wir  nun 

80  geht  die  allgemeine  Dreiteilangsgleichnug  (7}  über  in  die  specielle, 
welche  die  Form 

»{i*^-6*V+4(l+i»)»»— 3)  =0  (20) 

annimmt,  nnd  deren  Wurzeln  in  der  Form 


._,_.,„K^le^'i?:) 


entlialten  sein  werden,  wenn  ^  nnd  ft'  die  Werte  — 1,  0  nnd  -\-l 
dorcblanfen.  Durch  Einsetzen  der  neun  vcrscbicdeueu  Wertepaare 
fllr  n  nnd  fi'  Dberzengt  man  sieb  leicht,  dass  die  in  der  letzten 
Gleichung  eutbaltencu  Argumentwerte  vollständig  abereinstimmen 
mit  denen  des  Sj^tems  (17),  dass  also  die  Wurzeln  Ton  (20)  auch 
in  der  Form 


/•4mJir+4niJr'\ 


(21) 


enthalten  sind,  wo  m  nnd  n  ein  Tollst&ndiges  Restfljstem  nach  dem 

Hodnl  3  dorcblanfen.    Wir  können  somit  die  Behauptung  anfstellen, 

das«  die  neun  Worzelwerte  der  speciellen  DreiteilnngsgleicLung  (20), 

welche  wir  durch  Auflösung  von  (20)  durch  k*  ausgedruckt  erhalten 

können,    identisch    sind    mit    den    neun    Werten    des   Ausdruckes 

(iKK+imK'\         ,,..,,  .         .         ., 

ri- s — — ^1,   welche  wir  erhalten,  wenn  wir  m  nnd  n  ein  toU- 

ständiges  RestsTstem  nach  dem  Uodnl  3  durchlaufen  lassen. 

Im  Hinblick  anf  diesen  von  Abel  hei^leitcten  und  hier  nur  in 
etwa«  anderer  Form  ausgesprochenen  Satz  kann  in  den  Khon  er- 
wshnt«n  „Vorleanngen  Aber  Geometrie  von  CIcbBch"  pag.  609  folgende 
Behauptung  ausgeeproi^en  werden:  „Das  Problem  der  Bestimmung 
der  Wendepunkte  ist  sonach,  wenn  ein  Wendepunkt  u  ^  0  bekannt 
ist,  identisch  mit  dem  Problem  der  sogenannten  speciellen  Dreiteilung 
der  ellipüscben  Functionen."  Damit  igt  der  W%  für  eine  nene 
Dorchftthning  diesM  Problemes  eröffnet;  da  dieselbe  bisher  meines 
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Heimt:   Beiträgt  nir  Amnendung  der  DrtiUiluni/  der  tll^t.  FtatcHonta 

laeos  DOcfa  nicht  erfolgt  ist,  soll  sie  nanmebr  der  Zweck  des  fei- 
len Teiles  dieser  Arbelt  werden. 

Ochen  wir  zur  Aafldsang  der  gpeciellen  Dreiteilangsgleichung  (20) 
r,  so  iat  erst^us  erBichtlich,  dass  sich  s&mmtliche  nenn  Wnrzeln 
lelben  ansdrflcken  lassen  dnrcb  k*  uud  uuraerische  CoefSdenten, 
er,  das«  sich  eine  Wurzel 


irt  absondern  lässt  und  die  anderen  acht  sich  aus  der  GleicbUDg 
ten  Grades 


3-'+< 


1  +  f  , 


:ben,  die  in  Bezug  anf  s*  vom  vierten  Grade  ist.    Setzen:  wir 

»»  =  a! 
»rgiebt  sich 

-'-|.'+*^— 1-0  (22) 

I  eine  biquadratiscbe  Gleichung*),  in  welcher  der  Cuefficient  der 
ten  Potenz  von  «  gleich  Null  ist,  und  welche  zu  der  Qmppe  von 
ladratischen  Oleicbuugen  gehört,  deren  erste  Invariante,  welche 
■  die  Form 

en  wOrde,  verschwindet. 

Hermitc')  bat  diese  Gruppe  von  Gleicbnngeu  in  Zusammenhang 
der  ans  der  Theorie  der  Traneformation  dritten  Grades  bekannten 
Itiplicatorgleichung 


(i)-<Sr)+«(i-2^*'i-3  = 


(23) 

rächt,  und  den  Wert,  welchen  Jacobi  fttr  den  Multiplicator  M  an- 
eben hat,  znr  Bestimmung  der  Wurzeln  dieser  Gleichnngen  Werten 
,des  durch  elliptische  Functionen  verwandt.  Hermite  giebt  zwei 
en  von  WorzolansdrQcken  an;  die  eine  entbftlt  die  von  ihm  in  die 
lorie  der  eUiptischen  Functionen  eingefahrte  ^-Function,  welche 
cb  die  Gleichung 


I)  Abel  (k.  b.  0.  T.  I.  pag.  30(>)  hat  Bchon  alle  dien  Bigantchaften  ftr 

Fall  d«r  3n  -|-  '  Teilung  angegaben. 

3)  HermiU,  Bar  la  thforie  dei  fqnatioiu  modulairef.    Parit  ISCS,  pag.  10  ff. 
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dcfioirt  wird  und  eine  eindent^e  Fancüon  von  m  ist  (m  bat  den  Wert 
-=-},  die  andere  enthält  ftholich,  wie  die  oben  gegebene  Abel'sclie 
LdBUDg  der  Bpeciellen  Dreiteilnngsgleicbang  ellipÜBcho  Fnnctioaen 
nnd  zwar  «,  o  and  9  des  Argumeutes  — — ■^^ 1  wo  hier  oatOr- 

licb  K  nad  K'  fQr  oiuen  anderen  Modul  zu  nehmeo  sind  als  boi  der 
LOsang  der  Drciteilnogsgleicbung.  Die  Gloichung,  deren  Wurzeln 
üermite  angeben  will,  ist 

A«)  =  a*-6SB»~82fe  — aS"  —  0 

Die   erste  LOsnug  beruht  nun  auf  folgendem:    In  den  ans  der 
Transfonnaüouatbeoriß  dritter  Ordnung  bekannten  Formeln 

1  _  1  +  2^,      t.*-2«M+2«.  — 1>  -  0 
und  der  MnltipUcatorgleichnng  (23)  setzt  Hennit«  an  Stelle  von  k* 
T^  nud  erhält  dann,  wenn  w  =  t(i>i)  gesetzt  wird,  die  vier  znr  Ho- 
dnlargleicbnng  gehörigen  Worte  von  t>  in  der  Form  >) 
-I6i\ 


'-m^'- 


und  daher  die  Tier  Werte  von  -j^  in  der  Form 

Die  Gleichung  /(x)  =  0  entsteht  aber  ans  der  Bfultiplicntorglciclinng, 
in  welcher  l*  in  t^  verwandelt  wurde,  dadnrch  dass  mau 

M        ''     '         T+t/S' 
aelzt.    Mitbin  werden  dio  Wurzeln  von  /(x)  —  0  in  dor  Form 


um'^) 


enthalten  sein. 


1}  Verg).   K&DTgtbugar,   Vorlea.   Aber   die  Theorie   d.  ellipt.  Functionan, 
XeU  n,  pag.  ise. 
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X8  Btintt:  BeilTtgt  mr  Anvtndung  dtr  Dreiteilung  dtr  tüipt.  Fututiantn 

Die  zweite  Art  der  WurzelbeatJmmnng  von  /{x)  =■  0  beruht  anf 
dem  iD  den  „FoDdameDta"  gegebeoen  Wert  des  HuItiplicatorB 


wo  w  die  Form  -*- g^"  *>»*•    Die  hierin  enthaltenen  Tier  Werte 

von  jf  mUssen   Wurzeln   nnserer  HnttJplicatorgleichuug   {23)    sein. 
Durch  die  SnbBtitntion 

geht  dieselbe  aber  fiber  in  /(x)  =  Ü,  und  die  Wnrzdn  dieser  Gleichung 
sind  daher  in  der  Form 


r  =  -V5.- 


enthalten  ■). 


c^«) 


Das  Princip  bei  diesen  Wnrzelbeatimmnngen  war  also  das:  Han 
transformirte  durch  lineare  Substitutionen  die  MnltiplicatorgleichuDg 
in  die  Gleichung,  deren  Wurzeln  zu  bestimmen  waren,  und  bestimmte 
dann  diese  Wurzeln  dnrch  Anwendung  derselben  Substitutionen  auf 
die  Wnrzelwcrte  der  Multiplicatorgleicbnng.  Ka  liegt  nun  der  Gedanke 
nahe,  etwas  ahnliches  auch  für  unsero  Gleichung  auszuführen,  nnd 
das  Besultat  zu  Torgloichon  mit  dem  in  (21)  enthaltenen  Abel'schen.  Die 
Mnltiplicatorgleicbung  (23)  geht  in  nna^'e  Gleichung  (22)  ttber,  wenn 


setzen.    Die  letzt«  Gleichung  ergiebt  aber  fOr  k  den  Wert 


1)   Hcrmite   erhllt    hisr  (vargl.   «neh   pig.  S4)    ao   Stelle   Att   DtgutWe 
Zatchcni  eis  poiitiv«!.    Dm  liegt  daran,  daM  er  niclit 


Beine  MnltiplicatorgleiehuDg  gebt  Qber  in  /(c):=0   durch  die  Subetita- 
-^SxT=x.     I  iit  aber  jetM  gleich 

c*(w) 
a  UDH  daher  fSr  x  die  oben  angegebene  Form  itehen. 
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at^  dit   Jitorü  ier    Wendtpunkle  tintr  Canit  dritter  Ordnuag.  19 

A-U'*  — l«)±2ai' 

also  einen  comples  imaginäres  Wert  Ein  solcher  ist  aber  fOr  nnaereu 
Fall  der  zweiteiligen  Curve  dritter  Ordnung  ToIlBtSndig  aasgeBchlossBen 
Dod  daher  eine  der  von  Hermite  angegebenen,  Ähnliche  BeatiniianagB- 
art  der  AosdrUcko  für  die  Wurzeln  von  (22)  för  nne  nnbranchbar. 

Wir  gehen  nnn  dazu  Aber,  die  Gleichnng  (22)  und  damit  die 
Hpecielle  Breite ilungsgleichnng  (20)  wirklich  anfznldsen,  die  Wurzeln 
durch  i?  und  numeriache  Coefficienten  aoszn drücken.  Wenn  aacb 
nicht  fflr  dieselbe,  so  hat  doch  fUr  eine  ganz  Ähnliche  Gleichung 
Clcbsch  eine  Auflfisusg  gegeben').  Ich  will  bia  zur  Anfstellung  der 
kubiecfaen  Rcsolvente  einer  Bebandlungsweiae  folgen ,  welche  eine 
Gleichnng  dieser  Art  von  Herrn  Prof.  H.  Weber  erfahren  hat*). 

Sind  a-gaTj^iXs  die  vier  Wurzeln  der  Gleichnng  (22),  so  bestehen 
zffiacbeD  denselben  die  Relationen 

'o+^i+^i+i^  -=0 

'0*l+«0*J  +  '0«S  +  «l«^  +  *I*S+«»«3  =  — i« 

3 
'«äfi*»*»  ~  ~  i* 

Definiren  wir  8  durch  die  Gleichung 

(«0 — «i+iti — iFg)*  =  168 

so  erhalten  wir  zur  Bestimmung  von  8  eine  kubische  Gleichung, 
welche  wir  in  die  Form 

schreiben  können.  Nennen  wir  die  drei  Wurzeln  dieser  Gleichung 
^D^i^i)  so  erhalten  wir  zur  Bestimmung  der  x  durch  die  8  folgende 
Tier  Gleichungen: 


I)  Clebach  „TheoTie  d.  bin.  Form«)]'',  IS7),  pag.  ITI,  and  „Torloi.  Aber 
Oeametrie",  png.  ass.     Die  von  ilin  behandelt;  Oieichang  lautet 
^—Sa?-\-iTx—i^&  -  0. 

S)  Weber  in  srinen  „VorleiungeD  Aber  d.  analftiache  Tbeorio  d.  a)ge- 
brüehm  Cnnren  a.  Fl&cben",  8.  S.  IBSO.  Auch  dort  ist  die  IiBsnng  dir  die 
Clebieh'Ecbe  Gleicbangifonn  gegeben,  Za  rei^l.  ancb  Sciret,  Handb.  d.  h. 
Aiuljaia,  Bd.  9,  png.  364. 
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20  Htinit:  Btiträge  mr  AnmaAing  der  Dreiteilung  der  eUipl,  fitneliontH 
«%l  +  «I  +  «»  +  ''8  =  0 

a!o+«i  — f»  — «^  —  ±*V'®o 
■"o— "^i+i"»  — «^  —  i^V®! 
lEo  — IC,— a^+asg  —  ±4ye, 

Eb  wttrdon  daher  die  Werte  fOr  die  vior  Wurzeln  tq,  z,,  z,,  a-,  in 
der  Form 

a>  =  +  yöo±v'«,±ye, 

enthalten  sein  müHScn.  Diese  giebt  aber  nicht  vier  sondern  acht 
verscbicdene  Werte,  Es  werden  daher  nur  bestimmte  Vorzeichen- 
combinationen  gestattet  sein.  In  dor  Tat  läset  sich  folgende  Relation 
abloiton :  ^^____ 

±S>'8oÖ,8,  -  (a;o  +  '«i)(«-(i+=rj)(^+<r.) 

mithin 

±ey^5;T, — 4i±^ 

Diese  Gleicbnag  legt  aber  dio  Zeichen  ah  h  an  gigkeit  klar.  Da  dio 
rechte  Seite  der  Gloichang  negativ  ist,  muas  es  auch  die  linke  sein. 
Ist  daher  das  Vorzeichen  in  zweien  der  Wurzeln  festgelegt,  so  ist 
das  der  dritten  Tollstfindig  durch  obige  Gleichung  bestimmt.  Wir 
worden,  während  wir  das  Zeichen  von  ys,  und  y&t  willkQrlich 
festlegou,  ihr  durch  geeignete  Bestimmung  des  Zeichens  von  y9o 
in  den  einzelnen  Fällen  genügen.    Es  sei 

-    ,1    ,     ,1        Z     lud  daher    iS,  =  (<,,+ x,)' 

«,  =  +  yö„+y©,-y0,  i«  _/,V,^» 

In  der  Gleichnng 
ist  femer 

p (©0  +  ©,  +  »,),     q  —  ©00,+  «^»,+  ©,«^     r So^i^i 

£s  ist  aber 

*(e(.+»i+®>)  -  ('<.-K)''+{*o+««)*+('^-h^,)* 

12 
+  2a;o(ieo-|-a!,+a(-f-!rg)  =  ^ 

Femer  ist 
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Die  eretfin  secbs  Glieder  dieses  Aasdracks  lasEen  Bicli  anfFassen  als 
Byrnmetriscbe  Fonction  der  Wurzeln  einer  Gleichung  vierten  Gra- 
den, deren  Wurzeln  x,,*,  x,*,  a^',  xg^  sind.  Die  Oleicfaang,  welche 
diese  Grossen  zu  Wnrzeln  bat,  folgert  man  ans  der  urspraoglicben 
vierten  Grades  dadorcb,  dass  man 

.1+f  3        6    ,,     , 

-4-gi-«--ji-p«»+«* 

iDfl  Qoadjat  erhebt    Das  giebt,  wenn  wir  x>  ^  ft  setzen, 

Hierin  ist  der  Coefficient  von  fi*  —  1  and  der  von  fi'  =  p,  folglich 
erhalten  wir 

Unsere  kubische  BeaolTente  bat  daher  die  Form 

Von  dieser  lässt  sich  gemäss  der  ans  der  Theorie  der  kabischen 
Oleichnng  bekannten  Bedingung  leicht  einsehen,  dass  sie  eine  reelle 
and  zwei  imaginftre  Wimeln  hat.    Schreiben  wir  sie  in  die  Form 

«0  »ISO  R  den  Wert  faftt 

«  -  53(1+2''+*'-«')  -  ^ 
so  erhalten  wir  für  die  Wnrzeln  folgende  Werte: 

».»pa+V«) 
».-p(a-iy  «)+'¥>'«) 

Diese  Werte  von  Sg ,  ß^,  Bf  sind  nnn  einzasotzen  in  die  obigen 
GleichoDgen  fflr  zq,  Ei,  ict,  x^  Dann  sind  die  Wnrzeln  der  Gleicbnog 
(28)  aasgedrackt  durch  k*  and  nomerische  Coefficicnten. 
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r  Anmeiidung  dtr  ßniteUting  dtr  elUpt.  t^mcliont. 


ist,  erhalten  wir  die  Wurzeln  der  speciellen  DrciteilnngsgleichuDg  (20) 
aasgodrttckt  durch  k*  und  uumeriBcbe  Coefficienten,  wenn  wir  die 
Werte  für  Sq,  6„  6,  einsetzen  in 

a,=  Vir,  =  y±veo~v«,-v», 
«*  —  v^^,  ^ —  y±yeo-yöi-y®. 
«6 -    ysr,  =    y^y^tt+yei-y». 


a,  =  -Va:, yq:v©o  +  Vö.-yd, 

^  =    y=r,  -    yTy»o-y«i+y«« 
«8--y»^s=-y=Fy8«-yöi+y«. 

Wir  haben  somit  eine  nene  Form  fflr  die  Wnrzelwerte  der  spedellen 
Dreiteilungsgleicbung  gefunden ,  die  im  Resultat  jedoch  ToUstaadig 
übereinstimmen  muss  mit  dem  Resultat  von  (21).  Um  aber  wirklich 
die  Coordinatenwerte  der  Wendepunkte  durch  eiDdoutige,  gescblossene 
Ausdrücke  darzustellen,   sind  noch   einige  Yonintersiichnngen   aas- 


Die  in  obigen  Ausdrücken  vorkommenden  Wurzeln  müssen  in 
Bezug  auf  ihre  Eindeutigkeit  untersucht  werden.  Ueber  die  in  den 
Ausdrücken  für  0a,  9„  9^  vorkommende  WurzelgröSBe 


yfl 


läBSt  sich  folgendes  aussagen:   VR  ist  eine  eindeutige  Function  von 

iK' 
»  —  -^- 

Um  dieses  nachzuweisen,  bedienen  wir  uus  der  von  Hermite  (a.  a.  0. 
pag.  3  und  pag.  15)  eingeführten  Fnactioneu 

»(«),    *(»),    x(b) 

Die  schon  oben  erwähnte  Grfisae  q  —  «•"'^  setzend,  bezeichnet  er 

T)(io).^(  »)  =  ):*(«) 
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om/  die  yieortt  der    Wendepiinklt  tintr  Curvt  dritUr   Ordnung.  23 

na  9(«),  if'(u},  2(0))  in  Bezug  auf  <o  eindeutige  Functionen  sind. 
S(jir^ben  wir  nnn  den  Ansdrnck  für  VA  in  die  Form 


Vfi  = 


v*(«)* 


nud  es  ist  somit  der  Nachweis  obiger  Behauptung  geliefert. 

Ferner  haben  wir  in  dem  obigen  System  der  Wurzelwerte  das 
Vorzeichen  von  V^o  featznlegen.  Zu  diesem  Zwecke  bilden  wir  den 
abeclnteD  Wert  von  y6i8,,  also 


Nehmea  wir  an,  und  das  ist  keine  beschrankende  Anaahme,  daas 
lücht  nur  [V^i^j]  sondern  flberhanpt  V^jS,  gleich  dem  Ausdruck 
rechter  Haad  sei,  nehmen  wir  also  y6,  nud  y9j  mit  gleichem 
Zeichen,  so  mfissen  wir,  da  V^g^j^i,  wiewirfrilher  gesehen  haben, 
negatiT  sein  soll,  in  dem  System  der  Wurzelwert«  das  untere  Zeichen 
TorV^o  berQcksicbtigen.  Aus  den  AnsdrOcfcen  fUrV^i,  V«,,  V«,», 
folgt  aber 

(y»,)»+(ye,)»±2y^  -  (V©i±y«,)» 


-|{(i-iyÄ)±^i-V«i+>'Ä*j 


Ziehen  wir  jetzt  die  Wurzel  nud  berQcksicbtigen  wir  nur  das  positive 
Zeichen,  da  das  andere  nur  eine  VertauBchnng  der  Wnmeln  unter 
einander  ergeben  vrfirde,  so  wird 


ve,+  V»,-   y\t  {{1-i  vm+^\-VR+  VÄ»} 


v»,-v»,-.■|/^{-(l-iv■Ä)+'*'l-^i^+VÄ»} 

IKe  unter  den  Wurzelzeichen  stehenden  OrOssen  sind  poriüv,  da 

^l—VÄ+VÄ»  -  '•^(1  —  i  Vfl)»+}VÄ»>1— iVÄ 
ist   Femer  ist 
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Denn  soll  das  der  Fall  Bein,  so  mass 


oder 

2— VÄ-f2''^l-VÄ  +  VÄ»>l+VB 
doer 

2*1  —  VR+VR*  >  2V'Ä  — 1 

sein.  Ist  nun  iVR  —  1  <10,  eo  ist  unsere  obige  Belianptnng  siclier 
erfallt;  ist  2VÄ— 1  >  0,  8o  können  wir  ohne  Weiteres  auf  beiden 
Seiten  ins  Qoadrat  erlieben  nnd  erbalten 

4— 4VJi  +  4VÄ*  >  4\/Ä»— 4VÄ+I, 

eine  Behauptong,  welche  tatsächlich  erfüllt  ist  Nehmen  wir  nun 
noch  binzB,  dass  vor  V^o  das  untere  Zeichen  zn  nehmen  ist,  so  wird 

«0  —  ~V«i,  +  V©,  +  VÖj    reell  und  posiüv 
a^  ^  —         —  —  reell  nnd  negativ 

«■j  —  -|-  +         —  complei  imaginärJ 


Schreiben  wir  jetzt  zur  AbkQrznng 

P=^^l-\-VR        Q  — ^|/2^1  — Vfi  +  VÄ*  +  2(1— JVä) 


5  =  ij/2>'l— VÄ+VÄ'  -2(1  — IVA) 
so  ei^ebt  sich 


■±V«o  =  ±V-i'+« 


«=.i;V!r,  =  ±.yi'+Q 


reell  und  positiv 
reell  nnd  negativ 

rein  imagin&r  und  positiv 
rein  im^in&r  und  negativ 

Feruer  ist  

iV«,  =  ±iP-\-iS. 

Wir  wollen  die  Grössen  £  nnd  i;  so  bestimmen,  dass 
ist    Dann  muss 
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P+i8  —  i*—7i*-\-2iSv 
also 

sein.    Nnn  ist  S  positiv,  also  müsaeD  £  und   tj  gleiches  Vorzeichen 
haben.    Ea  ist 

-  (l'  +  l')* 
and  da  £*H~^^  ^^  Samise  tweier  Quadrate  ist, 

Si  +  tit^+^pT^t 
Mit  dieser  Gleichang  verblDdeD  .wir 

md  erhalten 


wo  entweder  das  obere  oder  das  nntere  Zeichen  zn  nehmen  ist.  Die 
AnsdrQcke  anter  den  Wurzelzeidten  sind  positiv  and  daher  £  ood  *} 
reell.    Schreiben  wir  jetzt  znr  Abkfirzang 

wo  T  den  Wert 


T  =  ^  yi^l  —  VB+VR  —  (1 — 2VÄ) 
hat,  so  erhalten  wir 


-  ±  v*8=-  ±Vf~<s 


Da  hi^  der  imaginäre   Teil   unter  dem  Wurzelzeichen  negativ   ist, 
mOssen  £  and  tj  entgegengesetzes  Zeichen  haben.    Es  wird 


In  Folge  dessen  erhalten  wir 
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S5. 

Somit  ist  denn  die  apecielle  Dreiteilnngsgleichuiig  aufgelöst,  die 
Worzetn  derselben  siud  dargestellt  durch  geschloBseuo  ond  in  Bezng 
anf  w  eindentige  Aosdracke  von  k*.  Das  genügt  aber  noch  nicht 
vollständig  ßtr  nnsor  Problem,  zur  Bestimmung  der  Goordinaten  der 
Wendepnnkte.     Wir  wissen  zwar  von  frOber,  dass  die  Werte  ig,  %, 

*j  ...  Ig  gleich  sein  mitasen  den  Werten  von  0,  «  -^   ...  « „ " 

ans  (21),  aber  welche  Werte  der  beiden  Wertsyateme  einander  ent- 
sprechen, wissen  wir  ohne  Weiteres  nicht  Um  diese  Frage  zu  ent- 
scheiden, ist,  wie  schon  am  Schlnss  des  g  3  erwähnt  worde,  der  §  3 
dieser  Arbeit  durchgeführt  worden.  Eine  directe  IJeherftthrung  der 
beiden  Wertsysteme  auf  einander  schien  mir  sehr  umständlich  zu 
sein,  auch  auf  Hindernisse  zu  stossen,  ich  habe  es  daher  anter- 
nommen,  dnrch  Beü'achtnngen  Ober  die  Realität  und  die  Vorzeichen 
der  in  Frage  kommenden  Aosdracke  die  einander  zugehörigen  Werte 
der  beiden  STSteme  zn  finden.  Die  Tergleichuug  von  (19)  mit  den 
soeben  entwickelten  Ansdrflcken  für  die  >  ergiebt  unzweifelhaft  fot> 
geude  Relationen; 

*(0)  -  «0  -  0 

±  4^)  =  T  '"^  - T  •■  Vp+Q  (34) 


±<«=-)-±.T.■.=±^f;fT.■)/-f+f 

wo  zu  den  oberen  nud  nnteren  Zeichen  linker  Haud  auch  die  oberen 
und  nnteren  Zeichen  rechter  Hand  gehören.  Es  fehlen  noch  ge- 
achlosaene  AnsdrQcke  für  die  Werte  der  Prodncte  coaam.äam.  Die 
Aufstellung  dieser  macht  nunmehr  keine  Schwierigkeiten.    Es  ist 


<¥)■'(¥)-±^^('-<¥))(-"•f 

Fflhren  wir  snr  Abkflrzang  ein 


=  *+ A  + V«  ■  li^  +  2 1^1- VB+V«« 
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nnd  berflcksichtigen  wir  zxtr  BcatimmniiK  des  VoizeicbeDS  den 
aoB  (13),  so  erhalten  vir 

Qt)d  auatog 

Endlieb  setzen  wir  noch  zur  Abkflrzimg 

U,  =  4— ii^  >^1  +  VÄ- 2^1- VÄ+VÄ* 


»', -(^^t^-2A+V'Ä)^2^1— VÄ+VÄ»— 2(1— JVÜ) 

und  erhalten  durch  Betrschtnogen,  welche  den  soeben  vorgenommenea 
ganz  analog  sind, 


(iK+ÜK' 


),(^ 


Wollen  wir  das  Reelle  und  Imaglnftre  trennen ,  so  haben  wir  darauf 
RScksicht  zn  nehmen,  ob 


oder 
oder 


e  und  Imaginftre  trennen, 


ist    Et  ergiebt  sich  dann 


^^iit+ii^y  ß^+an 


D 


•r       
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WO  das  obere  Zeichen  fBr  ül>  1,  das  untere  Zeichen  für  A-<1  sn 
nehmen  ist     Der  Oraod   hieftlr  ist  im  Folgenden   enUialten:   Wir 

sahen  fraber,  dass  ^Fiu  nehmen  war,  je  nachdem  l^4-*A,*^l 
war.  Wir  können  jetzt  leicht  nachweisen,  dass  diese  Bedingung  das- 
selbe bedeutet  nie  die  soeben  aufgestellte  ß^  ^  1  oder  B'^1,  da, 
wie  wir  schon  gesehen  haben,  j;  immer  positiv  ist.  Es  ist  nftmUch 
A» P+Q 

also 

A'A^* P'  +  Q* 

h»A*Ai'  =  —l~VR+i—VB+2^1~VR+VB* 
Die  Bedingung  k'A*Ai*~^  1  ist  also  gleich  der  Bedingung 


y/l~VR+VR'^VR 


1  ^  VÄ,    w.  z.  b.  w. 

Somit  sind  wir  denn  am  Ziele.  Es  sind  sämmtliche  zur  Be- 
stimmung der  Coordinaten werte  der  Wendepunkte  unserer  zweiteiligen 
Cnrve  dritter  Ordnung  notwendigen  Grossen  in  Bezug  anf  rs  eindeutig 
dargestellt  durch  geschlossene  Ansdracke  des  Doppclverhältnisses  i;*, 
das  eine  reelle  Grösse  ist.  Es  wäre  nichts  weiter  zn  tun,  als  die 
soeben  gewonnenen  Werte  (24)  fllr  «(oi)  und  e(u).d(ea)  einzusetzen 
in  das  System  (18),  was  hier  füglich  nnterbleiben  darf. 

Wir  haben  jetzt  zwei  Formelsysteme  gewonnen,  welche  es  ge- 
statten,  die  Coordinaten  der  Wendepunkte  einer  Curve  dritter  Ord- 
nung for  einen  hestimmtou  Wert  von  k*  zn  berechnen.  Das  System 
(19),  welches  uns  vermöge  der  vollBt&ndigen  Bestimmtheit  seiner  Tor- 
zeicbeu  bisher  hauptsächlich  zur  eiudeutigcn  Bestimmung  der  Wur- 
zeln der  specictien  Dreiteilungsglcichnng  diente,  wurde  schon  damals 
auch  im  Hinblick  darauf  abgeleitet,  dass  es  zu  einer  etwaigen  Be- 
rechnung der  Coordinatenwerte  später  verwandt  werden  sollte.  Rech- 
nungen, welche  fllr  einige  Werte  vor  A*  nach  beiden  Formelsystemen 
(19)  und  (24)  durchgeführt  wurden,  zeigten,  natürlich  in  den  Grenzen 
der  angestrebten  Genauigkeit,  Übereinstimmende  Resultate.  Dieselben 
veraulassten  mich  aber  auch  zur  Ucberlegung,  uacb  welchem  der 
beiden  Formelsysteme  man  wol  am  bequemsten  rechnen  würde,  falls 
die  Grösse  der  Arbeit  nach  der  Anzahl  der  aufzuschlagenden  Lo- 
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garithmen  beurteilt  wird.  Da  die  Wahl  baaptsftchl^ch  von  dem  Orade 
der  erBtrebten  Genauigkeit,  femer  aber  aach  tod  den  Torbandenen 
Hilfsmitteln  abb&ngig  ist,  wird  es  natDrlich  schwer  eine  allgemeine 
Regel  zu  geben.  Im  Falle  man  nur  die  erste  Potenz  von  q,  alao 
sehr  kleine  Werte  von  k*  za  berQcksicbtigcn  hat,  wird  man,  nie  die 
Schemata  fflr  beide  Formelejrstcme  leicht  ausweisen,  immer  am 
Bchnellsten  mit  den  anendlichen  Productformeln  rechnen.  Im  Falle 
man  aber  böherc  Potenzen  von  g  zu  berOcksichtigen  hat,  wird  es 
immer,  wenn  es  aof  eine  mehrstellige  Genauigkeit  ankommt,  vortoil- 
hait  sein,  mit  den  geschlossenen  Aosdracken  zn  rechnen.  Ebenso 
ist  es  klar,  dasa  man  sich,  wenn  man  Interesse  hat,  auch  die  Coor- 
dinaten  der  imaginären  Wendepnnkte  zu  berechnen,  immer  der  ge- 
scblosaonen  Formeln  bedienen  wird,  da  die  Benutzung  der  anderen 
fost  die  doppelte  Arbeit  macht.  Bei  einem  etwaigen  Entwurf  von 
Tafeln  dürfte  die  Rechnung  nach  beiden  Systemen  die  sicherste  Con- 
trolle  bieten. 

Znm  Schlosse  sei  mir  noch  eine  Bemerkung  über  ein  allgemei- 
neres Problem,  als  das  behandelte,  gestattet.  In  der  von  uns  zn 
Grunde  gelegten  Normalform  (14)  ist  ein  Wendepunkt  als  bekannt 
vorausgesetzt  Stellen  wir  uns  dasselbe  Problem,  nur  unter  der  Vor- 
aussetzung, dasB  nicht  ein  Wendepunkt,  sondern  irgend  ein  beliebiger 
Punkt  der  Cnrvc  dritter  Ordnung  gegeben  ist,  so  führt  die  Behand- 
lung des  Problemes  der  Bestimmung  der  Goordinatenwerte  der  Wende- 
pnnkte auf  die  allgemeine  Drciteilungsglcichung  (7),  wie  Clebsch 
(Cretle,  Bd.  63)  nachgewiesen  hat.  Diese  allgemeine  Dreiteilungs- 
gleichung wäre  dann  zu  lösen,  wenn  man  geschlossene  Ansdracke  fQr 
die  Goordinatenwerte  der  Wendepunkte  erhalten  will.  Die  Möglich- 
keit der  Auflösbarkeit  dieser  Gleichung  auf  algebraischem  Wege  hat 
Abel  nachgewiesen.  An  mehreren  Stellen  seiner  Werke  bat  Abel 
auch  eine  Methode  augegeben,  die  Ausdrücke  fOr  die  Wurzeln  mit 
Hilfe  der  Adjunction  der  Wurzeln  der  speciellcn  Dreiteilnügsgleichung 
zu  ermitteln.  Die  directe  Verfolgung  dieses  Weges  führte  aher,  wie 
Bcbon  ans  der  Gestalt  der  Wurzeln  der  speciellen  Dreiteilungsgtei- 
chung  zu  erwarten  stand,  sehr  bald  aof  Ausdrucke,  die  ihrer  Ans- 
dehnsng  und  Complidrtheit  wegen  eine  Fortsetzung  der  Rechsong 
suBsicbtslos  erscheinen  lieseen. 

Eftnigsherg  im  Februar  1863. 
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Beatimmtmg  der  Oscolationskreise  der  Kegel- 
schnitte mit  Hülfe  von  EigeBscbaften  der  Sehnen, 
welche  ein  Kegelschnitt  mit  seinen  Osculations- 
kreisen  gemein  hat. 

Von 

Herrn  Josef  Ztmnuormann  in  Berlin. 

(Hiam  Hg.  1  Mi  «.) 


Die  Beetimmang  dieser  Kreise  für  jode  Curre  geschieht  «obl  am 
beatea  mit  HQlfe  einer  Formel  der  Differentialrechnni^. 

Darf  aber  diese  siebt  Toraasgesctzt  werden,  kann  ein  wetiD  aach 
im  Allgemeines  nmatftndlichcres  Ter&bren,  wie  es  in  Q.  Salmon, 
Analytische  Geometrie  der  EegelschDitte,  für  letztere  darchgcfohrt 
ist,  anch  für  Gnrren  höherer  Ordnung  angeweadet  werden. 

Ohne  Toranssetzung  der  DifferentialrecbDang  und  fflr  die  Ecge]> 
schnitte  gelangt  man  anch  im  Nachfolgenden  zn  diesen  Kreison,  nod 
znD&chst  zn  einer  leichten  Constmcüon  dieser. 

Ist  mau  beim  Unterricht  in  der  aoalTtischen  Geometrie  der  Ebene 
bis  ni  dem  Satze  Ober  die  Eigenschaften  der  Sehnen,  welche  ein 
E^dschnitt  mit  einem  beliebigen  Ercia  gemein  hat,  gelangt,  so  dOrfte 
dann  das  Nachfolgende  unter  la.  geeignet  folgen  und  aich  wegen 
seiner  Einfachheit  als  eine  erste  VorfOhning  dieser  Kreise  empfehlen. 


El  sei  gegeben  ein  Funkt  x^,  y^  eines  Gentralkegelschnitts  von 
den  Azen  Sa  and  26  nnd  sonst  seien  keine  anderen  Punkte 
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des  KegQlscIml  tts  gegeben;  dann  gelangt  man  zum  Oacnlations- 
kreise  dnrcfa  folgende  S&tze: 

1)  Die  Sehne,  velcbe  dn  OscnlationskreiB  in  einem  Punkte  eines 
Kegelschnitts  mit  diesem  gemein  hat,  nnd  die  Tangente  iu  dem  be- 
treffiendeD  Paukte  bilden  mit  der  x-Aze  ein  Dreieck,  so  dasB  die 
Winket  an  der  Grundlinie  einander  gjeich  sind. 

Beweis.  Dieser  gründet  sich  auf  den  Satz  Joachimatbal,  Analj* 
tische  Geometrie  der  Ebene,  §.  85: 

Schneidet  ein  Kreis  einen  Kegelschnitt,  nnd  bildet  eine  von  zwei 
einander  gegenttberliegenden  Sehnen  mit  der  ic-Axe  den  Winkel  -{-a, 
so  bildet  die  andere  mit  derselben  den  Winkel  — a.    (Fig.  1.) 

Darans  folgert  man  weiter : 

Diese  Eigenschaft  bleibt  bestehen,  wenn  zwei  Fonkte  znsammen- 
Eollen,  wie  in  Fig.  1.  beim  Kreise  3^,  nnd  weiter  noch  wenn  drei 
Psnkte  znsammenf allen  wie  bei  if^;  es  sind  dann  — a  nnd  -f*"  ^b 
Nebenwinkel  zn  den  Winkeln  an  der  Oruiidlinle  des  betreffenden 
Dreiecks,  nnd  letztere  dämm  einander  gleich. 

2)  Die  Sehne,  welche  ein  Oscutationskreis  mit  einem  Kegelschnitt 
in  einem  Punkte  f],  y,  gemein  hat,  wird  halbirt  dnrch  den  Dnrch- 
messer,  welcher  dnrch  den  Punkt  iE],  —y^  hindurchgeht 

Dieser  Satz  ist,  soviel  ich  weiss,  noch  nicht  angegeben,  nnd 
liefert  flr  alle  drei  Kegelschnitte  in  sehr  einfacher  Weise  die  Hitte 
der  Sehne. 

Beweis.  Der  Durchmesser,  welcher  in  den  Figuren  3.  und  3. 
die  Sehne  halbirt,  ist  deijenige,  welcher  der  Richtnng  der  gemein- 
Bchaftlicben  Sehne  conjngirt  ist 

Es  sei  der  Winkel  der  Tangente  mit  der  «-Axe  t,  der  Winkel 
der  Sehne  mit  derselben  fi;  dann  ist  n  —  180  — t  und  tgf»— — tgt. 

Sind  die  Abschnitte  der  Tangenten  auf  den  Äsen  ^  nnd  zg,  to 
Ut  [Br  die  angenommenen  Paukte  (Fig.  2.  und  3.) 

Die  Oleichnng  der  Tangente  der  EUipse  bzhw.  Hjperbel  ist 

<^  Vi 

iu  welcher  die  Nenner  die  Abschnitte  auf  den  Axen  darsteDen. 
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°  Vi 
Ist  1/»  der  WiDkcl,   welcher  der  RicbtuQg  ^  coujugirt  ist,   so  ist 
bckanutlich 

igit-.tgp  ==F^ 

oud  mit  Rücksicht  auf  den  Wort  fur  tgfi 

was  211  bowoisen  war. 

Die  Gonstruction  eteltt  sich  demnach  wie  folgt: 

4)  Kau  Gonstmire  zu  dem  Puukto  9^,  y,  die  TangcDto  (vergl. 
Fig.  2.  nnd  3.),  darauf  die  Normale. 

Die  an  den  Figareu  2.  3.  und  4.  durchgeführten  Taugcntcn- 
constnictionen  ruhen  auf  folgenden  bekannten  Eigenschaften,  die  hier 
noch  kurz  angedeutet  werden  sollen. 

Die  Tangeute  iu  einem  Punkte  a-,,  y^  der  Ellipse  schneidet  die 
»-Axe  in  demselben  Funkte,  in  welchem  die  Tangente  des  Coustmc- 
tionsradius  znm  Punkte  a-,,  y^  die  u:-Axc  schneidet;  das  StUck  der 
Tangente  der  Hyperbel,  was  zwischen  den  Asymptoten  liegt,  wird 
durch  den  BerUUrnngspunkt  balbirt;  die  Entfernung  des  Schnitt- 
punktes der  Tangente  der  Pu^abel  mit  der  x-Axc  vom  Scheitelpunkte 
ist  gleich  der  Abscisse  dos  Berührungspunktes. 

Man  mache  nun  (Fig.  2.  und  3.)  DB  =  BC  und  ziehe  AD 
[Satz  1);  ferner  verlängere  man  AB  über  B  hinaus  bis  Ai,  so  dass 
A-^B  ^  AB  und  verbiudo  Ai  mit  C:  dann  schneidet  A^O  die  AD  in 
einem  Punkte  M  (Hitte  der  Sehne,  Satz  ),  und  die  dann  in  M  auf 
AM  errichtete  Normale  schneidet  die  Normale  des  Eegelschnittaa  in 
einem  Punkte  R,  welcher  der  Mittelpunkt  des  Osculationskreises  ist. 

Da  die  Parabel  als  Ellipse  angesehen  werden  kann,  deren  Mittel- 
punkt im  Uueudlicben  liegt,  so  gilt  dieselbe  Constraction.     (Der 
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Durchmesser   durch   den   PuDkt  A,   ist   die  Parallele  zur  Ase  der 
Purabel.) 

4«)  Fttr  bequemere  Coastniction  der  Sehne  zur  Ellipse,  in  der 
Nfthe  der  Scb  eitel  punkte  der  kleinen  Axe  bemerkt  ntan,  dass  die 
gemeinBChaftliche  Sehne  und  die  Tangente  auch  mit  der  y-Ase  ein 
Dreieck  bildet,  so  dass  die  Winkel  an  der  Grundlinie  (hier  ^Aze) 
einander  gleich  sind;  denn  diese  Winkel  ei^ftnzen  denselben  Winkel 
p  (voi^l.  Figur)  zu  einem  Rechten. 

Pur  die  Scheitelpunkte  ßUlt  auch  der  andere  Endpunkt  der  Sehne 
in  diese  hinein ;  also  hat  der  KrUmmnngsradins  in  den  Scheitelpunkten 
mit  dem  Kegelschnitte  vier  Punkte  gemein. 

Hau  kann  besonders  fftr  die  Ellipse  elegante  Constmctiouen  fBr 
den  andern  Endpunkt  der  Sehne  nnd  darum  für  ihre  Mitte  finden 
(vergL  Anmerk.  2.  zu  Art.  11.);  allein  diese  und  andere  sind  wieder 
für  die  beiden  andern  Kcgetschnitta  nicht  anwendbar;  Ar  diese  bei- 
des andern  bedarf  es  wieder  anderer  Constmctionen,  irfthrend  die 
im  Vorhei^eheuden  gefundene  Constrnction  fttr  alle  drei 
Kegelschnitte  dieselbe  ist 

Bemerlning.    Aus  der  Formel 

folgt  auch  noch  allgemeiner: 

5)  Legt  man  dnrch  einen  Punkt  x„  j/,  beliebige  Kegelschnitte 
hindurch,  die  im  Anfangspunkt  ihren  Mittelpunkt  haben,  und  deren 
Axen  in  der  x-  bzhw.  y-Axe  liegen,  so  werden  die  gemeinsuhaftlicbcn 
Sehnen  su  dem  Punkte  Xj,  j/i  ^^l»  halbirt  durch  einen  und  denselben 
Dorchmesser,  wdcher  durch  den  Funkt  ic,,  — ^i  hindurchgeht. 

Ib. 

Der  Tollst&ndigkeit  wegen  sollen  noch  die  Werte  Hr  die  Radien 
dieser  Kreise  hergeleitet  werden.    (Vergl.  Fig.  2.  und  3.) 
Es  ist  AR  =  f  der  Osculationsradins, 
AM  ^  ro  die  halbe  Sehne, 

l  der  Winkel,  den  die  Sehne  mit  der  Normale  in  dem 
angenommenen  Pnnkte  bildet 

Dann  kommt; 

fo  ■■  pcosi 
oder 

«)  »-^ 
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Bestimmang  tod  r,,. 

Dia  OleidtDDgen  der  gemeiiiBChaftlicbeD  Sohne  fflr  beide  Eegel- 
Bchnitte  Bind: 

X  —  I,-f-rC08ft 

V  —  yi+rBinf. 
Die  Gleichung  der  Geraden,  «eiche  diese  Sehne  halbirt,  ist 


Bildet  man  ans  den  ersten  beiden  Oleichnogen  -  nml  setzt  den 
Wert  dafür  iu  die  itweite  GleicbuDg  eiu,  so  kommt  für  die  halbe  Sehne 


rar  den  angenommenen  Punkt  ist,  wie  Figur  zeigt,  bei  der  Ellipse 
siufi  und  cosjw  poBitiv,  bei  der  Hyperbel  ist  siufi  positiv  und  cosfi 
negativ. 

Allgemein  ist  abgesehen  vom  Zeichen 

tffU 

Binfi  = 


"  yi  +  tg»(. 

1__ 

"  Vl+TgV 


Setzt  man  darin  die  für  tgft  gefundenen  Werte  ein,  eo  kommt 
mit  KQcksicbt  auf  die  oben  gefondcnen  Vorzeichen  von  siufi  und  cosft 
und  wenn  man  noch  znr  AbkQrzung 


smfi 

COSfl  : 


--  +  - 


Werden  diese  Werte  in  den  Ansdrack  ßlr  r^  eingesetzt,  so  kommt, 
•^^  ^  +  Jä"  ~  ^' 


7) 


Es  ist  leicht  zu  beweisen,  dass  N  die  Länge  der  Normale  darat^t. 
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;  Ton  cosil. 

1)  Fttr  die  £Uipse. 

Der  Winkel,  deo  die  Nomule  mit  der  x-Axe  bildet,  Ist  gleich 

Dftrans  folgt; 

cosl  -^  siaSft  «  äunficoBft 

2)  Fflr  die  Hyperbel. 

Der  Winkel,  den  die  Normale  mit  der  z-Äxe  bildet,  ist  gleich 

Daraus  folgt: 

cos  1  =  —  sin  2fi  =  —  2BinftcoBF( 
Also  gilt  fOr  beide: 

6)  coB:i  =  ±2ain^cOBri 

oder  mit  Bflcksicht  auf  die  Werte  von  sin^i  und  cosft 
_      2^S^ 

Setzt  mau  die  gefnadenon  Werte  fttr  r^  nud  cosl  in  6)  ein,  so 
kommt  abgesehen  vom  Zeichen 

9)  P  --ji- 

Fig.  4.    Ansdmck  ffir  den  Erammangsradins  der  Parabel. 
«  —  ii+rcosf* 
y  —  yi+fsinft 
seien  die  Qleichnngea  der  gemeinschaftlichen  Sehne. 

Die  Gleichung  der  Geraden,  wolche  diese  Sehne  halbirt,  iat 


Setzt  man   den  Wert  fät  y  ans  der  dritten  Gleichnng  in  die 
zweite  ein,  so  kommt: 
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~  '•  Vp'+j,'     « 


Q  Biiift  eiugeeetzt  wird, 


kel,  deD  die  Normale  mit  der  .r-Aie  bildet,  ist 
=.  t+H  =  2Ä— (i+Ä  —  Sä— p 


A  -  2^+3Ä 


ift   nnd   cosft  die  Torhin  gefundenen  Werte  eingesetzt 
kommt : 

_  JIg ^ 

^  "  COBi  "°  J)' 

n  Zeichen. 
Centralkegelschnitt  fand  sich 

— ■ f gesetzt  war. 

Scheitelpunkte  a,  0  und  0,  6  wird 

b» 

N=-    nnd    N=h 

i  in  den  AaBdrack  für  ^  eiugeeetzt  geben 
Q^  —    nnd 
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Die  beste  Coastnictioii  dieser  AnsdrQcke  ist  in  diesem  Falle 
bekanntlich  die  folgende: 

16)  Mau  liehe  durch  die  Pnnkte  0,  h  nnd  a,  0  Parallelen  zur 
X-  bzhw.  y-Axe  und  ftlle  vom  Onrdtschnittspnnkte  dieser  Parallelen 
eine  Normale  anf  die  Verbindungslinie  der  Pankle  0,  b  und  o,  0; 
die  Schnittpunkte  dieser  Normale  mit  den  Axen  sind  dann  die  Mittel- 
pnnkte  der  OscD-ationskrcise  der  betreffenden  Funkte. 

Ftlr  die  Parabel  kam 

Fdr  den  Scheitelpunkt  ist  yi  =0  nnd  darum  JV=:p.  £s  kommt 
Dan,  wenn  dieser  Wert  von  N  in  den  Ansdmck  fttr  (  eingesetzt 
wird: 
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Ort  der  Mittelpunkte  der  Sehnen,    welche 

ein  Kegelschnitt   mit   seinen  Osculationskreisen 

gemein  hat. 


Ton 

Josef  Zimmerman 


5.  I.    Qntalt  und  C«utnetleB  d«r  Curen. 

(Hi<in  Fii,  5.  1.  e.) 

Für  Ellipse  QDd  Hyperbel  siod  die  Gleicbnugen  der  geneineRmen 
Sehae  ist: 


ist    Für 

■■  -  '0  -  -  ^^    W.  Art.  11.) 

kommt : 

■=.\^^¥] 

UDd  weil 
■0  kommt 
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17) 

welche  Gleichangen  den  Ort  der  Uittelpunkte  der  Sehneo  zur  Ellipse 
beziehongsweiBe  Hyperbel  darstelleo,  zwei  Carren,  welche  in  j.  4. 
bibw.  mit  Ci  and  C,  bezeichnet  sind. 

Bildet  man  ans  diesen  Qleicbangen  -  and  ;  und  dann  die  Snnune 
und  Differenz  der  Quadrate  dieser  Olieder,  eo  kommt  mit  BOckaicht 
daranf,   das«  ^  ±  ^  =  1  irt: 

Ans  der  ersten  der  Oleichangen  17)  folgt 


am 

a)  vnd  ß)  folgt: 

Aas 

y)  ergiebt  sieb  nach  Rednction 

3± 

18) 

(s±^'m 

:)■ 

und 

COS^a  _^  Bin*« 

Hau  findet  den  Lanf  der  Carren,  wenn  man  in  19)   o  —  0,  arctg  -  > 

2    n.  8.  f.  einsetzt.    Die  Carve  znr  Ellipse   hat  die    Gestalt   einer 
vierblsttrigen  l&nglicben  Rosette.    Sie  gebt  Tgl.  Fig.  5.  in  der  Rieb- 
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tnng  der  Pfeile  von  M  nach  E,  J,  E,  H,  E,  A,  E,  M  nnd  es  ist  E 
ein  vierfacher  Punkt  der  Carvc;  die  Asymptoten  der  Hyperbel  zu 
denselben  Azen  sind  die  Tangenten  des  Pnnktea  E. 

Die  CuTTc  zur  Hyperbel  besteht  »na  iwei  gabelförmigen  Zireigen 
welcbe  die  entsprechenden  Hyperbel  zweige  in  ihren  Sctaeitelponkten 
berühren  nnd  innerhalb  derselben  nnd  symmetrisch  znr  Axe  der  « 
liegen;  die  Asymptoten  der  Hyperbel  sind  die  Asymptoten  derCarve. 
Tgl.  Fig.  5. 

aO)  Die  Coutmction  der  beiden  Cnrven  geschieht  wie  folgt: 

Um  za  einem  gegebenea  Polarwinkel  m  den  zagehörigen  Itadiss 
za  finden,  merke  man  sieb  den  Pnnkt,  in  welchem  ein  mit  dem  Ra- 
dius znsammenfaliender  Strahl  die  Ellipse  bzhw.  Hyperbel  Bchneidet; 
dann  constmire  man  zu  diesem  Punkt  den  symmetrisch  dazn  liegen- 
den Punkt  in  Bezug  auf  die  Axe  der  ic;  die  gemeinschaftliche  Sehne 
ZQ  letzterem  Pnnkt  schneidet  den  Strahl  im  gesnchten  Punkte 
(Satz  2.  Art.  ILIa.). 


S.  2.    Bcsieban^n  awlsehen  Mdea  CarveB. 

21)  Coastmirt  man  wie  in  Figar  5.  zu  denselben  Azen  eine 
Ellipse  nnd  Hyperbel,  nnd  nennt  r,  nnd  r,  die  Radien  zu  dem 
Winkel  h,  der  Ellipse  nnd  Hyperbel,  femer  g^  nnd  p,  die  entspre- 
chenden Radien  der  zugehörigen  Cnrren,  so  ist: 


C)       ifnQt  "  r,r. 
Der  Beweis  folgt  gleich,  wenn  man  in  19) 


setzt.    Diese  Formeln  geben  Gelegenheit  zn  einer  neaen  Constmctioa 
der  Cnrren. 

22)  Man  beschreibe  «her  r,  einen  Halbkreis  und   trage   darin 
vom  An&ngspnnkte  ans  tine  Sehne  gleich  r^  ein.    Dann  QUle  mui 
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vom  Endpunkte  des  UrapranglicheD  r^  ein  Lot  auf  diese  Sehne ,  and 
Tom  FuBsponite  aus  ein  Lot  wieder  znrtick  auf  das  ursprangliche 
r^;  dieser  mietet  erhaltene  Fasspunkt  ist  dann  der  Endpunkt  von  p^. 

Hau  errichte  ferner  im  Eudpnnkto  von  r,  ein  Lot  bis  zum 
Dnrcbschnitt  mit  der  Verlängerung  der  obigen  Sehne  und  in  dem 
Scbuittpunkte  auf  dioscr  Scbue  wieder  ein  Lot  bis  zum  DurchBchuitt 
mit  der  Terläugerang  des  urspranglich  gegebenen  r,;  dieser  zuletzt 
erbaliene  Punkt  ist  dann  der  Endpunkt  von  pj. 

Beweis.    Sa  r,  <C  r,,    so  ist  —    der     Cosinus     eines    gewissen 
Winkeln  n  und  die  Formeln  a)  und  b)  werden 
ft  —  r,  cos'» 


D»  Winkel  a>  üt  oben   constmirt,  und  folgt  das  Weitere  bald  aus 
der  Constmction. 


$.  3.    Maztmal-  nni  Mlnlmalpaskte,  InflexlonspuMktc. 

Es  ist 

X  =  (Cosa,    y  =  «sinn 


r.T!^)vi+t«'. 


{V'^±'P)' 


wenn  man  19)  nmformt    Also  ist 


1  -^tgH. 


'-{VI. 


±!«!?V 


-"«'-e^'Ttg'. 
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Die  EodpoDkte  der  Radien  zn  den  Winkeln,  f&r  welche  —■"Owird, 

sind  Maximal- and  Mioimalpaiikte  in  Beznganfdie  AxedorjE;dieEnd- 
pankte  der  Radien  zn  den  Winkeln,  für  welche  der  Angdrnck  oo 
wird.  Bind  Maximal-  nud  Minimalpnnkte  in  Bezog  auf  die  Aie  der  y. 
—  Fttr  das  obere  Zeichen  wird  der  Ansdrnck  0,  wenn 

nnd  oo,  wenn 


tv^i). 


igt.  Dem  ersten  Wert  der  oberen  und  dem  zweiten  Wert  der  nnteren 
Reihe  entsprechen  je  vier  Radien,  also  bat  man  in  Bezog  auf  jede 
Axe  6  Minimal-  nnd  Maximalpunkte.  Da  je  zwei  Radien  in  einem 
Durchmesser  zusammenfallen ,  so  hat  man  in  Bezog  ,anf  die  z-Axe 
drei  Durchmesser  der  Curven,  deren  jeder  in  seinem  Endpunkt  einen 
Maximal'  und  einen  Miuimaipunkt  hat;  dasselbe  gilt  fflr  die  Axe  der 
y.     Weil   die   Uanptaxen  conjugirte   Durchmesser   sind,    und    weil 

(+y5ä)(~  ^^ä)  '"''*  (^75  o)  {■•'T^^a)  «*''^°  ~ä*'  ''®''*'"' 
bekwiutlich  die  Bedingung  ftkr  coitjngirte  Durchmesser  ist,  so  kommt; 

24)  Die  Richtungen  der  drei  Durchmesser,  deren  6  Endpunkte 
die  Maximal-  und  Minimalponkle  der  Corve  in  Bezog  auf  die  x-Aie 
sind,  sind  bzhw.  conjugirt  den  Richtungen  der  drei  Durchmesser, 
deren  6  Eudpunktc  die  Maximal-  und  Minimalpunktc  der  Curre  in 
Bezug  auf  die  ji-Axc  sind.  —  Für  die  Curvo  die  zur  Hyperbel  ge- 
bort, erhält  man  noch  zwei  Punkte,  einen  Maximal-  und  einen  Mi- 
nimalpunkt in  Bezug  anf  die  Axe  der  j/,  «  =  0,  n.  Die  Construction 
dieser  Funkte  geschieht  nach  20)  oder  22)  unter  Beacbtnng  von  24), 
die  Berechnung  mit  Httlfe  von  23).    (Vgl.  Fignr  5). 

Es  ist 


Für  das  obere  Zeichen  kann  der  Ausdruck  nicht  0  werden,  also  hat 
die  Curvc,  die  der  Ellipse  entspricht,  keine  Inflezionspunkte ;  für 
das  untere  Zeichen  wird  durch  das  Ü  setzen   des  ersten  Factors  im 
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Zlhler  tg«t  —  -|--,  woza  die  uDendlich  ferneii  Ponkt«  der  Carven 
geboren ,  welche  keine  eigentlichen  In&ezionBpnnkte  sein  kOnnen ; 
setzt  nun  den  zveiten  Factor  gleich  0,  so  kommt 


*.-±^K¥±l/©'-' 


I>a8  obere  Zeichen  nnt«r  der  Wurzel  ist  nicht  branchbar,  weil  der 
absointe  Wert  von  tga  nicht  grösser  als  -  werden  kEinn.  Man  er- 
hfilt  nach  Ansrechnang  der  Wurzel 

tga  =  ±0,490306^ 

Sind  «1  nnd  «,  die  Winkel,  deren  Tangenten  +  bzhw,  — 0,49 
...-,  so  sind  auch  a^-\~'M  nnd  oa-f-^K  Winkel,    deren   Tangenten 

ebenfiüls  +  bzhw.  —0,49  ...  -  sind-,  diesen  vier  Werten  entsprechen 

Tier  Punkte,  welche  Inflesiongpunktc  sind,  wenn  —r-j  fllr  diese  Win- 
kelwerte nicht  gleich  0  ist. 

Die  mancbtnat  omsUkndliche  Bildung  der  dritten  Ableitung  kann 
hier  umgangen  werden  durch  Folgendes: 

Wenn  innerhalb  eines Intervalles  von  x=p  bis  x  =: q  nur  e i n 
Punkt  liegt,  für  welchen  .-^  =  0,  80  ist  dieser  Punkt  ein  Infloxions- 
pnnkt,  wenn  für  zwei  za  beiden  Seiten  dieses  Punktes  innerhalb  des 
Bogcnintervallos  liegenden  Punkten  -r^  verschiedene  Vorzeichen  hat; 
denn  dann  teilt  der  zu  untersuchende  Punkt  das  Bogenintervall  in 
einen  convexen  nnd  einen  concaven  Bogen  iu  Bezug  auf  eine  Axe. 
Ss  giebt  nun  innerhalb  des  Teiles  unserer  Curve,  welcher  etwa  rechts 
von  der   ji-Axe   liegt   und   zwischen  der  +  se-Axe   nnd   der  oberen 

Asymptote  enthalten  ist,  nur  einen  Punkt,  für  welchen  ji  =  0    ist 


Es  &ndert  wie  man  leicht  sieht  -r-*  nur  dann  das  Zeichen,  wenn  der 


'3' 

zweite    Factor   im   Zähler   sein   Zoichen   ändert     Zwei  Punkte   zu 

beiden  Seiten  des  betreffenden  Punktes  sind  etwa  diese,  welche  den 

Winkeln  a  — arctgs-  nnd  arctgg-   entsprechen.     For  den   ersten 
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clor  kleiner  als  0,   fttr  den  zweiten  grösser 

b 
m  von  n  =  o  bis  arctg 0,490..,-     convex 

bis  n  —  orctg-  concav  in  Bezug  anf  die 
der   Punkte  sind  darnm,  wie   man  leicht 

:t*. 

ur  Hyperbel  gobOrt,  hat  fUr 

=  arctg  ±0,490  306- 

nnkte. 

cbnnng  nach  20)  22)  bühw.  23). 

en  der  Oscalationekreise. 


(i/'+g)y 


j  gefondenen  ^  erte  ein,  so  kommt: 


r.T'^J+»'[3+i,^v 


^{^^n 


[Omint  für 

b' 
.-0,     Ji-lj- 
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28)  Der  KrOmmiingsradiDB  in  eiaem  Scheitelpunkt  oiuer  der  bei- 
doi  CurreD  ist  i  des  KrümmungBradins  dei  entsprechenden  Kegel- 
schnitte ZD  demselben  Pnokte;  fQr  den  Fall,  dass  b  =  a,  stehen  die 
Tangenten  des  Mittelpunkts  anf  einander  senkrecht  nnd  sind  die 
Krammongsmittelpunkte  die  Darcbschnitte  der  Tangenten  mit  diesem 
Sreise. 

Figur  6.  giebt  die  ConstTQCtioD  des  ErQmmougsradius  fflr  den 
Mittelpankt 

In  dem  Recbt«ck  ABCD  ist  AB  =  a,  BC  ~  i,  DE'~  b; 
AG  ^  AF='2AB,  HC  senkr.  anf  AC,  CJ  parall.  (?ff,  AJiti  der 
Badins. 

Beweis : 

AH       AH      —j       ÄC.AH 
AC"  AG'     ■^~'       AG 


AH.  AB  -"AC* 
AG  ab"  2AE.AB  2y2<ji 

Anmerknnge«. 

1)  Ton  den  Gegenständen  dos  Art  III.  finden  sich  die  fileicbnugen 
der  Gnrre,  die  der  Ellipse  entepricht  und  die  Relation  21)a  in  den 
Nowellea  Annales  3.  serie,  t  XL  p.  27.  I.  bereite  hergeleitet.  Dort 
findet  sich  von 

M.  Ij.  Desmons,  Professeur  an  Lyc6e  de  Troyes : 

I.    L'äqnation  de  la  corde  commnne  au  cercle  oscnlateur  et  h 


a  ^tant  le  paramätrc   angolaire  dn  point  de  contact,  et  le  second 
point  d'intcrsection  ayant  pour  parametre  — Sa. 

II.    Leg    coordonn^es  du  point  milien  de  la  corde  ji  ont,    en 
prenant  pour  axes  les  axes  de  i'eUipie, 

coa«+cos3.. 


y  ~       acOsaCOaS« 
y  =  — b»iaaco»3a 


byGoogle 


nn:   Ort  der  UüftlpunLle  dtr  &Amii, 

geben  nach  ElimiiulioD  von  <■  die  Gleichnngon 
Ige  entspricht    (a  ist  in  Art  III.  mit  <p  be- 


jcn  17)  haben  eine  andere  Herleitong  und 
'orren  dar,  je  nachdem  man  a-,y,  einen  Punkt 
bei  sein  Jfisst. 

ite  Herleitnng  der  Gleichnogen  mbt  anf  dem 
dtat,  dass  -j-a  nnd  — 3«  die  Constmctions- 
der  betreffenden  EllipBensebne  sind.  FOr  die 
Dlche  einfocbe  Beziehung  zwischen  den  Con- 
statt    Sind  die  ConstructioDswinkol  dort  <I>i 

_  3+BiD'<Pi 


§.  4.    Qnadratw. 
mtna  {Pl(.  *.) 

ilcichnug  einer  Carve,  so  ist  der  Inhalt  eines 
trablen  zu  «  ^  0  and  n  =  b 

e  kommt  mit  Rücksicht  auf  den   froher  ge- 

sei  C,  die  dem  oberen,    C,  die  dem  unteren 
Corve. 

I  Quadratur  der  C,. 
Ischen  0  und  «  kommt: 


-^) 


(1+t«»«) 


a.+i?r 
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liefert  ein  bequemeres  Integral  (tp  ist  der  CoDstractionawinkel  der 
gegebenen  Ellipae). 

Die  Function  unterm  Integralzeichen  wird  daan 

/l  — tg»ni\* 
•^  U  +  tgV/  '*''  ~  ''*"'**2(p0<p 

daber  ist  obiges  Integral 

ab 
—  -gtv+isini^) 

and  der  doppelte  Inhalt  des  Secters,  welcher  zwischen  den  Strahlen 
zn  den  Winkeln  —a  nnd  -\-a  enthalten  ist,  ist 

31)  —  ab\  cos  V  sin  9>  —  i  cos  qi  sin  9)  -j-  ^^ 

fär      V  —  arctg(|tgoj 

Man  erhftlt  den  Inhalt  des  in  Figur  7.  horizontalen  Blattes,  wenn 
man  tßa  <^  -  nimmt^   dann   wird  die   obere   Grenze   arc^(l}   oder 

j-,  also  gin49i  —  0,  siuqp  ist  dann  gleich  cosip  gleich  -r^  und    man 

erhllt  far  den  Inhalt  -g^ 

Nimmt  man  die  untere  Grenze  gleich  j  die  obere  gleich  „  • 
so  erhält  man  den  Inhalt  des  unterhalb  der  x  Aie  liegenden  verti- 
calen  Blattes;  dieser  ist  ebenf&Us  gleich  ~g-' 

32)  Die  Blätter  der  C,  haben  gleichen  Fl&cfaeoinbalt,  und  ist  der 
Inhalt  eines  jeden  gleich  dem  achton  Teil  der  gegebenen  Ellipse;  der 
Inhalt  des  ganzen  von  der  C,  eiogeechlossenen  Raumes  ist  gleich 
dem  halben  Inhalt  dieser  Ellipse. 

In  den  „NonYelles  Annales",  Serie  II,  Band  H  ist  die  Enveloppe 
der  Sehnen,  welche  die  Erümmnngskreiso  mit  der  Ellipse  gemein 
haben,  behandelt  Sie  ist  eine  geschlossene  symmetrisch  zn  den 
Axen  liegende  Ourve,  welche  die  Ellipse  einschliesst  nnd  sie  in  ihren 
Scheitelpunkten  berahrt;  sie  hat  vier  Rttckkehrpunkte  in  x  =  ±_ay2, 
y  '^  ±6V2  p.  34  ist  „par  M.  Moret-Blanc,  Frofessenr  au  Lyc6e  du 
Han«"  ihr  Inhalt  bestimmt  gldch  )  der  Ellipse.    Es  folgt: 
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33)  Die  Flachen  der  Cnrveii  Cj,  dor  Ellipse  und  der  Elaveloppe, 
vertialteu  sieb  xa  einander  wie 


b)  Fortgetznng  der  Quadratur  der  C,. 

Der  luhalt  der  C,  zwischen  der  darch  dou  Endpnukt  von  x  zur 
«-Äxe  senkrecht  gezogenen  Curvonsebne  und  dem  Scheitelpunkte  a, 
0  ist  gleich  dem  lubalto  des  Sectors  zwischen  der  durch  x,  ±y  der 
C'i  und  dem  Aufaugspaukte  hindurchgehenden  Strahlen  minus  dem 
Inhalte  des  Dreiecks,  dessen  Eckpunkte  die  Endpunkte  dieser  Sebuo 
und  der  Änfongspunkt  sind,  oder  kurz  gleich 

Sector  C, — xs 

Obige  Strahlen  bilden  mit  der  x-Aze  die  Winkel  -)-«  nod  —a. 

Den  Inhalt  durch  a  ansgedrOckt  erhält  man,  wenn  man  in  For- 
met 31)  Bin  9  und  cos  7  durch  tg  91  aasdrackt,  die  Differenz  der 
Fnnctionswerte  bildet,  und  fUr  x  und  p  die  Werte  des  oberen  Zei- 
chens aus  23)  einsetzt:  es  kommt: 


Der  Inhalt  wird  durch  x  und  y  ansgedrflckt,  wenn  mau  tg  aus- 
setzt. 

Die  Strahlen  zu  den  Winkeln  —a  und  4-«  schneiden  die  ge- 
gebene Ellipse  in  den  Punkten,  die  mit  x^,  y^  bezeichnet  sein  mögen. 

Da  tg  a  anch  gleich  --,  so  ist  der  Inhalt  ausgedruckt  durch  x,  und  y, 

35,   [(--)'...+[f-mö)-i,..]]_[.(j.)*-tJ*..,. 

Das  zweite  Glied  oder  das  Product  xg  wurde  aus  den  Oleicbungeo 
23)  gebildet  and  mnsste  es  absolut  genommen  werden,  weil  xy  ab- 
solut xif/j  ist  das  Rechte«^,  welches  sich  in  Figur  7.  darstellt,  wenn 
man  durch  den  Pankt  o^,  y,  eine  Parallele  znr  Aze  der  m  ddit  Ms 
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ZDin  Dsrchschnitt  mit  der  jf-Äxe;  es  sei  bezeichnet  mit  Jt^.  Die 
VerbUtnisazabl  -  sei  bezeichnet  mit  k,.  Das  zweite  Glied  der  er- 
sten Klammer  iat  der  luhaJt  des  KllipaeDB&chenstQckes,  zwischen  der 
-|-z-Axe,  derOrdioate  y,  and  der  EUipae;  es  sei  bezeichnet  mit  jS,. 
Die  Torhergebonde  Formel  wird  dadurch  geometriBcb  anscbaalich, 
und  ans  ihr  wird 

36)  [ti'^i  +  S,]  -  [2V-ll»Ä„  0  <  A,  <  1. 

FOr  kl  =  -^  verschwindet  das  letzte  Glied,  der  Inhalt  des 
darcfa  dasselbe  dargestellten  Dreiecks  wird  null,  d.  b.:  aas  den  beiden 
Strahlen,  welche  durch  den  Anfangspunkt  geben,  werden  die  Tan- 
genten des  Mittelpunkts.    Also  stellt 


den  Inhalt  des  ganzen  Blattes  dar.  -^  ist  aber  der  Inhalt  des  Drei- 
ecks, dessen  Grundlinie  xj  und  dessen  Höhe  ji]  ist  (vgl.  Figur). 
Daraus  folgt: 

3?)  Der  Inhalt  des  Blattes  iat  gleich  dem  Inhalte  des  Sectors 
der  Ellipse,  welcher  zwischen  der  x-Aie  und  einer  Tangente  des 
Mittelpunkts  enthalten  ist. 

Da  nach  früher  der  Inhalt  eines  jeden  Blattes  gleich  —ö-,  also 
gleich  der  Hälfte  der  EUipsenfläche  eines  Quadranten  ist  und  darum 
auch  der  labalt  des  Sectors,  so  t«ilt  die  Tangente  des  Mittelpunkts 
die  Ellipsenfl&che  eines  Quadranten  in  zwei  gleiche  Teile ,  und  weil 
nun  der  Inhalt  des  Sectors  gleich  dem  doppelten  Inhalte  eines  halben 
Blattes  ist,  so  teilen  die  Bogen  za  den  halben  Blättern  an  der  x- 
nnd  y-Axe  jeden  solchen  Teil  wieder  in  zwei  gleiche  Teile.  Die 
Tangenten  des  Mittelpunkts  sind  die  Diagonalen  des  Rechtecks,  dessen 
Seiten  durch  die  Scheitelpunkt«  zu  den  Axcn  parallel  gezogen  sind. 
AIm  folgt: 

36)  Die  Axen  der  Ellipse,  die  Diagonalen  des  Rechtecks,  dessen 
Seiten  darcb  die  Scheitelpunkte  zu  den  Äsen  parallel  gezogen  sind, 
Qüd  die  Gnrre  C,  teilen  die  Kllipsenfläche  in  16  gleiche  Teile. 

c)  Quadratur  der  £7,. 
Ftlr  den  Sector  zwischen  0  nud  a  kommt 
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iü  ein  leichteres.     (<!>  ist  der  CoiiBtractioas- 
yperbel). 

n  Iiit«gralzeicheD  wird  dann 

P  =  ab  I — j-= ^  +  — ^Irf*. 

[COB*(P       cos'w  '    cosffj 

Bin«  ,   n  — 2    /■    fi*  . 

~Bin4> 


1  +BiD<P" 


'](- 


dieses  Scrtors,  also  der  Inhalt  dea  Sectors, 
Strahlen  zu  den  Winkeln  —a  and  +»  ent- 


leiden  die  C^  in  eiDem  Punkt  X,  ±  ¥. 

iwiachen  der  durch  den  Endpunkt  von  X  zur 
incn  Curveiisehne  iinA  dem  Scheitelpunkte  a, 
:c  des  Dreiecks,  dessen  Eckpunkte  die  End- 
]  der  Anfangspunkt  Bind,  minus  dem  Inhalte 
vischen  den  durch  die  Punkte  X,  ±¥  und 
durchgehenden   Strahlen    enthalten  ist,   also 


X .  Y—  Sector  Cf 

unterm  Zeichen  entsprechenden  Werte  aus  't 
rt  von  (t,  so  kommt 
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r 

>. 

f«. 

-r:.. 

+  *!« 

i/i-::*-J 

Der  luhalt  wird  durch  X  und  y  auBgedrückt,  wenn  man  tg  a  ^  ^ 

Beut 

Die  Strableu  zn  deu  Winkeln  —  r  nnd  -|-tt  sdineiden  die  ge- 
gebene Hyperbel  in  den  Pnokten,  die  mit  X^,  iz.  l^i  bezeicbnet  sein 

mögen.  Da  tga  auch  gleich  ^y  so  ist  der  Inhalt  anagedrUckt  durch 
Xi  und  Fl 

«,    Kf)-:]^..-[(f)-..,-[^-f.(^.+  I')]] 

Das  erste  tilied,  welches  das  Product  AT  darstellt,  ist  aus  den 
Gleichnngeu  17)  gebildet,  nnd  ist  es  absolut  genommen,  weil  A^y  absolut. 

X^T^  iat  das  Rechteck,  welches  sich  iu  Figur  darstellt,  wenn 
man  durch  deu  Punkt  X^,  Y^  eine  Parallele  zur  Axe  der  x  zieht  bis 
zum  Durchschnitt  mit  der  y-Axe;   es  sei  bezeichnet  mit  B^     Die 

Yerh&ltnisszahl  -  sei  bezeichnet  mit  ^.  Das  zweit«  Glied  der  zweiten 
Klammer  ist  der  Inhalt  des  Hyperbel  fläch  enatttcks  zwischen  der 
-|-x-Axo,  der  Ordinate  y,  und  der  Hyperbel;  es  sei  bezeichnet  mit 
Sf.  Dadurch  wird  die  vorige  Formel  geometrisch  anschaulich,  nrd 
au  ihr  wird 

44)  [2A,»-1]»ä,-[Vä.-'8J,    k,>l.     (Vgl.  36). 

Für  kt  '=  y2  kommt 
46)  TÄg+^. 


d)  S&tze  Aber  die  Sectoren  C,  nnd  C,; 

verTollitandigte  geometrische  Darstellung  dieser 

Sectoren. 

Das  erste  Glied  yon  36)  nnd  das  zweite  Glied  von  44)  stellen 
die  entsprechenden  Sectoren  dar. 
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SectorCg  •=  ^Ä,  — S, 


46) 

welche  Gleichnngea  in  der  Gleichting 

Sector  C  =  k^R  +  S  ?  5  J  $  ^ 

—  1  <  fc  <,  OS 

enthalten  gedacht  werden  können,  oder 

47)  Der  Inhalt  eiuea  Sectors  einer  Cnrve  C,  welcher  zwischen 
den  Strahlen  zu  —a  und  -{-«  enthalten  ist,  ist  gleich  dem  ib^fachen 
Inhalte  des  Rechtecks  gebildet  ans  den  Coordinaten  des  Punktes,  in 
welchem  der  Strahl  den  zugehörigen  Eegelechoitt  schneidet,  ±  dem 
FläeheustQck  zwischen  der  Ordinate  dieses  Punktes,  der  positiven 
K-Aze  und  dem  Kegelschnitt,  aus  welchem  C  hergeleitet  ist,  nnd 
zwar  gilt  das  obere  Zeichen,  wenn  der  gegebene  Kegelschnitt  eine 
EUipse,  das  untere,  wenn  dieser  eine  Hyperhel  war;  k  hezeiclmet 
das  Verhältniss  der  Abscisse  des  Punktes,  in  welchem  einer  der 
Strahlen  die  Curve  C  schneidet. 

48)  Zur  Erlänternng  der  Formeln  30)  und  40)  und  fQr  die  wei- 
tere geometrische  Darstellung  der  Sectoren  wird  es  geboten  sein 
nachfolgende  zwei  Punkte  in  Erinoeiung  zu  bringen. 

1)  Zu  einem  gegebenen  Winkel  ip  construirt  man  leicht  den 
Punkt  ir,^j  und  hat  man  darum  auch  a.  Der  Strahl  unter  dem 
Winke)  ip  gegen  die  Äse  der  x  schneidet  die  beiden  um  den  Anfangs- 
punkt mit  b  und  a  bescbrii-bcuen  Kreise;  die  durch  die  Schnit^unkte 
zu  der  x-  bzhw.  ^-Aze  gezogenen  Parallelen  schneiden  sich  Im  Pankte 
x„  si-    Aus  der  Constmction  folgt 

a:,  —  aCOSflD 
y,  =  isiny 

Diese  Gleichungen  erfüllen  die  Gleichung  der  Ellipse  and  darum  ist 
Xg^i  ein  Punkt  dieser  Ellipse.    Dnrcb  Division  erhält  man 

und  da  -  =  tg«,  so  kommt 

b 
tg«  — -tgtp 

2)  Zu  einem  gegebenen  Winkel  <I>  construirt  man  leicht  den 
Punkt  JT,,  Kj  und  hat  man  darum  auch  den  entsprechenden  Win- 
kel ct.  Der  Strahl  unter  dem  Winkel  <D  gegen  die  Axe  der  x 
schneidet  die  im  Punkte  b,  0  auf  der  ar-Axe  errichtete  Senkrechte 
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und  dea  am  den  Anfangspunkt  mit  a  boBchriebenen  Kreis  in  je  einem 
Pnnkte;  setzt  rnBn  fUr  den  letzteren  Punkt  den  Darchschnittapankt 
der  Tui{[ente  des  letzteren  Punktes  mit  der  :c-Axe,  so  geben  die 
Fanlielen  durch  den  ersten  und  den  zuletzt  erhaltenen  Punkt,  zu 
der  X-  bzbw.  ^Axe  den  Funkt  ^„  Y^.    Ans  der  Constrnctiou  folgt 

-Xi  —  — ^ 

r,  -  6tg  * 

Diese  Oleichnngen  erf&Uen  die  Gleichung  der  Hyperbel  und  dämm 
i«l  Xi,  Fj  ein  Punkt  dieser  Hyperbel.    Durch  Division  erbält  man 


tga  =  -sin* 

Bemerkung.  Die  Gleichungen  unter  48)  können  im  Fall  oino 
Unterauchnng  es  wauschenswert  erscheinen  lassen  sollte,  in  alle  vor- 
he^ehende  Formeln  substitnirt  worden.  Dadurch  hätte  man  in  den 
.\rtikeln  I.  und  II.  fOr  jede  Formel  zwei  Formeln  erhalten,  das 
G^ent^  von  dem  was  beabsiditigt  war. 

Ans  dem  Vorhergehenden  folgt  (vgl.  46): 

ib,  =  C08  7 

^»'^cS^ 
und  es  kommt  demnach 

SoctorCi  =  co9V-Äi+Ä, 

SectQr(^  =  ^^^Ä,-5, 

Setzt  man  in  beide  Gleichungen  den  Winkel   gleich  ^,  so  kommt, 

n         1 
weu    cosj  =  -Tg 

47)  Conatmirt  man  zu  einem  Winkel  von  45'*  die  Winkel  +  a 
und  —  M  fOr  C|  und  C^,  so  ist:  1)  der  Inhalt  des  Sectors  der  C^ 
zwischen  den  Strahlen  zu  diesen  Winkeln  gleich  dem  halben  Kecbteck 
ans  den  Goordinaten  des  Punktes,  in  welcbem  ein  Strahl  die  gegebene 
Ellipse  schneidet,  plus  dem  Fl&cheostack  zwischen  der  Ordinate  dieses 
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nktes,  der  positiveo  x-Aia  and  der  Ellipse;  2)  der  Inhalt  des  Sec- 
8  der  Cj  zwischen  den  entsprechenden  Strahlen  ist  gleich  dem 
[)pelten  Rechteck  *)  ans  den  Coordinaten  des  Fouktes,  in  welchem 
.  Strahl  die  gegebene  Hyperbel  schneidet,  minus  dem  Fl&chenstack 
ischen  der  Ordinate  dieses  Ponktes  der  positiven  z-Axe  nnd  der 
perbel. 

§.  5.     flrapblBche  Sarstellanf 
des  Inhalts  fttr  dnei  hellebigen  Constmetknswinkel, 

Es  ist 

d  darum 

Scctor  Cj  =  y,(a;,  ZOt*(p)  +  S^ 


«"'»'"■-''•(aii»)-^ 


in  tr&gt  nnn  den  Wickel  <!■  an  i-,  an,  so  dass  der  Scheitelpunkt 
t  dem  Endpunkte  von  x,  znsammenf&Ilt,  nnd  der  andere  Schenkel 
va  die  positive  j/-Äxe  schneidet;   dann  projicire  man  den  Mittel- 

nkt  auf  letzteren  Schenkel  und  den  Fusspunkt  nieder  zarQck  auf 
^  Axe  der  x;  der  zuletzt  erhaltene  Punkt  ist  der  eine  Endpunkt 
r  Grundlinie  des  Rechtecks,  dessen  Breite  gleich  y^  und  dessen 
,nge  (Grundlinie)  gleich  a-,  cosV  ist;  der  andere  Endpunkt  der 
undlinie  ist  eben  der  Endpunkt  von  7,.  Dieses  Secht«ck  bildet 
t  dem  Stucke  S^  eia  zusammenbftngendeB  viereckiges  Fl&chenstQck 
{L  Fig.  7.},  begrenzt  von  drei  Geraden  und  der  Ellipse. 

Trägt  man  den  Winkel  4*  an  die  z-Axe  an,  so  dass  der  Scheitct- 
nkt  mit  dem  Endpunkte  von  Xj  zusammentut  nnd  errichtet  in 
m  Punkte,  wo  der  andere  Schenkel  die  jrAxe  schneidet,  ein  Lot 
f  diesem,  so  wird  dieses  Lot  die  z-Axe  schneiden.  Dieser  Schnitt- 
□kt  ist  der  eine  Endpunkt  der  Grundlinie  dos  Rechtecks,  dessen 

■eite  gleicb  y,  und  dessen  Länge  (Grundlinie)  gleich  ---f^  ist; 
r  andere  Endpunkt  ist  der  Endpunkt  von  X^.  Dieses  Rechteck 
rd  zum  Teil  bedeckt  von  dem  Flftchenstücke  S^,  so  dass  die  Diffe- 
nz  ein  zusammenhängendes  viereckiges  Flächeustück  bildet  (vgl. 
g.  7.),  begrenzt  von  drei  Geraden  und  der  Hyperbel.    Also 

48)  Construirt  man  zu  gegebenen  Constrnctiona winkeln  91  nnd  iP 
3  Sectorcn  der  Curven  C,  nnd  Cj,  die  also  zwischen  den  den  obigen 

*)  Das  doppelte  R*:cht«ck  ist  d«m  BechKcke  gleirh,  desien  Brdta  die 
irbindaogslinic  der  Schnittpunkte  der  Strahlen  mit  äer  Hyperbel,  und  d«uep 
knge  die  Entfernung  eines  dieser  Punkte  von  der  y-Axe  ist.     (Vgl.  Elg.  S.) 
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Wiokeln  entsprechenden  Strahlen  zu  —a^  nnd  -f-a,  nnd  ferner  zu 
—  Of  nnd  -{-"t  enthalten  sind,  ao  ist  der  Inhalt  des  Sectors  C^  gleich 
dem  Inhalte  eines  leicht  zn  constrnirenden  Vierecke,  begrenzt  von 
drei  Geiadea  and  einem  Elli|iscnbogen ;  der  Inhalt  des  Sectors  C^  ist 
gleich  dem  Inhalte  einos  leicht  zn  cooBtrairenden  Vierecks,  begrenzt 
TOQ  drei  Geraden  nnd  einem  Hyperbelbogen. 

In  Fig.  7.  sind  der  Bequemlichkeit  wegen  die  Winkel  9  nnd  * 
so  ai^nonunen,  dass  a,  "•  a,.    Es  ist  dort 

der  Sector  C^  oder  £li/2  gleich  dem  Viereck  5MM 
nnd 

der  Sector  C^  oder  £l,J>f2i  gleich  dem  Viereck  b,MSii. 

Dnrch  diese  Betrachtungen  sind  Flftchenstücke,  begrenzt  von 
Geraden  nnd  Cuiren  6ter  Ordnung,  verwandelt  worden  in  Fl&chen- 
ilflcke,  begrenzt  von  Geraden  nnd  Curven  2ter  Ordnung. 

Sind  umgekehrt  die  Winkel  a  gegeben,  so  erhalt  man  mit  RQck- 
siclit  auf  46)  leicht  die  entsprechenden  Constmctions Winkel,  da  die 
Abscitsen  a^  und  X^  bekannt  sind,  weil  die  Ellipse  und  Hyperbel 
&I1  in  Fignr  gegeben  angenommen  werden. 

Wenn  das  aber  nicht  ist,  so  liegt  es  ob,  damit  die  oben  angege- 
bene Verwandlung  ansgefuhrt  werden  kann,  zu  einem  Strahl  unter 
einem  angenommenen  Winkel  »  den  auf  diesem  Strahl  liegenden  Punkt 
f],  gl  bzhw.  Xj,  Yj  zn  constmiren. 

Dazu  dürfte  sich  folgende  Constrnctiou  empfehlen. 

49)  1)  Hau  beschreibe  um  den  Anfongspunkt  mit  a~b  und  a 
fireise.  Diese  mögen  den  Strahl  in  den  Funkten  F  nnd  Q  schneiden. 
Maa  projicire  den  Punkt  P  auf  die  z-Axe,  die  Projection  sei  Pi,  nnd 
verbinde  P,  mit  Q.  Die  durch  den  Anfangspunkt  zn  F,Q  gezogene 
Parallele  schneide  den  äussern  Kreis  in  einem  Punkte  T.  Die  dann 
dnrch  T  znr  y-Axe  gezogene  Parallele  schneidet  den  Strahl  im  ge- 
snchten  Punkte  x,y,.  -(Vgl.  Fig.  7.) 

3)  Zn  demselben  Winkel  a  erholt  man  den  Punkt  ^,  F,  wie 
folgt: 

Han  beschreibe  über  n,  einen  Halbkreis  nnd  trage  darin  vom 
Endpunkte  x,  aus  eine  Sehne  von  der  Länge  der  von  T  auf  die 
i-Axe  gefUlten  Senkrechten  ein-,  die  Verbindungslinie  des  andern 
Endpunktes  dieser  Sehne  mit  dem  Anfangspunkte  bildet  dann  mit 
der  x-Axe  den  Winkel  <P;  zn  <t  erhält  man  dann  noch  früher  leicht 
X,,  T,.    (Vgl.  Fig.  7.) 

Beweis  zn  1). 

Der  constmirte  Winkel  ist  der  Gonstrnctionswinkel,  wenn 
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.-   Ort  dir  Hillclpiinkle  thr  Sehnen, 


Das  Lot  Ton  Q  anf  die  Axe  der  a;  ist  gleich  asino,  dio  Projection 
des  Stuckes  a  —  ^a — i j  =  6  auf  die  Ate  der  x  ist  bcoea,  die  Tan- 
gente dca  WiDkels  der  Linie  PjQ  mit  der  ar-Axe  iat  demnach  -tgo; 

dämm  ist  es  auch  die  Tangente  des  Winkels,  welche  die  Parallele 
ET  zu  PjQ  mit  der  »-Axe  bildet. 

Beweis  za  2). 

Der  constroirte  Winkel  ist  der  Constmctionswinkel,  wenn 
sin  cO(  ^^  r  tgtt 
£s  ist  Bin(i>g  =  tg9>  nach  Constmction,  nnd  tg9>  aber  "-rtga. 

§.  6.    Reetlflcation. 

Setzt  man  in  die  Gleichungen  (17)  ein, 
einmal  x  ^  acosqp,    ^  ^^  bsmip 

ein  andermal  x  •=  — s,      «  =-  iür* 

so  erhält  man  für  <7, 

IC  —     a  cos  9>  [cos*?)  —  sin'qo] 

y fi  Bin  9)  [cos  V  —  sin'fi] 

und  für  Ci 

o[2  — coa'*] 

"  CÖS*<P 

*[2— cos»*]  .   ^ 
^ S5P*        «>"* 

Die  Differentiale  der  C,  sind 

rfiE  —      a8in9[l— 6co8*i))]rfv 
dy  ■=  — 6cos9)[l  — eBinVlrfv 
und  für  Ol 

<lx  =     a8inij)[5  +  Bin'9)]d^  :C03V 
,iy  ..^  —  ^  [1  -|-  -^  Bin  V] ''?  :  cos*gj 

und  die  Länge  des  Bogeua  üwischen  den  Polarwinkeln,  welche  den 
ConEtroctionewinkeln  0  nnd  go  entsprechen: 
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50) 

(Br  Ci  1  V^Bin V  [6  —  6  sin  V]* + **  cos V  fl  —  6  Bin^ip]»  d<f 

* 

FSr  A  =:  d  kommt : 


2)    « /VlH 


Vi  +12  BinV  [T—  sinV]  «'v 


i  +  36Biii**Cl-|-8in**]4-8ra«*rf* 
Fttr  den  Umfang  des  halben  Blattes  kommt: 

1)     a  I  yi  +  12sinVcosV  dif 

Drückt  man  9  durch  den  dopi>elten  Winket  aas  und  setzt  2<p  —  if>, 
>o  kommt: 


V 


yi+ariaV <**    oder 


/^ 


Vi  — JcosVrf* 


welches  Integral  die  Länge  einer  Viertel -Ellipse   sn   den  Axen   2a 
ond  a  dantellt',  denn 


Es  folgt:  Die  L&nge  der  ganzen  Corvo  ist  gleich  der  doppelten  Lftnge 
dieser  EUipae.    Die  Fl&cfao  dieser  Cnrre  ist  gleich  der  halben  Kreis- 

fl&cbe  gleich  —^ ;  das  ist  aber  aach  der  Inhalt  der  Ellipse  von  den 

Axen  2a  und  a. 

&2)  Die  Gnire  C'„  die  einem  Kreis  entspricht,  hat  den  Inhalt 
einer  Ellipse,  deren  grosse  Axe  gleich  dem  Durchmesser  uud 
draea  kleine  Axe  gleich  dem  Radins  dieses  Kreisog  igt,  und  ihre 
L&ngfl  ist  gleich  der  doppelten  Lftnge  dieser  Ellipse. 
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Bewegung  eines  schweren  Punktes  auf  einem 
Botationaparaboloid. 


HeiTD  Dr.  ZO(|e   in  Lingen. 


§.  1. 


Um  die  Anwendbarkeit  elliptischer  FnoctionoD  auf  mocbanische 
Probleme  an  oincm  grOaseren  Beispiele  durzutan,  ist  von  Dar^ge  in 
seiner  „Theorie  der  elliptischen  Functionen"  die  Bewegang  des  spUl- 
rischen  Pedels,  d.  b.  eines  Punktes,  der,  allein  von  der  Schwerkraft 
gptrieben,  auf  der  Oberfläche  einer  Kugel  zu  bleiben  gezwungen  ist, 
eingehend  untersucht  worden. 

Hier  soll  in  analoger  ^'eise  die  Bewegung  eines  schweren  Punktes 
bestimmt  werden,  der  die  Oberfläche  eines  Rotationsparaboloids  nicbt 
verlassen  darf.  Wir  nehmen  an,  daes  da«  Paraholoid  durch  Rotation 
einer  Parabel,  deren  Gleichung 

sei,  nm  die  x-Axe  entstanden  und  diese  Axe  vertical  ist,  so  dass  die 
negative  «-Axe  mit  der  ^chtnog  der  Schwere  zusammenfällt.  Der 
Scheitel  des  Paraholoids  sei  gleichzeitig  der  Anfangspunkt  eines  recbt' 
winkligen  Coordinateneystems,  auf  welches  bezogen  die  Coordioateo 
des  schweren  Punktes  r,  y,  >  hoissen  mögen.  Denken  wir  uns  das 
Lot  r,  das  man  vom  Pnnkte  ans  auf  die  i-Axe  teilen  kann,  auf  die 
Z!/-Ebene  projicirt  und  sei  <fi  der  Winkel,  den  diese  Projection  mit 
der  positiven  icAie  bildet,  so  wird  die  Bedingung,  dass  der  Punkt 
auf  der  Oberfläche  des  Paraholoids  bleiben  mnss,  ausgedruckt  durch 
die  Gleichungen: 
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X  =  2Vai.C0B9), 

"Wir  erhalten  nnn  aas  dem  Princip  der  lebendigen  Kraft   folgende 
■  erste  Ben^^ngsgleicfaung : 

(l)"+(f)+(S)"-^-+c. 

wobei  C  eine  willkürliche  Constante  bedeutet,    Ans  den  Gleichangea 
(1)  aber  erb&lt  mau  durch  Differentiatioii : 

fo^lich  gekt  die  Gleichung  (2)  in  folgende  über: 

^©"+^(S)'-^-+''-         ■'« 

Die    zweite   der  Bewegnngsgleichnngen  liefert  uns  daa  Princip   der 
Flachen,  das  f)lr  die  xy-Ebene  gilt.    Nach  demselben  mnss 


i^n,  worin  A  eine  Constante  ist,  oder 


Um  znnftchst  die  mechanische  Bedeatnng  der  Constanten  A  und 
C  za  ermitteln,  setzen  wir  fest,  dass  zn  einer  beliebigen  Zeit 


,  =  ,,  .  =  t,  5f  =  , 

sei,  dann  ist 

A  =  iat<o 

und  daher 

dv_  «E 

Setzen  wir  nun  letzteren  Wert  in  die  Gteichnng  (3)  ein,  so  erhalten 
wir: 
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(S)"- 


Nebmea  wir  tenier  an,  dass  zur  Zeit  t  <• 


sei,  so  erhält  man 


Setzt  man  den  Wert  fOr  C  oaa  in  (6)  ein,   bo   orgiebt  sich   nach 
dnigen  Umformiingen: 


.  1/3 


j+i  '+«-»)(2ff«-4<.:»») 

_ (7) 


Da  -^  reell  bleiben  musa,  so  erkennt  man  bald,  dass  «  nicht  nn- 
endlich  groBs  werden  and  itberhanpt  nnr  die  positivea  Werte  an- 
nehmen kann,  welche  zwischen  den  reellen  Wurzeln  der  Gleichung; 

m 


o  =  =5?p-+<t- 

«)(2j.-fat.') 

liegen. 

Setzen  wir  zur  Abküranng; 

2o»' 

2j           " 

80  lautet  di«  Sleichimg  (8) 

a-t.)(w-».)+«.-/(«)-o.  (9) 

Da    für    u  -  0    ^CuX  0,  fOr    u  =  1    f(u)  >  0, 

för    u  —  m  /-(u)  >  0      nnd    für    t.  —  00   /-(u)  <  0 

ist,  ao  giebt  es  immer  zwei  reelle  positive  Worzeln  der  Qleichnng, 
nnd  somit  ergiebt  sich,  dass,  welche  Wert«  die  Grössen  e  and  » 
haben  mOgen,  die  z-Coordinate  des  Fanktes  zwischen  zwei  Grenzen, 
für  welche  die  Verticalgeschwindigkeit  0  ist,  veränderlich  iat.  Durch 
Anfldsang  der  Gleichung  (8)  kann  man  diese  Grenzwerte  der  s-Coor- 
dinatc,  and  da 

dq,  _a>t 
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ist,  Bach  die  horizontale  WinkelgeachwindiglEeit  am  höchsten  BDd 
tiefsten  FaDkte  ans  den  willkürlich  gegebenen  Gröasen  e  und  m 
berechneD. 

Wir  setzen  nun  tnr  Vereinfocfaung  der  weiteren  Untersnchnng 
fest,  dasB  ZOT  Zeit  t  '^  0  die  Bewegung  am  höchsten  Punkt«  beginne, 
ftlso  e  ^=  0  nnd  folglich  auch  n  —  0  sei,  und  bezeichnen  die  ent- 
sprechenden Werte  vod  x  and  ra  mit  ^  und  Uq.  Dann  lautet  die 
Gleichung  (9) 

{l-«)(f.-m)  =  0, 

ond  CB  bedeutet  jetzt  u  —  iiig.  POr  den  höchsten  Punkt  ist  u  — >  1, 
also  für  den  tiefsten  u  —  m,  d.  h.  et  ist  m  <[  I,  £s  mnes  also  bei 
der  Bewegung  die  horizontale  Winkelgeschwindigkoit  am  höchatou 
Pankte  »o  immer  so  beschaffen  sein,  dass 


ist,  höchstens  gleich  1.  Im  letzteren  Falle  stimmen  die  beiden  Grenz- 
werte fOr  u  resp.  itir  *  ttberein,  z  kann  weder  wachsen  noch  ab- 
nehmen, CS  findet  also  eine  einfache  Ereisbewegutig  statt.  Die  Bo- 
dingnng  hierfar  ist  also 

9      ~ 
Sei  er  die  horizontale,  in  der  Richtung  der  KreiitangcntB  gonommGae 
Geschwindigkeit  des  materiellen  Punktos,   r«  der  Radius  der  Kreis* 
bahn,  so  ist 


2v*a        .         e*       iWo 
1  = oder     -  =  ^■ 

Hau  drückt  —  die  Grösse  der  Cenlrifagalkraft  aus;  denken  wir  uns 
femer  durch  den  bewegten  Punkt  und  die  s-Axe  eine  Ebene  gelegt 
and  an  den  so  entstehenden  parabolischen  Schnitt  eine  Tangente 
durch  den  Punkt,  so  ist  die  Oleicbnog  dieser  Tangente: 


also  der  tangens  des  Winkels,  den  die  Tangente  mit  der  positiven 
z-Aie  bildet,  ist  2a :  r^,  oder  sei  ^  der  Winkel,  den  die  Tangente 
mit  der  Richtung  der  Centrifugalkraft  bildet,  so  ist 

taug  tff  =  rg  :  2a. 

Daher  geht  obige  Relation  in  folgende  aber : 
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—  cobtJ;  —  ffsinij), 

lisst:  Eiu  schwerer  Poükt  bewegt  sich  anf  dem  Rotations- 
loid  mit  vGrticaler  Äie  kroiaförniig,  wenn  dio  Än&ngsgeschwia- 
,  horizontal  gerichtet  ist  und  die  Compoucnte  der  auf  die  Ro- 
axe  bezogenen  Coutrifugalkraft,  welche  in  der  Richtung  einer 
den  Pnnkt  an  das  Paraboloid  gelegten  und  die  :-Äie  scbnei- 
I  Tangente  genommen  ist,  dem  absoluten  Werte  Dach  gleich  ist 
ich  derselben  Richtung  genommoneo  Componcnte  der  Schwer- 
Ist  die  Gomponento  der  Centn fugalkraft  grösser  oder  kleiner, 
Componente  der  Schwere,  so  vergrüssert  oder  verkleinert  sieb 
iBt  die  vcrticale  Entfernung  des  Punktes  von  der  zy-Ebene. 


3giune  die  Bewegung  also  in  grösster  Entfemnug  von  der  xy- 
,  sei  also 


zunächst  die  Verticalgcsch windigkeit  negativ,  und  es  ergiebt 
iis  (7)  die  Gleichnng: 


J  V(a+«)(^-s)(2j?«— 4«o«')' 
inction  unter  dem  Warzelzcichen  hat  die  Wurzeln 

-a,     ^,     — ^- 
wir  letztere  mit  b  bezeichnen,  erhalten  wir 


ir  Abkflrzang 
lebt  sich 
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auf  cMM)  RoUltiiMtpaTabolind. 


nnd  nnn  goQQgt  die  SubatitotioD   u  =  /!»,   um  das  Integral  in  die 


t  die  SnbatitDtioD   u  =  /!», 
srzsfahren.    Man  erhält,  wo 


Dm  Integnl  ist  ein  elliptischeB  Integral  zweiter  Gattong,  das  wir 
mit  Legendre,  nachdem  d  —  airnf«  snbstitnirt  ist,  mit  E{>ti),  oder 
wenn  wir  setzon 


-/v 


Vi— fc*Bin'* 
mit  E{u)  bezeichnen  können,  wobei 

E(u)  =  ydn^HJu 
ist.    Somit  erbalteo  wir 

l\/i..  _  i-(u),  (10) 

imd    dnrcb    Vereinigung    der    benutzten     Substitntionsformelu ,    da 
4f  —  uuH  ist, 

.  =  ^-(ao-6)Bn«u.  (11) 


:  T  die  halbe  Schwingungsdaucr,  d.  b.  die  Zeit,  in  welcher 
der  schwere  Punkt  aus  der  grOssteu  in  die  kleinste  Entfernung  von  * 
der  xy-£bene  gelangt,  so  ist 


-vu 


wobei    E  das  vollständige  Integral  zweiter  Gattung  bedeutet.    Wir 
erhalten  hierdurch  aus  (10)  dio  Gleichung 


und  da  bekanntlich 

£(«)=|«+Z(«) 

igt,  worin  K  das  vollständige  elliptische  Integral  erster  Gattung  und 
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ist,  Bo  geht  die  Formel  (10)  über  in 
T        T 

Es  enteprecben  sich  nan,  wie  sich  aus  (11)  und  (13)  ei^iebt,  folgende 
Werte: 

«  _  0,     —  Ä,  -  2^  —  Sä'  ... 

t  =  0,   =  r,  =  2r,  —  3r... 


Da  ferner 

Z(«+2i)-Z(») 

und 

aii(«  +  2fc). suu 

ist,  so  wächst,  wenn  u  um  2A  zunimmt,  t  um  27  und  z  nimmt  deii- 
selben  Wert  wieder  an.  Es  kehren  also  in  der  Periode  2r  immer 
genau  die^elhcD  Werte  für  z  wieder.  Dasselbe  gilt  von  der  Gescliwia- 
digkeit.    Denn  es  ist 


\\fg  ^  _  d 
«r  2  rftt~ 


(14) 


r  =  —  2(so  — ß}snu.cnu.dnu, 

also  _ 

\/\-   <fa  2(!^— &)enM.cnw 

"V  2g' dt~  du« 

und  es  ist  sowohl 

sn(u-{-2Ä)  =  — Bu«, 
als  auch 

cn(«+2Jr)  — — cuw, 
dagegen 

du(w  +  2i:)  —  dn». 

Es  «ei  ferner  T — t,  die  Zeit,  welche  dem  Argumente  Ä"— »j 
entspricht,  und  T-^-t^  die  Zeit,  die  dem  Argumente  K-\-u^  entapridit, 
80  ist  nach  (13) 

nnd  (15) 


by  Google 
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^(Ä--tt), Z{K-\-u^) 

ist,  BO  ergiebt  Bich  dnrch  AdditJon  der  Gleichungen  (15): 

sr— *!+(»  =  2r, 

i.  h.  es  niDss  <i  =  't  Bein.  Es  entsprechen  also  den  Argumenten 
AT— «,  nod  -ff+"i  zwei  Zeitwerte,  von  denen  der  eine  um  ebeuBoviel 
kleiner  ist  als  7*,  als  der  andere  grösser.  Es  sind  aber  die  Ordssen 
sa\K-^tLj)  and  sn^£— u,)  beide  gleich  cn'u:dn*u;  also  sind  far  jene 
Argnmoiite  die  Werte  von  j  einander  gleich.  Der  schwere  Punkt 
gebraucht  alao  gleich  lange  Zeit,  um  von  einer  beliebigen  HOhe  bis 
an  die  tiefste  Stelle  zn  gelangen,  and  um  von  dort  die  ursprüngliche 
Höhe  wieder  zu  erreichen.  Die  Verticalgesch windigkeit  ist  beide 
Male  dem  absoluten  Werte  nach  dieselbe,  dem  Torzeichen  nach 
verschieden. 

Wir  erörtern  hier  sogleich  noch  den  specielleu  Fall,  in  welchem 
ii>o "  0  ist,  der  Panitt  sich  alao  in  einer  Ebene  anf  einer  Parabel 

bewegt.    £a  ist  dann 

6-=0,    i» ^ 

und  PS  wird  z  °>  ^^cn^u.  Der  tiefste  Paukt  ist  der  Scheitel  der  Pa- 
rabel.   Im  Obrigen  gelten  dieselben  Ableitungen. 

§.  4. 

Wir  gehen  non  zur  fiesümmung  des  Winkels  ^  über.    Fflr  ihn 
gilt  die  Gleichung 


also,  wenn  wir  voraassetzeu,  dasB  zur  Zeit  <  ->  0,  qi  ■—  0  sei,  welcher 
Bedingung  immer  dnrch  passende  Wahl  der  Richtung  der  z-Aze  ent- 
sprochen werden  kann: 

pdt 
a 
Hierans  ergiebt  Bicb  durch  Benutzung  der  Gleichungen  (11)  und  (14) 

iß    P        dn»t.du 

'■-•••••|/;./^_(..-i).-Ä- 

Es  war  aber 
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setzen  wir  zur  AbkOrznng 

9  ' 

welche  QrOaae  ein  echter  Brach  sein  musB,  so  ist 

Um  dies  Integral  auf  die  Jscobi'sche  Normatform  zu  bringen,  scbrei- 
bcn  wir,  indem  wir  den  Factor  vor  dem  Integralzeichea  knrz  mit  M 
bezeiclinen: 

<p  =  y         i-.*Bn*« ''«* 

nnd  erhalten  dann: 

,,    .    „1'-''  r   ''"■'"      . 

0 

Da 

ist,  so  liegt  I*  zwischen  P  nnd  1,  und  wir  setzen  daher 

(«-A»8n»(.'«+Ä),  (17) 

wobei  Q  einen  reellen  Wert  haben  muss.    Dann  ist 

Knltipliciren  wir  Dividendus  und  Divisor  dos  Quotienten  unter  dem 
cotam  (ig+K)  dn  (ig  +K), 


„   ,  ,,i»-ifc»  tgano(K.+^  /•t*9n{^+Ä)cD(ip+Ä)dü(.-p+^)Bn»», 
V-MH-Af-ji- -g^(^jf,-y    — iJIÄisn'O-p+A-Jsn'w  ''"■ 

Fflr  letzteres  Integral  benutzen  wir  das  Jacobi'sche  Zeichen  i7{w,  i^K). 
Deu  Factor  des  Integrals  drücken  wir  zunOchst  in  reellen  GrOsseo  aas. 

Es  ist 

tangam  (jq  -\-K)        .  dn  (p,  k') 

dn(tp-|-.ff)      "  'fe'*8n(j,  t')cn(p,  A')' 
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auf  tiatm  ReMiontparabaloid.  g7 

wobei  bekanntlich  k''i=l—H>  ist    Ans  (16)  und  (17)  folgt 

r  ' 

und  hienns 

i  Vi»— i»  Wl  — ? 

dn(s,fc')  =  -,     8n(p,fc')  =  -^,— ,     cn(e,i'J  =  -^— ,    (17a) 


'^-"'™'C*'+^>=dHi(bö 


tMgara(ip-j-X)  _ 


dn(i>+Ä')  y(,i_i»)(i  _  |i)' 

und  bezeicbnen  wir  1 — i*  mit  f'*,  so  iBt 

9  -  JM«-|-^5^=^.-n(u,  .ff+JT).  (18) 

'         ?  '     »0 

ist,  so  ist  in  (18)  der  Factor  des  zweiten  Qlicdos  gleich  1,  und  es 
bleibt 

9>  -■  Ma-\-in(u,  ilf-i-K). 

Non  ist  uacli  einer  bekannten  Relation 

n(«,  if\.S)  -  uZ(if+£)  + 1  log  H^^f^-^'  (18a) 

daher 

V^u\_M-i-iZiif-\-K)-]+^\oe^=^^y  (19) 

Die  rechte  Seite  der  Gleichnng  (19)  besteht  ans  einem  stetig  wachsen- 
den DOd  einem  periodischen  Teile.   Da  allgemein  die  Relationen  gelten : 
©(_„)  =  ©(h),  »(u+K)  —  »(u-K),  e(u-|-2Ä)  -  e(tt-2Ä}  =  «(»), 
Bo  folgt,  dasB  das  periodische  Glied  verschwindet  für 
»  _  0,    —  AT,    —  2JC,    —  3JS:,  ... 

Sei  9  der  Winkel,  der  der  Zeit  T  nnd  der  Amplitude  K  entspricht, 
BO  ist 

*  -  K{M+iZ{iQ+K)l  (20) 


'-2"'«©(-+.V+Ä)- 
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Züge:  BttBtgung  änet  tcfaetrea  Punictts 

chen  einander  die  Werte 

l  =  nT,    tt  =  nK,     tp  -=  «*, 

le  beliebige  ganze  ZabI  bedeutet.     Setzt  man  femer  iu  (21) 
t  u,  so  bleibt  daa  periodiache  Glied  ungeändert,  uud  es  ist 
gewachsen.    Nach  frQheren  Ableitungen  ist  dann  i  um  31 
dz 
währeitd  j  und  -^    dieselben    Werte   wieder    annehmen. 

it  bervor,  dass  die  Bahn  des  Punktes  ans  einander  con- 
eilen  besteht,  und  dass,  nenn  <t  in  einem  rationalen  Ver- 

n  steht,  der  Punkt  nach  verscbiedonen  Schwingungen  zu 
znrückkobrt,  von  welcher  er  ausging.  In  §.  3.  haben  vrir 
»gewiesen,  dass  gleich  lange  Zelt  vor  und  nach  Erreichung 
i  Stelle  der  Punkt  dieselbe  Höbe  hat.  Zwei  solchen  Zeilen 
i  die  Amplituden  if— «,  uad  K-}-«,.  Setzt  man  diese 
21)  statt  u  ein,  so  verschwindet  wiederum  das  periodische 

man  erhält 

*     "i*  —  ,  «1* 

g-,  =  4»  —  ^^^,     9-,  =  <I>+-^-. 

durch  den  Punkt  und  die  z-Axc  gelegte  Ebene  beschreibt 
Zeiten  vor  und  nach  Erreichung  der  tieftteu  Stelle  gleiche 

bten  wir  den  Winket  O  noch  etwas  genancr.  In  dem 
'"alle  der  Kreisbewegung  ist 

"t  =  0,    i  =  0,    K  =  ^- 

in  (14}  von  0  bis  K  inlegrirt  wird,  da  auch  £  =•  üj,  ist, 

<i>_[/s35,»  (ja 

inen  ist  nach  (20) 

»-Jf[|/==^j/^'+iZ((f+K)]  (23) 

bekannten  Relation  ist 

,„,      ^9         t'Bn(.-p+g)cn(.-g+g) 
■^^^  =  2KK'  ~  Mi(f+K) +  ■^*'  *  ^■ 

Glied  ergebt  hier,  wie  ans  den  Formeln  (17a)  hervorgeht: 

agmzedbyGoOgle 


auf  einen  BotatioiuparaM«id.  09 

Setsen  wir  die  gefandenen  Werte  in  (23)  ein,  so  erhslten  wir 

oder  o«cb  einigen  Umformangen  anter  Berückaicbtignng,  dMs 

^(t,f)-£(f,l')-|I( 
i«t. 

Da 

ist,  so  folgt: 

und 

Wir  ersetzen  hier  das  Argument  t  durch  die  Amplitude,  indem  wir 
am(f,  k')  ^  tt 

annehmen.    Aus  den  Relationen  (17a)  ergiebt  sich 

ff  —  am(e,  k')  =-  arctang  —j^^ arcUng;[/  g  (25) 

Dann  erh&lt  mau  bei  Benntzaog  der  Legendre'schen  Zeichen: 


-V^, 


fir+ff£,(<»,  k')-\-F(o,  k')(E—K).        (26) 

Für  den  Fall,  dass  m^  —  U,  also  auch  i  —  Q  wird,  der  Punkt  also 
auf  einer  Parabel   schwingt,  nähert  sich,  wie  Formel  (25)  zeigt,   e 

dem  Werte  ■^,  und  ans  (26)  folgt  dann: 

<I>  =  KE'-\-K'E~KK'  -  |. 

Dies  ist  der  Grenzwert  für  O,   obwohl  bei  der  Bewegung  aus  der 
OleichuDg 

:jr  =  »0  r  =  0 
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70  Zigt:   Btwtgung  tinn  tchiBmn  Fiaihtt 

sich  9  =  0  ergjebt  Hierin  liegt  nnr  ein  Bcheinbarer  Widenpracb. 
Da  nämlich  «  =  £'  wird,  ao  ergiebt  Formel  (21)  fttr  diesen  F«I1 

KU  ,    .■       B{u—iK'—K) 
*-  2l-+2"*««(«+.Ä-'+Ji:) 

Nach  RelaUon  (18a)  aber  iat 

»■,      BU  —  iK'—K) 
glog^ ~- 

n(u,.'Z'+Ä)  ist  gleiche,    m«--{~K) '—. 

eo  dass  man  erhält 

nu       ffu 

*"2i--2ä~*^ 

FDr  die  beiden  Orenzfälle  der  Bewegung  auf  einer  EreiBlinie  nnd 
anf  einer  Parabel  sind  also  die  Werte  von  *  bezOglicb  y  ■  s 

nnd  X- ;  wir  können  vermuten,  dass,  wenn  «o,  also  auch  b  Btoüg  ab- 
nimmt, k*  demnach  stetig  wächst,  ancfa  O  stetig  abnehmen  uird,  so 
dass  fUr  Jeden  andern  Fall  der  Wert  zwiachen  jenen  beiden  Grenz- 
werten liegt    Znm  gcnanern  Nachweis  wäre  es  noch  nötig  zu  zeigen, 

dass   ^  bei  constant  bleibendem  a^  immer  einen  negativen  Wert 

besitzt,  was  hier  noch  knrz  angedeutet  werden  soll. 

Ans  den  Beziehungen  von  ff  zu  den  Grössen  a,  b,  *^  ergiebt  sieb, 
dass  wir  die  Formel  (26)  anch  schreiben  können: 

*—  y^k'coacK+J!E^i<j,h')+F(<l,k')(E—K). 


Ans  (26)  folgt,  dass  wenn  k*  wächst,  also  b  abnimmt,  anch  a  wichst, 

da 
es  mnsa  also  -jp  positiv   sein.     Wir   erhalten   nun,   wenn   wir  die 

DitFereutiation  ansfufaren  nnd  die  Ansdrttcke  durch  mannigfache  Um- 
formuugen  möglichst  verein&chen: 


8*  £— g 

5<r  "yr— A'»8in*ff 
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auf  tinta  Botaliontparaboloid.  71 

Da   o  <  g-,  £  <;  A^,  80  sind  beide  Aasdracke  negstiv,  mithin  auch 
jTi,  ea  Dimmt  also  4>  stetig  ab  mit  wachsendem  ib.    (Ver^.  die  ent- 

sprecheoden  Ableitangen  beim  sphärischen  Pendel,  Dnröge,  Theorie 
der  elliptiBCbea  Fanctionen,  2.  Auflage,  g.  80;. 

Wir  fassen  die  ErgebniBBe  der  Unteranchnng  im  Folgenden  zn- 
sammeD.  Ein  schwerer  Pankt  anf  einem  Rotationsparaboloid  mit 
Terticaler  Axe  schwingt  zwischen  den  Peripherien  zweier  Kreisschnitte 
hin  and  her.  Innerhalb  einer  bestimmten  Periode  wird  dieselbe  Höhe 
wieder  erlangt  und  dieselbe  Verticalgesch windigkeit.  Eine  durch  den 
Paukt  aad  die  Rotationsaxe  gelegte  Ebene  bewegt  sich  mit  znneh- 
mender  Oeschwindigkeit  beim  Hinabfallen,  mit  abnehmender  beim 
Steigen  des  Punktes  immer  in  derselben  Drehnngsrichtnng.  In 
gleichen  Zeiten  vor  und  nach  Erreichen  der  tiefsten  Stelle  werden 
gleiche  Wege  zarUckgelegt.  Die  Bahn  des  Pnnktea  besteht  aus  lauter 
congraenten  Teilen,  den  Wegen  w&hrend  je  einer  ganzen  Schwingnng, 
jeder  solcher  Weg  besteht  wiederum  ans  zwei  congmenten  Teilen. 
In  gewissen  Fällen  kann  die  Bewegung  auf  einem  Kreise  oder  einer 
Parabel  stattfinden.  Der  Winkel,  den  die  dnrcb  den  Punkt  und  die 
Rotationsaxe  gelegt«  Ebene  beschreibt,  liegt  zwischen  den  Grenzen 

y 2  und  ~.  welche  Werte  jenen  speciellen  Fällen  entsprechen. 

Die  Ereiso  sind  die  Projectioncn  von  drei  der  zy- Ebenen 
pir^lelen  Schnittfiguren  des  Paraboloids,  deren  Ebenen  durch  einen 
der  hSchsten,  tiefeten  und  einen  beliebigen  andern  Punkt  der  Bahn 
gelegt  sind.  Die  Bahn  von  zwei  rollen  Schwingungen  ist  projicirt. 
Es  ist  Wkl.  AOC  =  Wkl.  COB  =  «T ;  ebenso  mnss  sein  Wkl.  DOC  = 
COK 

§.  5. 

Eb  eoll  nun  noch  für  einen  speeiellen  Fall  die  halbe  Zeit-  und 
Vinkelperiode  T  und  $  numerisch  bestimmt  werden. 

Nebmen  wir  an,  die  höchsten  und  tiefsten  Punkte  der  Bahn 
bitten  bezüglich  die  verticalen  Abstände  Ton  der  Horizontalehene 

iBo  —  5a    und    b  =  2a, 

so  dass  die  Winkelgeschwindigkeit  am  höchsten  Punkte,  da 
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'^ting  tiliet  ichwt 


_  »n -a 


=  4 


=  K',    E^E'. 
e  Grosse 

nnel 

iaer  Theorie  der  comploicn  FoDctionen, 

I  =  0,0432139, 

mel 

J(l  +  2g  +  2g*  ...)«. 

I,85407i7. 

istimmen  ftus  der  Uleichung: 

tt  bequemer  aus  der  Relation 
\-K'E-KK'  ^  |, 
K  und  ^'  Übergeht  in 

=-  1,3506439. 
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Nebmen  wir  ftlr  g  den  Wert  9,80896,  ho  ei^ebt  sich  &as 


T—  1,4939  Va. 

Znr  BerecfamiDg  der  Winkelperiodo  1>  benutzen  wir  die  Formel  (21); 
es  ist 

(I>=VlK-\-KE(f,k')-i-f{E~K), 
wobei 

«  =  F{a,  k-) 

ist,  was  znoAchst  bestimmt  werden  soll. 
Aas  (25)  ergiebt  sich 

a  —  arctangVi, 

und  liieraoB,  da  ff  <  5-  sein  mnes, 

B  =  35»  15'  52". 
Wir  berechnen  nun  F(ff,  *')  —  Fio,  k)  ans  der  Formel 

F(.,»)_^lim|. 

wobei  ~   einen   constanten  Wert  erreicht   ftlr  timin  =°  1    nnd  die 
Modoin  und  Winkel  dnrcb  folgende  Gleichungen  bestimmt  sind: 

*,  =  Y^  tanf{<r,  — ff)  =  i'tangff 

1 — k,' 
i^  — j  j^T  tang(ii,— ff,)  — Vtangff, 

h  —  rXt"'  tang(iJ8—  ff,)  =  i,'  tang  il, 


Man  findet  so  der  Beihe  nach 

ci  =  ei»  49'  46" 
ff,  =  123»  18'  04" 
Oj  =  246<»  36'  10", 

und  da  ks,  wenn  man  nur  7  Becimalstellen  berttcksichtigt,   gleich  1 
ist,  so  ist 


F{a,  k) .4(246»  36'  10"). 
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Wenn  man  den  Winke!  in  LängonmasH  aaadrückt,  findet  nuin  schliesslich 

F{<S,  fc)  —  p  -  0,6350264. 
Um  £(p,  jb)  zn  beBtimmen,  benntzen  wir  die  Relation: 

nachdem  zunächst  Z(q)  mit  HlÜfe  der  Tbetafnnctionen  bestimmt  ist 
Es  ist 

^y  ,       ®'(P)      2™       gs.n^— 2g*m-^  +  ... 


Man  berechnet  ^  =•  1,0760051   odor  als  Winkel  gleich  61">  39'  2", 

nnd  hierdnrch 

Z(j)  —  0,1341900; 
i'te,  h)  —  0,5967862, 
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Sitlheff:  Btjrtmiikit  ZahUn. 


Beireondete  Zahlen. 


Herrn  P.  Seelhoff  in  Bremen. 


„Wie  wol  aber  ein  jede  Cose  einen  nnansBBprecblichen  begriff 
bat  in  räcb  aUerley  kOnstlicber  recbnang  |  dennoch  findet  man  viel 
feiner  rechnnng  welche  der  Cobs  nicht  Bind  nnderworffen  |  sondern 
neben  der  Cobb  fliessen  ansB  der  Theorica  |  welcbs  ich  wol  wolte 
mit  vielen  feynen  Exempcln  beweiBsen  |  wil  es  aber  bey  einem  oder 
zweyen  £xempeln  berahen  lassen." 

So  ftnsBert  sich  Mich.  Stifel  in  seinem  Commentar  zn  der  Algebra 
Chr.  Bndolpb's  nnd  filhrt  dann  die  befreundeten  Zahlen  an.  Wenn 
mau  ihm  anch  beipflichten  mnsB,  dass  die  Anfsnchung  solcher  Zahlen 
ZQ  den  ^inen  Rechnungen"  gezählt  wird,  so  irrt  er  doch  darin, 
dAM  er  Bie  von  der  Algebra  ausnehmen  will.  Es  ist  gerade  der 
Zweck  der  nachfolgenden  Entwickelnogen,  diesen  Anschlnss  an  die 
Algebra  noch  enger  zn  machen,  als  ea  bisher  geschehen  ist  MOge 
es  daher  gestattet  sein,  über  die  bisherigen  Methoden  verhör  eine 
kirne  üebersicht  zu  geben. 

Zuerst  findet  man  die  befrenndeten  Zahlen  bei  JarablichOB  er- 
wähnt, welcher  die  Bekanntschaft  mit  ihnen  dem  Pythagoras  zuschreibt. 
Später  bringt  der  Araber  Tabit  ibn  Kurra  welcher  im  9teu  Jahr- 
hunderte lebte,  «ine  Notiz  darüber.  Er  teilt  eine  Formel  mit  zu 
ihrer  Bildung,  welche  nachher  selbständig  von  Cartesiua  gefunden 
wurde  nnd  die  uns  Fr.  v.  Scfaooten  in  seinen  Exercitationes  Mathe- 
maticae  wiedergiebt  Ea  ist  dies  nach  neuerer  Auadmcksweise  die 
folgende:  p.q  und  r,  wobei  p  —  3.2»-i  — 1,  9-  =  8.2"  — 1  einerseits 
and  r  <—  9.2^-1  andererseits,  .wobei  diese   drei  Zahlen  Primzahlen 
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sein  mflsaen.  Hat  nnn  auch  v.  Schooten  mit  ihrer  Hülfe  zwei  weitere 
Paare  ausser  dem  bis  dahin  allein  gekannten  und  erwähnten  (220 
und  284)  gefunden,  ao  blieb  doch  hierauf  die  Anzahl  beBchrftnlf t ; 
erst  Erafft  und  insbesondere  Euler  erweiterten  später  diese  Vor- 
Bchrift,  indem  sie  zu  beiden  Zahlen  auch  Producte  aus  je  zwei  Prim- 
zahlen benutzen  und  zu  den  nötigen  gemeinsamen  Factoren  aacb 
Potenzen  von  2  oder  mehrere  ungerade  Zahlen  nahmen.  Sie  gingen 
davon  aus,  dass  bei  einem  Paare  befreundeter  Zahlen  einmal  die 
Divisorensnmme  für  beide  gleich,  dann  aber  auch  gleich  der  Samme 
der  beiden  Zahlen  sein  müsse,  wie  Euler  sich  ausdrückt,  wenn  u  ond 
V  die  Prodncto  ans  je  zwei  Primzahlen  und  t/nnd  r  deren  DiTisoren- 

sununen  sind,  so  muss  U~  V  sein  und  der  Bruch  -jj-  muss  da- 
durch auf  den  Wert  1  gebracht  werden,  dass  man  ihn  mit  passenden 
ächten  BrQchen  multiplicirt,  deren  Zübler  Factoren  von  U  enthalten, 
nnd  deren  Nenner  die  dazu  gehörigen  Divisoreusnmmeu  sind.  Als 
1  diene  das  zuletzt  von  ihm  angegebene: 


also 
Dann  ist 


Maltiplicirt  man  nun  der  Reihe  nach  mit  ^^^  ^0  nod  t^,    so  arbftlt 
man  den  Wert  1,  und  das  Zahlenpaar  ist 

49.9.13.205    und    49.9.1S.2&1. 

Um  nun  leichter  Zahtenpaare  ausfindig  zn  machen.,  welche  die- 
selbe Factorensamme  haben,  diente  ihm  eine  Tabelle,  welche  für  die 
Primzahlen  bis  1000  und  für  einige  ihrer  Potenzen  die  Divisoren- 
snmmen  enthalt. 

Wahrend  nun  das  Aufsuchen  solcher  Paare  nur  dadnrch  erschwert 
wird,  dass  man  in  den  gewählten  einzelnen  Zahlen  Primzahlen  hat, 
so  führt  doch  der  Fortgang  der  Rechnung  in  den  meisten  F&llen 
darauf  hin,  dass  man  keine  geeignete  gemeinsame  Factoren  anüsn- 
finden  vermag,  mit  anderen  Worten,  daas  die  Anfiösnng  nnmOg- 
lich  ist 

Ich  will'non  in  dem  Nachstehenden  den'Qmgekefarten  W^  ein- 
schlagen, indem  ich  zn  den  gemeinsamen  Factoren  die  passenden 
Primfactoren  snche.^Um  aber  diej  Ueberaicbt  nicht  za  verlieren, 
teile  ich  die  befreundeten  Zahlen  in  folgende  Onippen  ab. 


..  -  206,    «  - 

251, 

u^ 

252- 

V. 

U' 

466 
"262" 

38 
=  §5 
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Wenn  p,  q,  r,  i  Frimzahlen  sind,  so  ist  die  erste  Grandform 

p .  q    nnd    r 
die  zweite 

p.q    und    r.g. 

FQr  die  erste  Grundform  ist  der  gemeiiisamc  Factor  entweder 
3"  oder  ein  Prodoct  ungerader  Zalilcu/,    oder  er  ist  aus  beiden  zn- 

sammeDgesetzt ;  also 

2"j)-3  und  2"r 
f.p.q  und  /.r 
2VP-3    und     2"/.r. 

Ffir  die  zweite  Grundform  ist  der  gemeinsame  Factor  entweder 
'2"  allein,  oder  in  Verbindung  mit  /,  mithin 

2"p ,  q    und    2V . « 
2^fp.q    nnd    2^ fr.». 


A.    p.q    und     r. 

Setzt  man  den  gemeinsamen  Factor,  abgesehen  von  seiner  Form^ 
zonilchst  =:  c,  so  mnee  erstens  für  beide  Zahlen  die  Divisorensnmme 
dieaelbennd  dann  auch  gleich  der  Summe  beider  Zahlen  sein,  also 
wenn  C  die  Divisorensumrao  von  c  ist 

(1)  C(p  +  l)iq  +  l)=C(r  +  l) 

m  C(p+l)(9+l)-C(pg+r). 

Ads  (1)  erhalt  man 

oder 

r  =  (p+l)(4+l)-l. 

Setzt  man  diesen  Wert  in  (2)  ein  und  fbr  pq  den  Aaedmck 
(p+i)(a+i)— P— 3— 1>  so  ist 

C{p  +  l)(q+l)  =  c\2(p  +  l)(q  +  l}-(p+l)-{q  +  l)\ 


(3)       (p+i){a+i)  =  2^Irc.Cp^-l)-2;r^cf9^-l>  =  o■ 
E8  bandelt  sich  also,  wenn  die  Unbekannten  (p+1)  und  (q-\--l) 
durch  X  und  y  bezeichnet  werden,  um  die  AnflOsDng  der  Oleichting 


"2rrc*~ 
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lieber  maa  za  diesem  Zwecke  die  Form 


2c  — 6' 


und     y  —  g 


Iter  Fall,    c  =  2". 

Die  Gleichniig  heisst  dano 

«y— 2"«  — 2"y  +  2^  =  22», 
itbin 

a:  =  2"+2«     y  -  2»+2a"-« 
ter 

{p  +  l)-2'(2— «+1) 
(g  +  l)-2«(2— +  1) 

kaoD  hierbei  alle  Werte  von  1  bis  (r —  1)  darchlanfen,  auaserdom 
II8S  aber  n  —  a  eine  ungerade  Zabl  sein,  weil  sonst  for  p,  q  oder  r 
ch  die  Congrnenz  ^  0(3)  crgiebt 

In  dieser  Formel  ist  die  frQber  allein  bekannte,  aber  nur  als 
iccieller  Fall,  wenn  nämlich  a— n  — 1  ist,  enthalten;  sie  giebt 
)rigens  anch  sofort  die  Zabl  der  möglieben  Aoflöeungen  fQr  jedes 
so  lange  man  davon  absiebt,  ob  man  Primzahlen  erb&lt  oder  nicht. 
I  erstcrem  Falle,  der  ja  allein  massgebend  sein  kann,  hat  man  ftir 
=  2,  4  und  7  je  eine  branchbare  Lösung  und  zwar  jedesmal  fQr 
=  n  —  1.  Es  sind  dies  die  bisher  schon  bekannten.  Aber  Kr 
=:  8  bekommt  man  auch  eine  Lösung,  wenn  a  =  I  ist 

Dann  ist 

p  =  (2'+l).2— 1,     g  =  {2'  +  l).2»— 1,     r  =  (2T-)~l)*.2»— l 

td  das  Zahlenpaar  beiast 

256(257.33023)    und    256(8520191) 
1er 

2172649216    nnd    2161168896. 

lieber  n  ■=  8  hinaus  mögen  anch  noch  passende  Werte  za  finden 
ia,  da  ja  auch  die  Gesammtzahl  der  Aoflösangen  überhaupt  mit  n 
ächst,  aber  vorläufig  mnss  das  Resultat  genügen,  dass  bis  zur 
chten  Potenz  von  2  einschliesslich  die  Anzahl  aller 
öglichen  brauchbaren  Werte  vier  ist. 
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2ter  Fall.    c—/. 

Wie  schon  angegeben ,   bedeutet  /  ein  Prodact  vofl  ungeraden 
Zahlen.    Man  hat  bei  der  AoBwahl  nur  darauf  zn  Eehen,  da«s  sie  in 

solchem  Zasammenhange  zo  einander  stehen,   dass  n-__  p  eine    ein- 
gehe Form  erhillt. 

Die  Oleichnng  heiut  also 

/ f_      ■        /'  f 

nnd  es  ist 

*  — 2/— /•'       ""Sf—F' 
wobei 

g.k=f*    ist. 

Bei8plel:/-3*.7».13.19.23. 

/  3». 7». 13. 19.23  161 


2/—F      2. 3». 7M3. 19. 23— 13.67.14.20.24 
Die  Oleichang  heisst  demnach 


-  —  1932 


-ry  —  r  +  I  -  162288 

23  ond  3703  sind  die  Factoren  (7.23)*. 

Das  Zahlenpaar  heisst  also 

S*.7M3.I9. 23(83. 1931)     und    3'.7M3.19. 

Um  geeignete  Zahlen  fttr  /  zn  finden,  dient  folgendes  Verfahren. 
Ist  etwa  /  =  0.49,  so  ist 


2/— F      2.9.49—13.57' 

Um  den  Factor  13  iB  f  fortzuschaffen,  setze  ich  13  als  Factor  in 
f,  so  dass  jetzt 
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Ä- 

tth 

•//: 

Be> 

Hn(/c 

«  Äl*fcu 

f 

''F~ 

< 

.49 

13 

•if- 

2.S 

.49 

13- 

13.67 

14 

ist,  ebenso  foge  ich  wegen  der  Zahl  57  im  Nenner  in  f  noch  den 
Factor  19  ein  und  habe 

_£_ 9.49.13-19  21 

2/— /-"  2.9.49.13.19  —  13.57,14.20  ""42  —  40 

Uit  diesem  Worte  für  f  erhält  man  keine  Primzahl  fQr  r\   fflgt 
man  jedoch  noch  den  Factor  23  hiuzn.  so  iBt 

f 7.23 

-2f-F—     2 

nnd  liefert  das  obige  Zahlenpaar. 

Anf  dem  Wego  der  Zerlegung  einer  Factorensomme  würde  mau 
wol  achwerlich  so  einfach  zum  Ziele  gelangt  sein. 

Aeholiche  Paare  sind: 

9.49.13.97(5.193)     ond    9.49.13.97(1163) 
9.5.7(53.1889)  und    9.5.7(102059) 

9.49.13.11(41.461)  nnd    9.49.13.11(19403), 
Enlor  hat  folgende  angegeben: 

9.7.13(5.17)      und    9.7.13(107) 
9.49.13(5.41)    nnd    9.49.13(251). 
Ster  Fall,    e  —  2"/. 

Setzt  man  \&vt  f  —  3.2*^'  —  1,  insofern  dies  eine  Primzahl  ist, 
so  hat  man 

f  3,2-+'  — 1 

'2f—F~  2» 

nachdem  gekürzt  ist. 

Für  n  •»  2  und  demnach  /■=  2  3  heisst  die  Gleichnis 
23        23        ^ 


=.+.-?5±i  =  6 


23+529 
=  4  +  1 T—  ■ 


a*  —  r  +  1  —  82a 
1  die  Factoren  TOn  (23)^. 
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Sttihofjt  BtfreunJeU  ZahU».  gl 

Die  Z&hlen  Bind  Ü.90 

4.23(6.137)    nnd    4.23(827). 

£b  mag  hierbei  bemerkt  werden,  dasB  fOr  die  baheren  PoteozeD 
Ton  2  sieb  bier  oder  dort  keioe  PrimzafalcD  herauBBtellen. 

B.    pj    und    r*. 

Setzt  inftD  auch  hier  als  gemeinsamen  Factor  c,   so   bat    man 
folgende  BediDgnngBgleicbangen : 

(1)  c(p+l)(5+l)  -  C(r  +  1)(»+1) 

(2)  C(p4-1)(,+1)  =  c(m+m). 

Atu  (1)  ergiebt  lieh 

Um  zunächst  nur  die  Primzablen  p  und  q  beizubehalten,  setze  man 

p  +  1       o       .+1 
(^'  r  +  l'^^g+l 

Dann  ist 
(4)  r+l=^(|.+  l) 

Die  rechte  Seite  von  (2)  l&sst  sieb  schreiben 

C|{p  +  l)(4+lJ+{'-H-l){«+I)-(p+l)-(9+l)-C'-+l) 

-(,+l)  +  2i 

ond  wenn  man  aus  (4)  die  Werte  für  (r+l)  nnd  (»+1)  einsetzt 

ci2(p+l){9+l)-(l+-*)(p+l)-(l  +  0(9-fl)  +  2! 
Demgemftss  wird  dann  (2)  so  goformt  werden  kCuneii 

2e 
"  ~  2c— C 

nnd  erMtat  man  (j>+l)  nnd  (g+1)  durch  x  resp,  y,  so  ist 
0+6      c  „  +  6_£_  Hc 

** ä~2r^~     6      2<!-C*~      2o-C 
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Sttlhoff!  Btfimndtl,  ZahUn. 


Addirt  man  beiderseits  das  Prodnct  aus   den  Coefficieiiten  von 
X  DDd  y,  SO  ist 


6      2e— C 


ab       (2e— O» 

(.■  +  >)'.»■  — ae(a<r  — CM 

aA(2<!—  O» 


j  oder  g+1  =  - 


j.J-(o+S)V-2c(2»— C)«> 

-C|<.(<i+i)"  — 2oJ{2e-C)|     int, 


•■+1  =  -(P+1) 

'+1=^«  +  1) 

Iter  Fall. 

c-  2". 

Dann  ist 

nnd 

2.1c-* 

während 

,  +  l_?''i+-^+?, 

j.l  -  2-|2"(o+i)"_2oi)    ist  oder 

_  2>+i(2-'("+»)'-a4|. 

2''-'(a+6)'— ai 


»+S 


2"(oH-S) 


bjGoogIc 


S*tlhofl:    BifrtaadtU  Zahlt«.  83 

FOr  a+6  kann  mau  zunächBt  etwa  die  Zahlen  von  4  bis  20 
nebmeo,  bo  dass  beispielsweise  für  a-\-b  =  12  der  Brach  ^ieWerte 
Vii)  %  haben  Icann,  ond  ai  =  1.11  resp.  5.7  ist.  Für  n  setze  man 
2,  3,  i  a.  s.  w. 

Ein  Zablenbeiapiel  mag  zur  Erlftatornng  dienen,    n  =  5 

16(7)»  =  IM        1G(7)' 


l-i 

64. 

778  =  2.889 

1 

i 
S2(7)  - 

"224 

774  -  2.3'.43 
772  =  2M39 

Die  Zahlen  sind 
Fflr 


P+l  = 


224+4 


224  + 12448 


—  12672 


5+1  -  = 

r+1  — f(38)"228 
g+1  -.  J(i2672)  =  2112. 

2.37.12671    und    32.227.2111. 


I-» 

p+l 

224+16 
~        -4 

60 

ä+1 

224  +  3088 
3 

=  1104 

r+1 

-  1(60)  -  80 

.+1 

=  J  (1104)  =  828. 

32.59 

1103    and    32 

79.827 

Die  Zahlen  sind 


Weitere  Zahlenpaare,   die  innerhalb  der  angegebenen   Grenzen 
itehen,  sind 
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tlhofn  Bt/rtaniUla  ZaJiUa. 


4.6.131 

nnd 

4.48.17 

4.6.261 

and 

4.107.13 

8.17.79 

and 

8.59.23 

16.47.89 

nnd 

16.63.79 

16.23.479 

nnd 

16.127.89 

16.28.467 

and 

16.107.103 

16.23.1367 

nnd 

16.607.53 

16.19.1439 

u&d 

16.191.149 

64.139.863 

nnd 

64.719.167 

64.79.11087 

nnd 

64,2309.383(1-^) 

266.383.9203 

nnd 

256.3067.1151. 

2ter  Fall,    c  — 2-./. 

Man  hat  dann 

e 

2V 

2e— C 

2»+V— (2"-'— 1)F 

nnd  die  Oleichang  ist 

a+S                2"/ 
"*           a     '2"+V-(2"^i 

-1)F 

*         b     ■2-fV— (2"+>  — l)'' 
2-»/ 

2»+V— (2M-I— l)f 

Ist  nun  f  eine  einzige 
sie  sicli  in 

Primzahl,  also  /■  =  /+!,  so  Yerein! 

„+b           »r 

T)"- 

a+i           2"/ 
i     /— (2-+>  — 1)* 

2-tV 

Addirt  man  beiderseits  das  Prodnct  ans  den  Cocfficieoten  tou 
!c  und  y,  80  wird  der  Auadrnck  rechts 

Nimmt  man  hier  uach  Uassgabe  der  anders  gearteten  Gleichung, 
nicht  wie  in  dem  Parallelfalio  unter  ^  den  Factor  ~3.2^' — 1,  sim- 
dern  —  3.2"— 1,  so  wird  /"— (2"+>  — 1)  =  2»  ond  es  ist 
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Sitlkoff:  Btfi^ndttt  ZakUn.  g5 

Fflr  n  ~  2  ist 

/  —  3.2»— 1  =  11, 

mittaia 

^-;±j.ii,-^.ii.+(-+^'"'_"Ui(.+w-ii..i>i 

Um  ein  Beispiel  zn  geben,  so  sei 

6  ~6* 

unter  dieser  Voranssetzang  ist  der  Zfthlor  rechts 

11.627  =  11.17.31 
aad 

_  77+31 


r+1  —  f.l8  — 1 
«+1-J.264-44 
Die  Zahlen  sind 

2M1. 17.263    und    2Ml.107.43. 

£b  blidie  hiemnch  noch  der  eine,  in  obiger  Znaammenstellnng 
nicht  erwähnte  Fall  zu  erörtern,  in  welchem  der  gemeinsamen 
Pactoren  mebrere  sind,  mit  Ansschlnss  jedoch  von  2". 

Indes  mag  dieser  vorlanfig  zarOckgeetellt  bleiben;  seine  Be- 
bandlnng  ist  analog  derjenigen  unter  A.  2ter  Fall. 

Fttr  die  zweite  Hanptform 

epq  -und    er* 

bedarf  es  dann  noch,   nm  znm  voltstftndigen  AbschlusB  zn  kommen, 

der  näheren  Bestimmung  Über  die  VerhSltnisszahlT,    welche  ich  bei 

dieser  eingeführt  habe.  Als  Resultat  hatte  sich  fQr  den  Fall,  der  hier 
zanäcfast  erörtert  werden  soll,  daas  e  —  3"  ist,  dem  flbrigeng  der  an* 
dere  leicht  nachgebildet  werden  kann,  ergeben 
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86  Sttlhoff:  Be/rtundtU  Zahlen. 

(4,  ?>±«  +  »_,+. 

=-  23"a"  +  2"+l(2-  — l)aJ+2»"6'' 
Ans  (1)  folgt 

ff-6i(p+l)~2-|-2-a 

Dividirt  man  den  zweiten  Ausdruck  in  (&;  hierdurch,  indem  m&n 
bei  der  Division  b  als  Haoptgrösse  behandelt,  so  mnes  (p  +  1)  —  2» 
in  2**  aufgehen,  also  (jj-f-l)  ■=  2"+2''  sein. 

Hier  sind  nun  zwei  Fälle  zu  unterscheiden.  Entweder  ist  o  _  n 
oder  >  n  nnd  _  2b. 


ff-2-(6-2"— .«) 
FQlirt  mau  die  Division  aus,  ao  ist 

oder  um  ttber  2'+^-"  in  dem  Gocff.   von   a  so  verfOgen  zu  kAnoeu, 
dass  er  nicht  kleiner  als  1  wird, 

(6)     A-2«— »-(»X 

[2-.^+{2-fH2-^--^2--l)}aHJ?:H^:=5Hl^=M2^] 


(7)  n«-H)+A 

2B(H-..)-^6[(2«^-22.-..)2jii-^(2°+^-)-23"+^-"— 2--t-^+'-")a] 

*■  6— 2—''n 

Damit  h  eine  ganze  Zahl  wird,  mnss  in  (6)  b — 2*~"a  in  )2*-{- 
2H-a+2(2"  — 1)121»  aufgehen;  ferner  folgt  aus  (3),  dass  a  in  2"(a-}- 
i)-h9  oder  (2"-{-2'')£,  und  demnach,  da  a  und  £  selbstverstAndlicb 
als  relative  Primzahlen  zu  gelten  haben,  in  (2h-|-2''}  als  Factor  ent- 
halten sein  muss.  Diese  beiden  Bedingungen  setzen  die  zulftssigen 
Werte  von  a  und  b  für  jeden  einzelnen  Wert  von  r  und  p  fest 
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Stelhoff:  B^mndtte  Zahia. 
Beispiel    n  =  4,  «  •>  3. 

Dann  ist 

2^(0+6)+;;  =  24* 

*  —  2«  ist  Factor  von  70  und  a  Ton  24. 


In  dem  links  stehenden  Diagranun  sind  ans  b  —  2a  nnd  2a 
dnrcb  Addition  die  Werte  von  b  gebildet;  rechts  aind  die  Felder 
freigelassen,  welche  bereits  vorhandene  Brüche  in  erweiterter  Form 
liefern  worden.  Uebrigena  fallen  von  den  abrigen  Nennern  gleich 
eine  Anzahl  weg,  wenn  man  znoAchst  anf  r  prflft,  da  dieses  dann 
^  0  (mod  3  oder  5)  sein   wird. 

'/ij  nnd  %,  *jif  nnd  */9>  */ib  liefern  passende  Paare. 
2t«r  Fall.     o>n^2n. 

Dann  ist 

j_2-(2«— — 6). 

Fflhrt  man  die  Division  nach  a  ans,  so  erhält  man 

Und  es  wird 

2«(a^.i)  +  A 2«-"6-a 

2*--6— «  muBS  in   [2"-l-2"-"|2(2"  -  l)+2''}],  und    a  wieder  in 
2-+2"  aufgehen. 

Beispiel,  n  =  3  nnd  0  =  4  gieht  far  1  ->  |  ein  Paar  befreun- 
deter Zahlen,  hei  wetchom  also  die  leitende  Primzahl  23  ist. 
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88  Setihoff:   Btfnmdtit  ZaAUn. 

Will  man  oocb  weiter  gelten,  um  sAmmtliche  F&lle  beiiaiidA  zu 
haben,  so  setze  man  p-fl  =  Z'jb  nnd  man  hat 

also 

g  —  2"i— 2"-«o4-(*-2»-")S'J 

Um  k  zn  erhalten,  gebe  man  dem  Prodncta  gk  die  Form 
2-+H2*'-«-iii«+2--'(2"— Ijai+a*--"-»*»} 
nnd  dividire  durch  g,  dann  ist 

j(2-_l)4.2»->Cfe— 2— «)!*  -] 

1 4.  (fe_ 2— )K2"- 1)  +2'-'(*  - 2— jl}^ 


(8) 


—  2"-"o+(*— 2--«)i 


Der  Z&hler  im  Coefficienten  von  h*  Iftest  sich  unter  Hinzuziehung 
des  ausserhalb  der  Klammer  stehenden  Factors  2,  was  hier  der  Voll- 
ständigkeit vegen  geboten  ist,  in  die  Form 

(9)  2i{2«-'Jt  — 1)4-2"»-'-" 

bringen,  nnd  es  mnss 

—  2"-"  <!+■(*— 2"— )i 
ein  Factor  desselben  sein.    Ansserdem  muss  a  in  2°I:A,  also  in  2"^ 
aufgehen.    Hierdurch  sind  denn   a  und  h  wieder  bestimmt.    Addirt 
man  zu  h  noch  2"(a4A),  so  ist 


2-(a+6)+A  = 


!"-«+ii[2''-'t6  +  (2«-'fe— l)a) 
{A  — 2"-')6  — 2"— o 


Dieeo  und  die  im  Eingange  festgesetzte  Gleichnng  2"(a-{-^}-j'P 
—  i'k.i  dienen  dann  zur  Bestimmung  der  vier  Primzahlen  p,  q,  r 
und  s. 

Was  a  und  b  anbelangt,  so  findet  man  deren  Werte,  indem  man 

(i  — 2"-")i  — 2"-''a 

nach  einander  ~  1  nnd  —  jedem  Factor  des  Ausdmckcs  in  (9) 
setzt,  die  Gleichungen  auflöst  und  dio  Werte  von  a  auswählt,  welche 
Divisoren  von  ^'k  sind. 

Beispiel,    n  =  6,  p+l  =  140,  «  =  2. 

28(o+i)+3=- 4.366 
2*{2«-»i  —  l)+2"+t— =  4862-2.11.13.17. 

19&  —  16a  —  1  und  =;  jedem  anderen  Factor  von  4862,  Hat  man 
die  VersQche  auf  Primzahlen  angestellt,  so  eichen  sich  passende 
Werte  ans 
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Seclhoff:  Btfnmdett  ZahUn.  g9 

1»  — 16a  — 34 

a—  54-19» 

h  —  6+16)« 

Von  den  möglichen  Werten  fflr  a  ist  o  —  5   Divisor  von  140, 

demnach  A  —  0  und  das  zagehfirige  £  —  6 

2»(o+6)+P  =  840 

2^„+6)+A_8^^-4320 

Dividirt  man  die  erst«  Zahl  durch  6,   die  zveite   durch  5  nnd 
wieder  die  erste  durch  5  and  die  zweite  durch  6,  so  ist 


»  =  719 
Darf  ich  am  Schlnsae  das  Ergebniis  zusammenstellen,  so  ist  die 
Bestimmang  der  befrenndeten  Zahlen  fOr  die  erste  Haaptform   anf 
die  AnSOsong  von  Gleichungen  der  Form 

and  für  die  zweite  Haaptform  anf  die  Zerlegung  des  AnsdmckB 

nuUckgefDhrt 

Anmerkang.  Vor  ganz  kurzer  Zeit,  nachdem  ich  die  vor- 
Hegencle  Arbeit  an  die  Redaction  bereits  abgesandt  hatte,  fand  ich 
Dserw«rt«ter  Weise  in  der  Theorie  des  nombrea  von  Legendre,  welche 
mir  früher  nicht  zn  H&nden  gekommen  war,  daas  auch  er  fflr  die 
erste  Grundform  Iter  Fall:  2"p3  und  2^  auf  die  erweiterte  Formel, 
aaf  ähnlichem  Wege  gekommen  ist.  (Das  Beispiel:  2^.257.33023 
aod  2^.8520191  hat  auch  er,  Iftsst  aber  die  Entscheidung  in  der 
Schwebe).  Hierauf  beschrankt  sich  aber  seine  Untersnchnng,  und 
wenn  ich  also  in  dieser  Beziehung  nicht  geradezu  auf  Neuheit  An- 
spruch erheben  kann,  so  glaube  ich  für  sAmmtliche  Ohrige  Fälle  doch 
hiu^u  berechtigt  zu  sein.  Was  mir  sonst  bekannt  wurde  in  der 
Litterator  tiber  diesen  Gegenstand,  so  sind  dies,  abgesehen  von  einigen 
Notizen  in  Cantor's  Vorlesungen  über  die  Geschichte  der  Mathe- 
matik, nnd  in  Liouvilles  Jonmal  (letzteres,  insoweit  es  die  Bekauut- 
schaft  der  Araber  mit  den  befreundeten  Zahlen  durch  Uebersetzung 
einer  Handschrift  bekundet),  eine  Abhandlung  von  L.  Enler  (Opera 
posthnma  1  Th.) ,  ferner  von  G.  W.  Erafil  „de  numeria  amicabili- 
bua"  fN,  Comm.  Petrop.  T.  11)  und  endlich  dasjenige,  was  Fr.  von 
Schooten  in  seinen  Exercitationes  mathematicae  über  diesen  Stoff 
bringt 

Bremen,  Mai  1883. 
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Bo  p  p  < :  Horizontal  retirtnit  Kellt. 


VI. 

Horizontal  rotirende  Kette. 


R.  Hoppe. 


g.  1.    Differentialgleichung. 

Die  Gleichgewichtsbediagnng  fOr  Kräfte,  die  aaf  eine  Kette, 
A.  b.  undebnbare  Linie,  wirken,  in  der  Ebene  i^t 

xl.+s{,~)-Oi        y8.  +  8(,|')_0 

WO  <  den  beliebig  beginnenden  Bogen,   JT,  F  die  Componenten  der 
aaf  den  Punkt  (xy)  wirkenden  Kraft,  q  die  Spannung  bezeichnen. 

Botirt  nnn  die  Kette  bei  unveränderter  ebener  Figur  mit  der 
Geschwindigkeit  e  om  die  x  Aie,  sind  die  x  vertical  nach  unten, 
und  wirkt  allein  die  Schwere  X  auf  die  Masacneinbeit  der  ale  homogen 
gedachten  Kette,  so  kann  man  die  momentune  Ebene  von  >  als  Ebene 
der  xy  und  die  Centrifugal kraft  der  Masseneinheit  als  die  Componente 
Y  betrachten.    Dann  ist 

X  =  g;      r=.V 
und  die  Gleichaugen  werden: 

Die  erste  iotegrirt  gibt: 


bjGoOgIc 


Hoppe:  HorvionleU  rolirendt  Kelle. 
dmher  nach  Elimiiution  von  q: 

Sei  zur  TransformatioD 


8> 

dum  yiiiä 

ä>s  _  ^  8« 

und  Gl  (2)  geht  Aber  io 

g  or 

und  Dscli  Differentiation  nnd  einigen  Rednctionen  in 

Dies  möchte  wol  die  einfachste  Form  der  Gleichgewichtsgleichung  sein. 

Ist  das  untere  Ende  der  Kotto  frei,  so  ist  daselbst  g  =  0;  folg- 
lich bedeutet  nach  Gl.  (1)  l  den  Wert  von  s  am  untern  Ende,  nir 
können  sagen  die  Länge  der  £ette. 

%.  2.    Approiimatlve  Integration. 

Ist  die  Abweichang  der  Kette  von  der  Verticale  so  gering,  dass 

man  höhere  Potenzen  von  ^  vernachlässigen  kann,  so  ist  es  gestattet 

dx 
i  und  X  statt  >  zu  setzen.    Gl,  (2)  geht  dann  Über  in 

Das  vollständige  Integral  dieser  linearen  Gleichung  lässt  sich  nach 
bebannten  Methoden  finden  nnd  in  folgender  Form  darstellen: 

B 

^  "  V    t       costf C08(2B8inö-a)j  b&  (5) 

D„.„ab,GoOgIc 


92  Hoppt!  Boriiontai  rolirandt  Ktttt. 

Fahrt  man,  nm  es  zn  prDfeo,  v  statt  x  in  Gl.  (4)  oli  Unabhängige 
ein,  ao  kommt: 

und  nach  Einsetzang  des  Wertes  (5)  wird  nnmittetbar  die  linke  Seite 


-"/{^ 


—y-jÄ cos**coB(2»Bin*— o)> 


m 


,    »«t«*Bina  1 

tg* — — ^ sinffsm(2()Bin*— o)Ji 

Stellt  man  das  letztere  Integral  in  der  Form  dar 

-— ä  +  8in(2usinff  — a)3costff 


/{'- 


und  vollzieht  die  angedeutete  teilweise  Integration,  ao  geht,  nihread 
der  integrirte  Teil  an  beiden  Grenzen  verschwindet,  der  Sabtnibend 
in  den  Minnenden  ttber,  nnd  die  Gleichang  ist  erfüllt. 

Sind  nnn  beide  Enden  der  Kette  in  ihrer  Ebene  fest,  so  be- 
stimmen sich  die  2  Integrationsconstanten  A  und  a  dnrcb  die  2  ge- 
gebenen Endwurte  von  y.  Wir  wollen  jedoch  nur  den  Fall  betrachten, 
wo  das  obere  Ende  fest,  das  untere  frei  ist.  Es  fragt  sich,  welche 
Beslimmung  dann  ausser  der  ciuen  gej^ebenen  Ordinate  noch  vor- 
banden ist 

Aus  Gl.  CD)  welche  jetit  lautet 

geht  hervor,  dass  am  freien  Ende  i!'=  l,  also  u  =-.  0  sein  mnsa.  Bm 
verschwindendem  v  vird  aber  der  erste  Teil  des  Integrals  unendlich 
gross.  Folglich  mnss  dieser  wegfallen,  indem  man  a  =  0  setzt,  und 
man  bat  für  den  Fall  eines  freien  Endes  stets  nnr; 


^ß 


cas(2esin{t)8» 


Setzt  man  n  =  0,   so   erhält  man  fttr  die  Ordinate  des  I 
Endes : 

yj  =  AR 

Ist  am  obem  Ende  «  »•  0,  y  —  y^,  so  hat  man : 
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Vo  —  A  f  eoB(26Bin#)3* 
also 


Demnach  igt  y^  and  dadurch  A  beatimmt  dnrch 

K 

yo  =  ^  y  c08(2frBind)3a 


liieranH  wieder 


-v- 


Eine  EtgentOmlichkeit  zeigt  der  Fall,  vo  das  obere  Ende  in  der 
Rotationsaze  fest  ist,  also  yo  den  Wort  0  bat  Hier  wQrde  ancb  ^i, 
folglich  g  dvcbgftngig  nnll  sein,  nenn  nicht 


/' 


cos(26Bin*)eff  —  0  (8) 


ist.  Diese  Grösse  nimmt,  wenn  b  von  0  an  bis  R  wftchat,  und  noch 
darQber  hinaus  bcaULndig  ab,  und  zwar  ist  &  der  Rotationsgeschwin- 
digkcit  proportional.  Wächst  also  die  Rotationsgeschwindigkeit  von 
O  &D,  SO  ist  anfanglich  beständig  y  =  0,  d.  h.  die  verticaie  Gleich- 
gewichtslage stabil.  Im  Angonblicke  aber,  wo  b  der  Gl.  (6)  genügt, 
ist  plötzlich  !/j  wilkUrlich,  die  £lougation  der  Kette  kann  jode  belie- 
bige sein,  hängt  mithin  nicht  von  der  Rotationsgeach windigkeit  ab. 

Dieser  umstand  erklärt  sich  durch  die  VemachUsaigung  der 
kleinen  Grössen  2.  Ordnnng.  Unter  Annahme  eines  constanten  c 
ergab  sich  ein  beliebig  variirendca  y^,  welches  jedoch  der  Basis  der 
Rechnong  gemäss  klein  bleiben  moss,  also  umgekehrt:  einer  kleinen 
VerfiDdemng  von  jf,  entspricht  ein  nicht  merklich  verändertes  c,  dessen 
Terändernog  demnach  klein  von  höherer  Ordnnng  ist 

Die  nnmeriache  Bestimmung  der  Stabilitätsgrenzo  durch  Auflösung 
der  transcendenten  Gl.  (8)  ist  nicht  schwor,  da  sich  das  Integral  in 
folgende  stark  convergirende  Reihe  entwickclD  lässt: 


1/ 
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Heppt!  BoräoHlal  rotatndt  Kttit. 


£s  veracbnindct  fQr 


i'  =  1,4457963 


Diese  Zahl  bat  dauD  die  Bodeutang,  dass,  Eolangc  die  Rotätions- 
gescbwindigkcit  den  Wert 

'  =  ')/! 

DJcbt  flberatcigt,  die  Centrifugalhraft  bei  keiner  positiven  Etongatiou 
biureicbt  eine  permanente  Rotation  der  Kette  am  die  Verticide  za 
erhalten.  Dagegcu  darf  e  diese  Grenze  nur  ftusserat  wenig  llber- 
Bcbreiten,  wenn  die  Reehnnog  nicht  wegen  einer  zu  grossen  Eloi^- 
tioD  nngültig  werden  soll. 

Die  Gestalt  der  Kette  fQr  nnendlicb  kleine  Elongation  y,  stellt 
folgende  Tabelle  dar: 


X 

9 

l. 

n 

0 

0 

0,1 

0,06560 

Ü,*2 

0,13780 

0,3 

0,21696 

0,4 

0,30347 

• 

s 

n 

0,6 

0,39771 

0.6 

0,19981 

0,7 

0,61109 

0,8 

0,73108 

0,9 
1 

0,86056 

1 

Da  zur  Ermittelung  der  Relation  zwischen  j/|  nud  e  höhere  Po- 
tenzen von  K"  in  Rechnung  gezogen  werden  mfissen,  so  wollen  wir 
Gl.  (2)  BO  schreiben: 


y.lW-  {l- 


Die  Grösse  in  der  Klammer  ist  klein  von  der  Ordnsng  y^*.  Man 
kann  daher  anf  der  Rechten  von  Gl.  (10)  den  angenftberten  Wert  tod 
y,  nämlich 

y  —  i/M'^) 

einfuhren.    Setzt  man  tlberdies 
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SO  erbftit  nu»  bis  «if  2.  Potenz  von  y^: 

wo  if(a:)  mit  z  vencbwindet,  daher: 

Setzt  mui  nun 

so  geht  61.  (10)  nber  in 

(J-.)»(.)^+{2(!-i)»'W-,,Wli.-jW 
und  gibt  inte^irt: 

"~«-i)»"(.)7  ?<-) 

Der  corrigirte  Wert  lantet  demnach,  da  ^  ~  1  sein  mnss : 

Der  Wert  von  -^(x)  l&sst  sich  in  einfacher  Reihensnmme  darstellen; 
es  ist  uämlicli 

2j.,,.  (-l)'(2*+l)li»>(l-f)' 

""''>  -  *■"'  -  T  i, i,l-(it+l)!(t+2)l 

woraus ; 

„..  ,..(-l)'(2''-l)l»»'[(l  -f)'-l] 


">"     I  .;■       (t-i)iit!'(t+i)! 

Nach  erster  Integration  muss  die  Constante  so  bestimmt  werden, 
dasB  das  Integral  den  Factor  l—--jc  hat,  weil  dies  Bedingung  der 
Stetigkeit  ist. 

Ehe  wir  indes  Anwendung  von  diesem  Resultat  machen  können, 
würden  noch  manche  Untersnchnngen  nötig  sein,  was  ich  fOr  jetzt 
unterlasse. 
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VII. 

Ueber  Tiefgrössen  mit  gebrochenem  Index. 

Von 

Herrn  P.  Llndnar, 

OjmnMikllchrcr   in    CO«lin. 


Der  Gebrauch  der  TiefgrÖSBen  scheint  mir  in  mancher  Hinsicht 
vorzuziebeD  den  der  analytiscben  Facnltfiten,  die  mit  ihnen  in  nahem 
Zusammenbang  stehen.  Zunächst  ist  ja  das  Zeichen  ntn  für  die  Tief- 
grösscn  bequemer,  als  alle  die  für  analytische  Facultäten  cingefabrtcn 
Bezeichnungen,  und  besitzt  doch  denselben  Qrad  vou  Alt  gerne  inhcit, 
^vie  diese.  Die  Gesetze  ferner,  welche  Tiefgrösseit  befolgen  sind  ein- 
facher und  symmetrischer,  als  die,  welchen  die  analytischen  Facal- 
tüten  goborchcn.  Zudem  Bind  die  Grundlagen,  auf  die  sich  die  filteren 
Theorien  der  analytischen  Facultäten  stützen ,  aBerkanntermassca 
vielfach  unsicher ,  die  an  die  Spitze  gestellten  Definitionen  sind  teils 
zu  allgemein,  teils  zu  eng,  oder  eine  aolcbe  wird  sogar  ganz  vermisst. 
Es  sei  mir  daher  gestattet,  zunächst  eineu  Weg  anzugeben,  auf  dem 
man  in  ganz  einfacher  und  natürlicher  Weise  zu  einer  allgemeinen 
Definition  der  Ticfgrössen  mit  gebrochenem  Index  gelangt,  und  dann 
eine  Anzahl  von  Formeln  zu  entwickeln,  die  bisher  wobl  noch  nicht 
für  Tiefgrössen  mit  gohrochenem  Index  bewiesen  worden  sind. 

Wenn  m,  n,  p  ganze  positive,  a,  b,  c,  x,  y,  z  aber  beliebig  ge- 
brochene Zahlen  bedeuten,  wenn  femer 


als  Tiefgröaso  mit  dem   Argument  «  und   dem  Index  > 
wird,  so  ist  bekanntlich 
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3^  =  (i—n  +  n)«  —  »^(«  —  nJo  +  V  —  »)! +«»('=  —  «}»+■■■ 
eine  Reibe,  die  mit  dem  (n-(-l)toii  Qliede  abbricht  Lassen  wir  unn 
den  Index  eine  gebrochene  Zahl  sein,  so  nimmt  die  Reihe  die  Gestalt: 

i-h   1    ■     1      -t-  12  ^     1.2   '       ■•■•■• 

einer  Oauss'gchen  hypergeometrischeu  Roihe  an,  deren  Wert,  wenn 
i-f-l>0. 


/X-«,' 


■r(<.+i)r(^-«+i) 


Die  letztgenannte  GrOsae  behftlt  noch  Sino,  wenn  x-{-l<::iO,  ja 
aucb,  wenn  x  and  a  complexe  GrOssen  sind.  Wir  werden  somit  auf 
die  Definition 

Hx+l) 


1) 


-r(a-|-i)r(»-o  +  j) 


geführt  DieBcibo  begreift  zan&cbst  die  Deöuitions- Gleichung  der 
Tiefgrösseu  mit  positiv  ganzzahligem  Index  als  speciellen  Fall  in  sich, 
da  ja  in  Folge  der  Darstellung  der  T-Functioncn  als  unendliche  Pro- 

-    la-V-n){x  —  a-\-u) 
dncte  xa  ="  li«  -^ — ' — ■'  ■  .  ■  ■■  ■ '     ;  aie  steht  femer  im  Einklänge  mit 

der  Definition  der  analytischen  Facnltäten ,  zu  der  Herr  Weierstrass 
(Crelte's  Journal,  Band  51)  gelangt;  sie  verleiht  endlich  den  durch 
sie  bestimmten  Grössen  Eigenschaften,  die  teils  buchstäblich  aber- 
einstimmen  mit  den  analogen  der  Tiefgrössen  von  positiv  ganzzabligom 
Index,  teils  sich  heranastellen  als  einfache  Yerallgem einer angen  sol- 
cher Eigenscbfd'ten. 

Ich  stelle  znuSchst  die  bekannten,  oder  doch  unmittelbar  aus  der 
Theorie  der  f-Functionon  sich  ergebenden  Hauptformeln  zusammen, 
soweit  üe  fOr  die  nächstfolgenden  Beweise  benutzt  werden  sollen: 

2)  ^.=  1  =  ^0 

3)  »a=*._a 

4)  x—K  =  0    der  ersten  Ordnung,  wofern  nicht  auch  x  eine  negative 

ganze  Zahl,   deren  absoluter  Betrag  _  n  ist. 

5)  (— n)o  =  Qo  erster  Ordnung,  wenn  nicht  n  oder  —  (n-l-o)  eine 

positive  ganze  Zahl  ist 

6)  0.-'^ 

7)  xa.at  =  {x~a-^h)h.aa-h  =  n.(x  —  6)a-i 
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i":a+»-(«+*)»  —  («  — a)i.!ra 
Xa.(x  —  a)t  —  «»{«  —  6)a 

«-.(•  +  «).  =  0. 

«..(>,-(»— a),.0,-^-  («-o)_.0,-. 
Die  Binoraialforniel  für  Tiefgrössen  laDtet: 

(a-t-y)o  —  Xfl+y,3-fl-i  +  ysio-3+  ... 
(•+»+!>  0)i 
I  die  rechte  Seite  von  17)  iat  imcli  7): 

,       o  ,        »(»-!)  , 

''"''■;.-a+l+«'"(«-a+l)(»-a+2)+-l~ 

(-»,  -«,  •-"+!>  1)  - 

r(«+i)  r(i-a+i)r(.+j,+i)_ 

+1)  r(.-«+ 1)  ■  r(i+,_,.+i)  r(.+i)  - 
■y).. 

Von  den  mannigfilctacn  Geatalten,  welclie  die  Binominlfonnel  an- 
Den  liann,  führe  ich  hier  diejenigen  an,  die  far  positiv  ganz- 
igen Indes  hantiger  vorlconimen; 

(2i),  =  :r,+i,r,-,+T,r,.,+  . . . 
(2x+l  >  0) 
(2a). -W+(a,)'+(a,)"+... 
(2.+l>0) 
ist  die  Yerallgemeinerang  des  bcltanntOD  Lagrango'schen  Satzes 
'  die  Quadraten-Snmme  der  Binomial-Coefficienten.  Unter  Anderem 
sbt  sich  ans  dieser  Formel  fOr  a  ^  } : 

i       1,1.5-1-  >  J.i-J._??-J. 
»  ~ '"'"4+ 64"'' 266"'"  16384+ ■■■ 

ler  ergiebt  sich  aas  17); 

(*  — y)o  =  «•— y,a:a_i-f-(yH-l)s«a_8~(y-}-2)8y._8-|-  ... 

(— »+1>0) 
hierans  für  y  >-=  z: 
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22)     ai  =  ^i^  =  ^„_^,x.-,  +  (ir  +  l),i._s_+... 
und  zwar  fOr  Jeden  Wert  Ton  x. 

Ersetzen  nir   des  weitereu  in  16)  a  durch  ~a,   so  ergicbt  die 
Anwendung  von  14): 

0«  Q«      j yi0.ti L 


(x+y  +  oV        {"  +  ")<>       a  +  J  ■(«  +  a+l).+l 


a+2    (:e-|-a+2),+i 
oder,  indem  wir  noch  x-{-a  durch  x  ersetzen: 


"'     a(x+y)»       a.a-„       (a+l){„,+l),ti^  (a+2){^-(-2),fa     ^■■■ 

(»  +  y-o  +  l>0) 
Speciell  fttr  x  =  a  ergiebt  sicfa  hieraus: 

^        „  1       _yj_  ,    _Va_      j_ 

a(«+j,),       a       a+l^a-\-2       +"• 

(>  +  l>0) 

—  eine  Formel,   die   für  ganzes  positives  y  von  Herrn  SchlOmilch 
(Crelle's  Jonmal  Bd.  44.  S.  347)  entwickelt  worden  ist. 

Ersetzen  wir  ferner  in  17)  a  durch  — a— 1  und  a:  durch  — *— 1, 
so  ergiebt  die  Anwendung  von  15); 


+■■• 


(a+l).-,-|-i.O.<i  ^  a,-ti(»+l)rti       a.t3  [a+2),» 

(j-»>0) 
—  die  TerallgemeineniDg  der  häufig  vorkommeudeo  Formel: 
a.-.  -  (»+t).-l,(a+l-l).+-  ...  i.«.. 

In  ganz  äbnUcher  Weise  ergiebt  eicli  ans  24},  wenn  wir  a  durch 
ff — a — 1  eraetzen  nnd  16)  anwenden: 
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oft^     t         \      ™(!^)   siaL"(«  — y)] 
^'      *"""'-»  8ill{W)    sin[«(;r-j,)] 

-fl.-S(,(a— I),+y,(a-2).— +  ... 

(y-*>0). 

Für  y  =  —  1  gebt  diese  Formel  Ober  in  die  tfii  pogiÜT  ganz- 
zabligen  Index  vielfach  benutzte: 

26)  (a+l)^+i  =  fl^+(o-l).+(a-2),+  ... 

(iT  +  KO) 

Ans  19)  ergebt  sich  noch  dnrch  die  Sobstitntion  „ — a  statt  a"; 

27)  a2a~C08(a»){l  +  [(-a),]*+[(-a)J*+...| 

nud  darcb  die  Maltiplication  von  27)  und  19)  folgt  dann  nacb  7): 

t«(<,>r)  =  a™{l+(«,)*+(a,)'+ ■-.  i  iI  +  [(--)i]»4-[(-- «)J»+ -.-i 
(-J<a<4) 

Ebenso  wie  die  Binomial formet  17)  lassen  sich  non  alle  ein- 
facberen  Formeln  Ober  Ticfgrösaeii-Reihen  für  gebrocheoon  ladei  ab- 
leiten, so  alle  die,  welche  Arndt  im  31  tcu  Bande  von  CroUe'a  Jonmal 
fttr  positiv  ganzzahligen  Index  bewiesen  hat  Bei  complicirteren 
Formeln  kommt  man  aber  nicht  mehr  auf  eine  Reihe  voa  der  Form 
Fia,  ß,  y,  1).  Trotzdem  gelingt  es  bisweilen,  die  Snmme  der  Reibe 
dnrcb  Tiefgrössen  auszudrücken.  Zunächst  gelingt  es  bei  der  Ver- 
al^emeinomng  der  Formel: 

a^oiräB  — a-,irBH-i-)-ir»OTn-s h  ...  —  {— 1)"j-b, 

diu  nur  eine  andere  Form  der  von  Herrn  Studuiika  durch  den  Qua- 


-+...!  = 


nach  Formel  1.  des  §  23  in  der  Abbaudlnng  des  Herrn  Kammer  ober 


ternioncn-Calcnl  abgeleiteten  Formol 

«H-I.3-H+1  — 3-n-a.a'K(a+ 

-...  =  (1.1,    ist 

Es 

ergiebt  sieh  für  gebrochoiieu 

Index; 

sro3^- 

a^ 35.-1 -{-«sira.-ä h  ■■■  = 

a,|l- 

~2a          —X 
1       i-2o+i 

(_2«)(-2o+l)             (-i)(-i  +  l) 
+               1.2                (.-2o-|-l)(.-2«+2J 

ra,n- 

-2.,  -•,  I-20+1,  -D- 

r(.  +  l)                   ^^r^x- 

-J!+}L 
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die  hypergeometrisehe  Reihe  (Crelle  Bd.  15.  S,  134).    Es  ist  aber 
nach  dem  GauEg'Bchen  FnadameDtalsatzo : 

ra-a)~ ^ »J^t--) 

^*'      "'       eo6(an)rii+a)       eoe{an)(an)i2-SH-ir(2a)' 
also  erhalten  wir  die  dnrch  ihre  Einfachheit  Qborraschende  Formel: 

28)  C08(a«)xa  =  X(^.xaa  —  ^i:cSa-l-\- XfXia—3 \-  ■  ■- 

die,  weoD  wir  x  durch  a  und  a  durch  =  ersetzen,  abergeht  id 

29)  cos  (^«) .  oa  -  (»,)«-(a,)»+K)»-+  ... 

Sdüiesslicb  soll  die  leicht  zn  beweisende  Formel 
l+a^(_a,),+V-i),-f  ...  Xn(.-xU  -  Ca:-I)»{-«-l)- 
veral^meinert  werden :  wir  erhalten  fflr  beliebigen  Index 

,■       \fi_L''"-^    (— 3!)a-l   ,       Jj-ä       (— x)a-2    I  , 

(-o»-»+i) (-.)(-»4-i) 

-I- (,_„+!)  (._„+2,- (_,_„_!_  1,(_,_, +  8, +  -I 

Die  in  der  Elamnier  steheode  Reihe  ist  nicht  mehr  eine  spe- 
cielle  hypergeometriecbe,  sondern  eine  Reihe  von  der  Art,  nie  sie 
Herr  Enmmer  nm  Ende  der  schon  genannten  Abhandinng  (S.  173} 
erwähnt     Ihr  Wert  ist 

(-■■-j)(»-a)  (  r(.-a)r(-.-o)         1 

(-«).(-.)    )     r(-«)r(-»)       M~ 


also  erbalten  nir: 

30)    ..(-,).  +  ..-,(-.).-,+  ...  _  -|5g|-j  +  (._l,.(_._l,. 

Wie  im  Allgemeinen,  so  hängt  anch  bei  den  Tiefgrösaen  mit  dem 
Additions-Theorem  die  DifferentiatiODsformel  zusammen ;  auf  dem  ge- 
wöhnlidien  Wege  erhalten  wir  ans  18): 
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Jm=0 


(^  +  1>0) 


eine  Reih«,  die  für  a  =  n>  oatttrlicb  mit  dem  mten  Gliede  abbricht 
nod  dann  nnbeschränkte  Galligkeit  hat  Durch  nochmalige  Diffe- 
rentiation ergiebt  sich : 

„„,  dhe,  ,11  &  ,137  7 

<t+l>0 

Es  zeigt  eich  hierbei,  dasB  die  Coefficienten  der  fallenden  Tief- 
grössen  nicht  abhängen  von  dem  Iudex  a  der  zu  differontirenden 
Tiefgröasen,  vielmehr  Fnuctioneo  der  Stellenzahl  n  allein  sind.  Das- 
aelbe  gilt  offenbar  auch  für  die  höheren  Differentialqnotionten ,  also 
kann  man  beim  tnten,  der  die  Form 

haben  mnes,  zor  Bestimmung  der  AA  sich  specieller  passender  Werte 
des  Index  bedienen.    Es  ergiebt  sich  durch  die  Wahl  u  —  m-j-n: 


*        \     dir*    /iirt 


Entwickelt  man  nnn  die  ganze  rationale  Function  XM-f»  nach 
Potenzen  von  x  und  bezeichnet  dabei  den  Coefficienten  von  ic'"+"-' 

mit  j  „  —    ,    ,  Bo  ergiebt  sich 

(-l)"m(m-l)...l.ft.»+"  (-1)"C,-»- 

^-  1.2. ..(«.+«)     .         ~(m+l)^m+'i)...(m+n) 

wir  erbalten  also 


Vermittelst  der  Formel  31)  Ifisst  sich  übrigens  in  sehr  einfacher 
Weise  ans  der  Binomial-Reibe  die  logaritbmiscbe  ableiten.  Wir  er- 
halten durch  Differentiation  die  Binomial-Reihe : 


*)  Indicct  an  grossen  Bachttubcn  tollen  blotie  St«llensahlen  » 
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Lindii4r:   DtUr  T^grUitat  mä  g^irndttaan  Inda.  JOS 


alK,  venu  wir  31)  Ar  den  Fall  eines  positiv  ganzzahligen  Index  an- 
wenden nnd  dann  z  »  0  setzen : 

Ki-\-!/)-y-iy*+y*-b>'+-- 
(i-j/>i) 
Ebenso  dnrcli  m/bche  Differentiation: 

a=y>-l) 
wie  schon  von  den  Herren   Oettinger  nnd   Scblömilcb  im  33.  resp. 
44.  Bande  des  Crelle'schon  Joornal's  auf  andere   Arten   entwickelt 
worden  ist. 

Eine  Combination  von   15)  nnd  31)  liefert  nmunehr  anch  eine 
Formet  über  Differentiation  von  Tle^rOssen  nach  dem  Index;  oi  ist 


de       \ 


aar  i    \  uw.    ,  • 

+o^i+J(«+l).-i  +  l(«+2).-l+...| 

Als  specieller  Fall  ergiebt  sich  ana  dieaer  Fonnel,  da  oi  tra 
z  =  =  offenbar  ein  Mazimnm  hat 


,.+2      '(o+2)(.+4) 

2a(2.+2)(2a+4) 
*(«+2)(a+4)(o  +  6r 
(«<2) 
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Die  höheren  nach  dem  lodez  genommenen  Diffcrential-Qaotienten 
der  TiefgrÖBBon  befolgen  nicht  ein  einfaches  Gesetz,  welches  amkloE 
wäre  dem  sich  bei  der  Differentiation  nach  dem  Argument  ergeben- 
den; vielmehr  ist  es  die  FnnctiOD  "jF^  =  "iT^  =  xB(a-\~l,  x),  deren 
höhere  Differential-Quotienten  das  analoge  Gesetz  befolgen. 

Don  meisten  der  abgeleiteten  Formeln  kann  man  noch  dadurch 
eine  andere  Gestalt  geben,  dass  man  das  einfache  Argument  dnrch 
einen  Quotienten  ersetzt  und  dann  dio  rationalen  Tiefgrössen  voo 
.  xlx-.l)(x~2(l) ...  (x-(«-l).fl   1 


■©, 


anf  die  Gestalt  - 
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VUI. 

HiBcellen. 


Hehrteeke  Colltneatlon  r«ii  swel  Dnlecken. 

Nach  dem  Desai^es'schen  Satze,  wenn  zwei  Dreiecke  perspec- 
tirisch  liegen,  so  liegen  sie  ancfa  collinear,  —  d.  h.  wenn  die  Ver- 
bindnngslitiien  entsprechender  Ecken  sich  in  einem  Pnnkte  (Ceotnun 
der  CoIlineatJon)  schneiden,  so  liegen  die  Dnrchschnitlspankte  ent- 
sprechender Seiten  in  einer  geraden  Linie  (Aze  der  CoUineation)  — 
und  nmgekebrt. 

Es  ftvgt  sich,  ob  zwei  Dreiecke  nicht  in  mehrfacher  CoUineation 
sein  k&nnen,  je  nachdem  man  das  gegenseitige  Entsprechen  der  Eck- 
pankte  anders  ordnet 

Ee  seien  die  Dreiecke  abe  nnd  123  in  CoUineation,  wenn  a  nnd  1, 
b  und  2,  c  and  3  als  entsprechende  Eckpnnkte  hetrachtet  werden,  — 
oder  symbolisch  ausgedrückt  seien  die  Dreiecke  ahc  nnd  123  in 
(a,Vg)-CoUineation. 

Es  sei  das  Dreieck  <U>c  znm  Coordinatendreieck  gewählt,  und  zwar 
be  sei  «  =  0 
«a  sei  y  =  0 
oi  sei  I  =  0 

Die  Axe  der  (oi^iCjl-Collineation  sei  znr  Einheitslinie  des  Coordinaten- 
EjBtems  gewählt,  ~  ä.  h.  ihre  Oleichui^  sei: 
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ixm  Und  die  Gleiciinngeü  der  Seiten  von  123: 


Wenn  nun  die  Dreiecke  abc  nnd  123  auch  in  (a^3C,)-CollincatiOD 
ad,  so  Bchoeiden  sieb  die  Goraden 

^:  (i-%+(vi-l)«  =  0 

63:  {^-l)»+(A^-l)x  =  0 

S:  (v— l)!C+((.v  — l)y  =  0 

einem  Fnnktc,  es  besteht  also  dio  Relation: 

{A-l)(p-l)(v-l)-t-((.v-l)(a-i)Ufi-l)  =  0 
ier 

Uftv  — l)(A^w-A  — (t  — v+2)  -  0 

Es  war  vorauaznaehen,  dass  (l^iv  —  l — ji  — v+Z)  aU  Factor 
I  der  BediDgniigflgleichnng  auftreten  wird,  denn  nenn  dieser  Factor 
jTscbwindet,  Bchnciden  sieb  die  Seiten  von  123  in  einem  Punkte, 
id  dann  besteht  jede  mögliche  Perspectivität  zwischen  abc  nnd  l'^3. 
bgesehen  von  diesem  Falle  ist  also  die  Bcdingnngsgleichnng ; 

ifiv— 1  =  0 

ann  sind  aber  die  Dreiecke  ancb  in  (o^ftiCiJ-CoUineation. 

Suchen  wir  nun  die  Bedingung  far  die  ((iiA,c,)-ColUneation.  In 
iesGDi  Falle  schneiden  sich  die  Geraden 

aU  (^-l)y-(v-l)»    =0 

63:  (^-l).+(iM-l)«  =  0 

^;  (V— l),+  (lv— 1)!B  =  0 

1  einem  Punkte,  es  boatebt  also  dio  Belaüon 

av-l)(p-l)*-{Afi-l)(v— D*  =  (ji— v)(i^i'-A— M-H-2)  -  0 

bgeseben  von  dem  Falle,  wo  das  Dreieck  123  in  cinon  Punkt  zo- 
immenscbmmpft,  ist  also  dio  Bedingung: 


Genao  so  ist  die  Bedingung  der  (iis&iei)-Collineation : 
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Bad  die  der  (a^]i^)-ColliDestion : 

i  — (i  — 0 
Die  bisherigen  znsammenge&gst  sind  die  Dreiei^e  abo  and  123: 
1,  in  sweifocber  Collineation,  and  zwar 
IQ  (aihfCa)  and  (ai^cj)-Ck»lUneationen,  wenn  p — v  —  0 
in  (<t,&sc,)  and  (ogVO'Col'ii'CO^onen,   wenn  v  —  k-=0 
in  (d^Vs)  t"id  ((i|£|e3)-GoIlineationen,   wenn  Jl  — ^  •»  0 
3.  in  dreifacher  Collineation,  and  zwar 
is  (Vi<^)  (<s>f^<^)  und  (a,&,e,)-CollineaUonen,  wenn  Afiv  — 1  —0  ist. 

3.  in  vierfacher  Collineation,  nnd  zwar 

^("i^)-,  («i^Cf)!  («aVi)  ind  (a^iCsJ-Collineationen,  wenn  i  —  j*  — v. 
£b  genügt  bier  diesen  Fall  allein  vorzafQhroo,  wenn  man  znr 
Einlieitfilinie  des  CoordiuatensyatemB  diejenige  Collincationsaxe  wählt, 
deren  Symbol  durch  cykliscbe  Pcnnatation  der  Indices  in  kein  Symbol 
vorhaDdener  Collineation  Obergeht  Dioae  Axe  spielt  eine  andere 
Rollo,  als  die  übrigen,  dämm  wollen  wir  sie  als  Hanptaxe,  das  zn- 
gebörige  Ccatram  als  Hanpteontmm,  während  die  übrigen  Axcn  als 
N'ebenaxen,  die  zogchörigcn  Centra  als  Nebencentra  bezetcbüen. 

4.  in  sechsfacher  Collineation,  wenn  i  — fi  — v  nnd  Ifiv  — 1  —  0, 
also  i*— 1  —  0  ist 

Wenn  A  »  ft  ^  v  ^  1  ist,  fallen  die  Seiton  von  123  in  die  eine 
Linie  z+y4-«  "  0  znsammen.  Abgesehen  rou  diesem  Falle  ist  also 
1  eine  compleze  dritte  Einheitswarzol.  Dieser  Fall  hat  also  aar  eine 
algebruscbe  Existenz. 

Es  mögen  die  einzelnen  Fülle  etwas  n&ber  betrachtet  werden. 


tOe  and  123  sind  in  (oiöiCs)  und  ((iiA,ci,>-Col]ineationen,  wenn 
fi—  V  =  0  ist 

Dies  hat  eine  einfache  geometrische  Bodcatang.    In  diesem  Falle 
ist  n&mlich  die  Gleichang  von  al : 


rie  geht  also  dnrch  den  Pol  der  Geradon  ic-^-y+'^O,  in  Bezug 
uf  das  Dreieck  oic.    Man  kann  aach  umkehren  ond  sagen; 
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Wenn  die  Dreiecke  abe  nod  123  in  ((>i&iC))-ColliaeatioD  sind  nad 
der  Pol  der  CollineatJoiisaze  bczDglich  auf  das  Dreieck  aie  auf  der 
Geradon  ol  liegt,  ro  sind  die  Dreiecke  aacb  in  (ai2jc,}'CoUineaUoii. 

Wenn  abe  und  12,  23  gegeben  sind,  kann  31  leicht  ao  constntirt 
»erden,  dass  die  Dreiecke  abe  and  123  in  (a,b^ei)  nnd  (a,V])- 
Colliaeationcn  seien.  Die  Data  bestimmen  die  Axen,  nnd  dann  be- 
stimmen der  Dnrcksdtnittspnnkt  von  ae  mit  der  (^b^f)-ÄzG  nnd  der 
Dorchschnittsponkt  von  ab  mit  der  (ai&,c,)-Axo  die  Gerade  31. 


abe  und  123  sind  in  (aibfo^,  (a^bjCi)  und  (aj£|<^}-CollineatiODen, 
wenn  Ifiv  —  1  «-  0  ist. 


*«+y+«  —  0    und  die  (_aJ>tet)-Axe\ 
*+fy+«  "0  die  (a^«f]-Axe; 

jE+y+v«  —  0  die  (ajigC^j-Axe; 


Nehmen  wir  fttr  einen  Augenblick  die  Gerade  23  zur  Biahnti- 
linie  des  CoordinatensystemB,  d.  h.  ftthren  wir  die  SnbBtitationen 

ia;  =  a^,      y  =  y,.       e  =  », 
ein.    Dann  sind 

23:  "j+yi+'i—O     and  die  (a,Vj)-Aie:     i^i+Si+'i  "^ 

31:     i'i+xi,yi+^-0  die  (Viöjj-Axe:    »'i+^y.+'i-O 

12:     ;^«,+Jy.+*,-0  die  (a^^,)-.\xe:     :r,+y,-f- J^  =0 

Das  Dreieck  der  Axen  ist  also  in  dreifacher  Collineation  mit  abe, 
die  ZDgeh&rigen  Axen  sind  die  Seiten  von  123.  Ebenso  sind  du 
Dreieck  der  Axen  nnd  123  in  drei^ber  Collinoation,  —  die  nige- 
hörigen  Axen  ^nd  die  Seiten  Ton  abe. 

Dnalistiteh  entsprechend  besteht  der  Satz :  Wenn  abe  and  123 
in  dreifacher  GolUoeation  sind,  ist  das  Dreieck  der  CoUineationscentn 
sowohl  mit  abe,  als  auch  mit  123  in  dreifacher  Ck)Uineation-,  die 
Centra  der  Collineationen  mit  abe  sind  die  Eckpankte  von  123,  — 
and  Dihgekohrt. 

Wenn  abe  aad  12,  23  gegeben  sind,  kann  31  leicht  so  constmirt 
werden,  dass  abe  nnd  123  in  (afyfi^)  und  ((i,£sCj)-Cotlineationen  seien, 
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—  genau  bo,  wie  im  vorigen  Falle.     Dum  sind  aber  die  Dreiecke 
auch  in  ((it&ic,]-Collineatioii. 


abe  and  123  sind  in  (aiVs)i  (ai^i4)i  ("s^t^i)  »od  (a^ieg)-Colli- 
1,  wenn  A  —  (t  •=  v  ist. 

23:    lü+y-l-»  — 0    Dnd  die  (<i,6g(!,)-Axe:    j«+y+»  —  0 

31:    x+ly  +  tt—O  die   (a^,c,)-Aj[e :    (r+jy+s  — 0 

12:    «+y+ij  — 0  die  («,i,<^)-Axe:    le+y+j^«— 0 

und  die  (a]&i(^]-Aie :    x+y\-z  ->  0 

Das  Dreieclc  der  Nebeuaxen  ist  also  in  Tierfochcr  Collineation 
mit  aht.  Die  Hanptaxe  ist  dieselbe,  wie  bei  den  Colüneatioiien  von 
die  nnd  123,  die  Nebenasen  sind  die  Seiten  von  123. 

Die  Coordiuaten  des  (atb^^yCentTaua  sind        1,  1,  1 

-  (ojV»)-        -  -  —  x+i'         ^'  ' 

-  O.V.)-     -       -      1.  -lii.      1 

-  (a,ii<%)-        -  -  1,  >•      -i^l 
sden  diese  Pnnkte  mit  0,  l,  II,  III  bezeichnet. 

Das  Hanptcentrnm  (ü)  ist  der  Pol  der  Haaptaze  in  Bezng  anf 
das  Dreieck  abc.    Man  kann  anch  umkehren  nnd  sagen: 

Wenn  abe  aai  123  in  (eiAiCg)- Collineation  sind  and  das  Colti- 
neationicentram  der  Fol  der  Colli ncstionsaxe  ist  in  Bezog  anf  das 
Dreieck  a&e,  so  sind  die  Dreiecke  ancb  in  {a^bsCt),  (oj/btCi)  nnd  (ni^oj)- 
ColUnoaünncn. 

TU:  .+,-^^,  =  0 

Das  Dreieek  der  Nebencentra  ist  also  in  vierfacher  Collineation 
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mit  abe,  Hanptcentium  und  Axe  igt  dieselbe,  wie  bei  abe  und  123,  — 
Nebeocentra  sind  die  EckpDDkte  von  123. 

Weno  abe  and  die  Haaptaze  gegeben  sind,  ist  damit  andi  das 
Hauptcentrnm  gegebea.  Eine  Seite  von  123  besliinmt  die  Obrigea,  — 
diesQ  eine  Seite  ist  anch  nicht  ganz  willkQrlich,  sie  mas8  die  Hanpt- 
axe  mit  der  entsprechenden  Seite  von  abe  in  demselben  Punkte 
schneiden. 

IV. 

Es  mögen  endlich  die  Data  der  nur  algebraisch  cxietiresden 
sechsfachen  Collineation  vorgefahrt  werden. 

i  =  f(  ^  V  =  n  (eine  complexo  dritte  Einhütswnrzel) 
(o,V3)--Ase:  *+!'+«  =  0  (a,b^et)-Axe:     aht+y+z  =  0 

{<iaV»)-A«:    Hi+oy+«»a-0  (*,6^,)-Axe:    r+n»j/+»  =  0 

(a,V,)-Aie:     äc+n>ff-j-M  — 0  (a^,Ca)-Axe:    «-fy+ft'z  =  0 

Das  Dreieck  der  ersten  Gruppe  sei  ABC,  das  der  zweiten 
in  III. 

Die  Centra  sind  die  Pole  der  Axen  in  Bezng  anf  lAe,  and  wie 
man  sidi  leicht  überzeugt,  in 

A  der  Pol  von  ffC,      B  von  CA,      C  von  AB 
I  der  Pol  von  iTlil,    11  von  ml,    m  von  Tli 

Wenn  abe  und  die  reelle  Axe  gegeben  sind,  giebt  es  zwei  Drei- 
ecke, welche  mit  abe  in  sechsfacher  CollineatJoD  sind,  entsprechend 
den  beiden  complexen  dritten  Einheitswnrzeln  (ce  und  a*).  Das  eine 
Dreieck  ist  das  Dreieck  der  zweiten  Gruppe  von  Collineatiousaxon 
für  das  andere  Dreieck.  Uebcrhanpt  stehen  a£c,  123,  ABC  und  / 
//  III  in  solchem  Znaammenbango,  dass  irgend  zwei  der  vier  Drei- 
ecke in  sechsfacher  Collineation  sind  nnd  die  Axen  die  Seiton  der 
beiden  anderen  Dreiecke  sind  und  zwar  so,  daas  die  Seiten  eines 
Dreiecks  diejenigen  Axen  sind,  deren  Symbole  darch  cykllsche  Per- 
mntation  der  Indices  in  einander  Übergehen. 

Klansenbnrg  (Ungarn),,  November  1882. 
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Zivi  Aufeatse  des  Heim  Dr.  E.  Halss.    T.  LXVI.    Nr.  XXX. 

Der  Verfasser  meint,  dase  den  Elaaticitätegleichangen  fOr  isotrope 
Uedieo  genOgt  wird  durch  parUcoIäre  Integrale  von  der  Form  (GL  7.} : 

I  =«-«co9(Ae-5t+«) 

f]  -=ie-«C08(fce  — »i  +  |3) 

i  =  M-«COS(fee— rf+y)  ■^ 

wo 

wahrend  a,  b,  c,  «,  ß,  j-,  S,  «,  u,  »,  w  Constante  siod.  Dies  ist  aber 
nur  der  Fall ,  wenn  S  •=0,  und  damit  ist  Alles  vom  Verfasser  ge- 
sagte hin  Allig.  , 

Denn  setzt  man  «  =  0,  w  ~  0,  was  ohne  weiteres  gestattet  ist, 
da  dies  nur  auf  eine  Coordinatentransformation  hiDauskommt ,  und 
die  Lage  des  Coordinatensjatoms  beliebig  ist,  so  wird  einfocb 


Setzt  man  dann  die  obigen  AasdrQcke,  die  von  ^,  z  unabhängig  wer- 
den, in  die  Elasticitfttagloichiingen  (1)  ein,  so  ergibt  die  erste  der- 
selben, wenn  ich  znr  AbkOrzong  vx — tt  mit  x  bezeichne; 

I)  ac08«[S*C08x— 2Ä«8in];— «*C08i] 
—  a  sine  [S*  sin  1  +  2S»  cos  X  —  »*  sin  x]  = 

~  u*{  G + 3fi)  [a  coB  et  coB  X  —  d  Bin  a  Bin  ß 

Da  die  Coefficienten  von  cosj  and  Binj  für  sich  beiderseits  gleich 
sein  mttssen,  so  folgt  weiter: 

II)  aeaatt(S'~a*)  —  2Staäna+u*(G+3R)acosa  =  0 
aamu(il*~»*)+2Stacoaa+u\G+3Jl)aBma  =■  0 

oder 

aco3o[S«  — *»-j-u»(G-t-3K)]  =2S.o8in« 
asin(r[S*— <»-l-«»(G'  +  3B)]  =  —  2&acos«] 

woraus: 

ni)  a*\[S»-»'+u*iO+3B)y  +  [2Sty\  -  0 

a-^O  wOrde  £  ^  0  machen;  daher  ist  einzeln 

S»-.«-|-«»((?-|-3/t)  =  0;    S»  — 0 
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Fflr  >  =  0  wQrde  S  imagioär,  folglich  ist  8  =  0. 

Die  zweite  und  dritte  der  Elasticitätsgleichongen  ergeben  das- 
selbe Resnitftt,  nur  dass  *  andern  Wert  erhält,  n&mlich: 

Damit  die  an  die  Spitze  gestellten  AusdrQcke  (7)  den  Elasticitits- 
gleichoDgen  gcnttgen,  miisB  notwendig  S^O  sein.  Damit  aber  föUt 
die  ganze  Arbeit  des  Herrn  Maiss  in  nichts  znsammen;  denn  alle 
weiteren  Schlosse  werden  hiiii&llig. 

A.  Wangerin. 
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und  ihre  Anwendung  auf  kubische  Gleichungen, 

parabolische  Bewegungen  und  bipolare 

Anziehungen. 
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Unter  deDJenigen  Ciutgd,  welche  nächst  den  Kegelschnitten  reich 
sind  an  vorzOgUcheO  Eigenschaften,  igt  wohl  in  crstor  Linie  die 
Lemniskate  zn  nennen.  Hehrere  Eigen tOmlichkciten  derselben,  welche 
einiger  Aufmerksamkeit  wert  erscheinen,  hahen  wir  im  Folgenden 
tasammengestellt;  sie  beziehen  sich  auf  die  Trisoction  des  Winkels 
and  die  damit  verbundene  geometrische  Anflösung  des  casDS  irrednc- 
tibilis  der  kubischen  Oleichangen.  Ebenso  finden  im  Znsammenhang 
hiermit  die  flbrigen  Fälle  ihre  geometriach-trigonometrische  Begrfln- 
dang,  so  dass  das  Game  nnter  einem  einhoitlicheu  Gesichtspunkt 
erscheint. 

Ferner  erlanbt  im  Anschhiss  hieran  die  Lemniskate  Termittelst 
des  Problems  der  Tangeotenziehnng  eine  bemerkenswerte  Anwendung 
auf  die  parabolische  Bewegung  der  Himmelskörper.  Eine  weitere 
Untenucimug  zeigt,  dass  unter  der  Einwirkung  zweier,  nach  bestimm- 
tem Gesetze  wirkender,  gleichen  und  festen  Massenponkte  ein  dritter 
eine  Lemniskate  beschreiben  kann.  Endlich  leiten  wir  noch  den  Satz 
ab,  dais  die  Anziehung  einer  mit  Masse  gleiclifärmig  belegten  Lem- 
niskate auf  jeden  ihrer  Brennpunkte  gleich  Null  ist,  sofern  das  New- 
ton'sche  Gesetz  zn  Grunde  gelegt  wird. 

T<u  ut.  8 
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S  1. 

In  der  Ebene  einer  Lemniskate,  deren  Polu-gleichnng 

1)  r*  =  a*eoi2(p 

ist,  sei  ein  Pnnkt  durch  die  Polarcoordinaten  R(<p)  gegeben.  Eine 
durch  diesen  Punkt  gehende  Gerade,  welche  im  Allgemeinen  die  Corvo 
in  4  Pnnkten  schneidet,  bilde  mit  R  den  Winkel  d,  wfihrend  die 
4  Abschnitte  derselben,  vom  Punkte  R((fi)  an  gerechnet  durch  t„  rj 
etc.  bezeichnet  sein  mSgcD.    ^Fig.  1.) 

Dieselben  sind  die  Wurzeln  der  leicht  abzuleitenden  Gleichung 

2)  «*-4ÄC0B3.i;8+(2B»+4Ä»C0Ba*— a»C082((p  — e)}iE» 
—  {4Ä>C0Bi  — 2a»RcOB(2ip  — Ä))a-1-Ä*— a»Ä»cofl2v  —0. 

Die  Gcminante  der  biqnadratischon  Gleichung  hat  bekanutlich  die 
Form: 

3)  -K+ai)(a;,+3-,)(x,+e,)(:r,+>-,)(ä-,+»-.)(»-g+r,)  =  a»rf-«ic+<:* 

Unter  der  Yoraussetznng,  dass  R  die  Mitte  einer  der  darcb  die  Se- 
cante  mit  der  Lemniskato  gebildeten  Abschnitte  mit  0  verbindet, 
oder  dass 

4)  «,+«,  =  0 

ist,  geht  die  auf  2)  angewandte  Bedingungsgleichung 

5)  a»rf— oic  +  c»  — 0 

nach  einigen  Entwickelungen  Aber  in  die  quadratische  Gleichung 

6)  Ä'-<.'^j7-^Ii'+~c«.(2»-«)»>(2„-3«)  _  0. 
Die  Wurseln  derselben  sind 

^>  Ä»-  2^gji(cofl2(v-a)±8in3). 

Die  vom  Mittelpunkte  der  Lemniskate  auf  die  Gerade  geftllte  Nor- 
male A  bilde  mit  der  .X-Achse  den  Winkel  ^,  dann  ist  (p  — ä~90  —  i/'- 
Wegen  h  -^  Raind  gebt  7)  aber  in 


-(.. 


-Jeo.2»)s+f -0. 


Hierin  ist  c  ^  ±  —tö  die  Entfernung  der  Brennpunkte  v 
punkt  der  Gurre. 
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Da  io  der  kabischen  Gleicbatig  8)  das  zweite  Glied  fehlt,  bü 
erhftlten  wir  den  Satz,  dasB  die  Samme  der  3  Mittellinien  ü^-f'^s'^' 
ifj  •=•  0  ist,  Bofern  dieselben  einander  entsprechen.  Geht  also  ein 
mit  der  Lemniakate  concentriBcber  KreiB  dnrch  die  Mitte  einer  der 
6  Sehnen,  welche  durch  eine  Gerade  mit  der  Lemniakate  gebildet 
Verden,  so  geht  er  anch  durch  die  Mitte  der  ihr  cnteprech enden 
iwciten,  oder  die  Mitten  zweier  entsprechenden  Sehnen  haben  vom 
Ceutrnm  gleichen  Abstand.  Die  Summe  der  zusammengchfirigen  Ra- 
dicD  iti-[-^»  ist  gleich  dem  dritten  —Hj. 

Ftlr  die  dnrch  einen  Brennpunkt  gehende  Secante  vereinfacht 
sich  die  Gleicbang  8)  xa 

S|  Ä'-^Ä  +  1'-0 

nod  kann  zur  geometrischen  Auflösung  der  kubischen   Gleichungen 
lieDiitzt  werden. 

Dieselbe  ist  ffflr  die  Trisection  eines  Winkels  von  Wert. 

Ein  Kreis  P,  dessen  Mittotpunkt  anf  der  .^-Achse  liegt,  und 
denen  Peripherie  dnrch  O  und  einen  Brennpunkt  Q  geht,  schneidet 
die  Cnrve  in  2  Punkten,  deren  ßadionvcctoren  r  bei  der  Annahme 
!)■  =  Sc*  ^  3  die  Einheit  sind.  Substituiren  wir  diese  Ausdrücke 
nebst  h  =  ^sinSt  in  9),  so  gebt  dieselbe  Über  in 

10)  Ä»  — (Ä-fJsinSj  =■  0. 
Dt  aber  auch 

11)  sin*'  — Jsin«+Jsin3r  =0, 
so  rind  die  Wurzeln  von  10) 

B,  —  sint, 

12)  Ri  —  sin(60— I), 
Äg  —  sin(60-|-0. 

Vermittelst  der  LomniBkato  wird  die  Trisection  dos  Winkels  in 
folgender  Weise  gelöst: 

Ist  der  feBte  Kreis  P,  der  Einheitskreis,  dessen  Centrum  O  ist, 
nnd  endlich  der  Halbkreis  aber  dem  Radinsvector  r  =  1  für  alle 
Falle  couBtmirt,  so  bestimmt  der  gegebene  Winkel  3t  im  Einheits- 
kreiie  eine  Strecke  3A  =  ain3(,  deren  Drittel  h  wir  als  Sehne,  von 
0  ans  im  Kreise  P  eintragen,  die  durch  den  Endpunkt  der  Sehne 
tmd  den  bezüglichen  Brennpunkt  Q  gezogene  Secante  liefert  die  be- 
IrelendeD  Radien  nach  den  Mitten  ihrer  Abschnitte,  welche  im  Ualb- 
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kreise  eiagetn^on  die  drei  'Wiiikel  t,  60"—«,  60*+ s  sofort  findcD 
l&BBen. 

Diese  Methode  wird  uns  von  Natzen  sein  bei  der  AnflSanng  der 
kabischeu  Gleicbuogea  mit  reellen  Warzeln. 

Man  bemerke  nocb  die  ans  7)  tiervorgehende  Gleichung 

">  ^  -[2)  ^ 


COB«» 


der  ans  zwei  Teilen  bestobonden  Carve,  welche  die  Sehnen  einer 
Schaar  paralleler  mit  der  Achae  den  Winkel  z  einscbliessender  Ge- 
raden halbirt.  Für  t  =  <ji  —  ©  —  0  rcsnltirt  eine  Curve,  welche 
bemerkenswerte  EigenBchaften  besitzt  und  zn  andern  CnrvcD  eine 
gewisse  Beziehung  hat 


S2. 

Von  einem  Punkte  der  ^-Achse  der  Lemniakaten  ziehen  wir 
Tangenton  an  letztere.  Bezeichnen  wir  allgemein  die  Polarwinkel 
der  Berahmngspnnkte  mit  g>,  so  ist,  wenn  die  Abscisse  jenes  Panktes 
m  ist, 

8in(90°— 3y) 
cos  29) 


16)  5  -  ^, 

Die  bierans  leicht  zn  entwickelnde  Gleichung  fflr  cos2f)  ist 

3  ' 

16)  C0S2?!* j -^-r  00829» -)- 


(-ä)   '"<-&)" 


welche  fflr  -  —  oos3e  flbergeht  in 

Die  Woizeln  dieser  Gleichung  sind  fnr  m  ^  c 

»in(60-i)  „  «ie(60+i) 

'■-     >i»3.    •   «"^"■•--'SiSi— 

und  können  nach  S  1-  leicht  construirt  werden,  wodurch  die  Berah- 
rongspnnkte  der  Tangenten  l>ek&nnt  sind. 
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Wir  Allen  Tom  Hittelpnnkt  O  anf  dieB«  Tangentea  dio  Senk- 
rechten  ie„  x,,  and  wollen  nnchweisen,  dass  durch  diese  NormalMi 
(Fig.  1.) 

'  ^  —  r,COB2qOi, 

die  Wurzeln  der  kobischen  Oleichnng 

20)  «*-p«  +  g  =  0, 

welche  in  ihrer  trigonometriBcbcn  Auflösung  bekannt  sind  unter  der 
Form 

.   „  3« 

21)  Xi  =:y^Biu(    etc., 
erhalten  werden  können. 

Führt  man  n&mlich  19)  in  17)  ein,  ao  resultirt 
3r*         ,       r'      _„ 


■'4sinS«*'''"48in8«» 


I>ie  Identität  dieser  Oleichnng  mit  20)  Tcriangt 


St» 
'4  Bin  3t»' 


.   „  3« 

>in3i  —  ~T=, 


25)  iBj-V^sin«, 

*»  —  VSpsinteo"  — e), 

wie  oben  angegeben. 

Der  Casus  irredactihiliB  der  hnbiflchen  Oleichnngen  kann  demnach 
TennitteUt  einer  Lemniflkate  io  folgender  Art  geometrisch  ao^lOst 
werden. 

Man  conatmtre  gernftse  21)  den  Hulfswinket  3i  als  Centriwinkel 
des  durch  die  beiden  Bronnpnnkte  gehenden  Focalkreiaes.  Durch 
den  diesem  Winkel    entsprechenden   Kreispunkt  liehen  wir  gemäss 

-  —  cos  3t  eine  Tangente  bis  zum  Durchschnitt  mit  der  X-Achse 
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nnd  von  hier  ans  2  Tangeoten  an  die  Lemniskate,  dann  sind  die 
vom  Centium  0  anf  dieselbeD  gefiHlten  Normalea  2  Wurzeln  der 
Gleichung,  wie  sie  in  25)  angegeben  sind.    Das  Mass  filr  die  Einheit 

bestimint  sich  aus  na  »  —- 
P 

Liegt  m  zwischen  a  und  a,  bo  existlrt  nor  eine  Normale.  Ist 
dagegen  m  <C  c,  so  nimmt  16)  eine  andere  Form  an.  Wir  errichten 
in  dem  betreffenden  Punkte  eine  Normale  bis  zum  Durchschnitt  mit 
dem  Focalkreise  und  verbinden  diesen  Schnittpunkt  mit  O,  der  von 
diesen  Geraden  gebildete  Winkel  sei  a  —  90°  —  2ip,  dann  ist 

26)  C082*'  +  }tgtt>.co82i/.  — Jtgn»— 0, 

nnd  die  Normale  auf  die  Tangente  ist 

X  —  rco82«{'. 

Wir  werden  auf  diesen  Fall  nachher  wieder  znr0<^ommen. 


5  3. 

um  die  übrigen  Falle  der  kubischen  Gleichungen  mit  imagin&ren 
Wurzeln  zu  behandeln,  gehen  wir  zurück  auf  2),  setzen  darin  aber 
voraus,  daBBit(qi)  sich  anf  die  Lemutskate  bezieht,  and  nehmen  d^-go" 
an.  Die  Secante  steht  also  anf  dem  Radiusvector  R  =:  r  senkreckt 
Da  eine  Wurzel  verschwindet,  so  reanltirt  ans  diesen  Voraussetzungen 
die  kubische  Gleichung: 

27)  iS+Sr»»— 2r»lg2qi  =  0. 

Bezeichnen  wir  den  Winkel  zwischen  der  Tangente  und  dem 
Radiusvector  mit  «,  so  ist  o  =  90  — Z^s.    (Fig.  2.) 

Nach  den  Methoden  der  trigonometrischen  Anflägung  ergeben 
sidi  nun  folgende  Formeln: 


tg«-  £v1^  =  cot2v, 


X  =■  y^COti  =  SrCOtÄ. 

Verbinden  wir  der  letzten  Formel  gemäss  die  Hitte  der  Lemnis- 
katensehne  x  mit  dem  Mittelpunkt  der  Cnrve  durch  die  Hittellinie  y, 
so  ist  ä  der  Winkel  zwischen  x  und  j/.  Danach  haben  et  und  i  ihre 
geometrische  Bedeutung  erhalten. 
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Die  geometriBcb-trigODometriBCbe  Anflösaiig  der  kabischBii  Glei- 
cboog 

29)  jE>-[-pa_g  _.  0 

gSBUltet  sich  ftlso  nitch  Obigem  foIgendermaaseD : 

Der  ans  den  Paramotern  p,  q  berecbnete  Winkel  a,  oder  dessen 
betreffender  Polarwinkel  91  bestimmt  anf  der  Lemoiskate  einen  Punkt, 
ia  welchem  wir  aeokrecbt  znm  Radinfi  r  eine  Normale  bis  znm  Durch- 
schnitt mit  der  Cnrve  errichten.  Diese  Sehne  oder  Nonnale  ist  die 
reelle  Wurzel  der  Gleichnng,  und  das  Haas  fttr  die  Einheit  ergiebt 
sich  ans  3r*  =  p. 

Die  Tangentenziehnng  von  einem  Punkte  der  X-Achse  innerhalb 
des  Focalkreises  ist  nach  dem  Obigen  leicht  dorchfahrbar. 

Wendet  man  nämlich  auf  36)  die  vorhin  entwickelte  Methode  an, 
so  resoltirt  schliesslich  der  Wurzelausdmck 


30)  cos  2^  =2 


31) 


tg« 

Uan  hat  demgemäss  den  fUr  36)  betreffenden  Winkel  2q)— 90" — « 
za  halbiren,  die  Halbimngslinie  bis  zur  Cnrve  zu  verlängern  und  da- 
selbst senkrecht  zur  Linie  eine  Normale  bis  zum  Durchschnitt  zu 
errichten.  Die  Halbimngslinie  y  giebt  den  Winkel  S,  und  damit  kann 
cosStfi  vermöge  30)  teicbt  conatmirt  werden. 

Bezttglicb  dos  letzten  Falles  der  kubischen  Gleichungen  beziehen 
wir  nns  auf  die  Gleichung 

ä»-(ä»-J*cos2v)ä+^-0, 

welche  wir  durch  dio  Annahme,  daas  der  Funkt  h{ip)  anf  der  Lem- 
niskate  liegt,  oder  dass  h*  ==  a*C0B2gn  ist,  vereinfachen  in 

32)  j,«_Jr»y  +  aV=0. 
Dabei  ist  R  ^  y  gesetzt. 

Vermöge  der  bekannten  Formeln  zur  AuÜösnng  der  Gleichung 

33)  y^-py+q  -  0 
erhalten  wir  die  Relationen 

sin«  =  at%2ip  —  ^Vip, 

34)  tgia-tgl', 
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Die  Methode  der  Auflösung  der  kubiscfaeo  (ileichiuig  33)  ist 
demnach  der  vorhin  entwickelten  analog.  Dio  reelle  Wurzel  wird 
durch  die  HittclUnie  y^R  eines  rechtwinkligen  Lemniskatendreieclu 
heBtJmmt,   in  welchem   die    eino  Kathete   durch  einen  BadiuBvector, 

dessen  Polarwinkel  vermitl«l8t  C08  2qi>  —  ^"/ip  berechnet  wird,  be- 
stimmt  ist.  Dio  Mitto  der  andern  Kathete,  verbunden  mit  dem  Geo- 
trum  der  Curve  ist  als  Mittellinie  des  Dreiecks  die  bctroffendo  Wurzel, 
für  welche  aus  r'  —  |p  das  Mass  der  Einheit  hervorgeht  Wie  vor- 
hin ist  S  der  Winkel  zwischen  der  Mittellinie  und  der  anderu  Kathete. 

Die  Gleichung  27)  wollen  wir  noch  etwas  transformiren,  indem 
wir  tg^  ^  -  einffüureu.  Jo  ist  der  Winkel  zwischen  der  Katbete  r 
des  genannten  Dreiecks  und  seiner  Hypotennae  r'. 

Demgemäss  ist 
35)  tgK+StgJo  — 2t«2<p-0. 

Führen  wir  hierin  statt  tg|v  den  Ausdruck 

ein,  und  eutwickoln  nach  Potenzen  von  cosio*,  so  resnlürt  schlieBsltch 

Diese  beiden  Gleichungen  werden  ans  im  Folgenden  von  Nutzen  sein. 

Auf  der  F-Achse  der  Lemniskato  ziehen  wir  von  einem  Punkte 
y  —  ti  Tangenten  an  dieselbe,  ein  BerUhrnagspnnkt  habe  die  Polar- 
coordinaten  r(t('),  der  Winkel  zwischen  den  bezQglichen  Brennstrahlen 
sei  V.    (Fig.  2.) 

Zunächst  ist  leicht  die  Relation 

37) 

abzuleiten.    Ferner  ist 


cos  2* 

-  CO.j.' 

"- 

C08  2l(< 

r>_ 

a»C0s2l(;. 

Entwickeln  wir  38)  nach  Potenzen  von  cos^*,  nachdem  wir  vorher 
darin  cog2Ti'   dnrch  cos^'  ausgedruckt  haben,  so  gewinnen  wir  die 
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39)  (coBi»»)»-     ,    ^     ..   (cosje*) ..    ^      ..   -  0. 

Diese  QloicbDiig  wird  mit  36]  idenüBch,  wenn  -  —  %g2>p  ist. 

Das  Problem  der  Tuigeotenziehang  von  einem  Punkte  der 
y-Achse  ist  damit  gelOst.  Man  verbinde  nämlich  den  betreffenden 
Punkt  jF  ^  n  mit  einem  Brennpankt  dorcb  eine  Gerade,  deren  Nei- 
gung gegen  die  JT-Acbse  ^2<p  BCi,  betrachte  aledann  ip  ala  Polarwinkel, 
dessen  Radiusvector  r  mit  der  Uypotenase  r'  des  rechtwinkligen 
Dreiecks  rar'  den  Winkel  In  einschliesst.  Der  entsprechende  Winkel 
e  zwischen  den  Bronnstrahlen  ergiebt  als  Focalwinkel  der  Cnrve  den 
Berührungspunkt  der  Tangente. 

Schliesslich  wollen  wir  noch  fflr  die  Hjpotennse  r'(qp')  des  ge- 
nannten Dreiecks  folgende  Gleichung  aufstellen: 

«))  coB2?i'ä+3cos29i.cos29>'*--4cos29>  =  0, 

oder  anch 

Die  trigonometrische  AnfifiBung  giebt  die  Relationen: 

a*  _    1 

also 

cos  291'—  sinn'—  sinfl 
nnd 
42)  <t'  —  d. 

Demnach  ist  der  Winkel  zwischen  r'  nnd  der  zogeborigen  Tangente 
gleich  dem  Winkel  8  zwischen  der  Kathete  x  nnd  der  Hittellinie  y. 
Macht  diese  mit  der  X-Achse  den  Winkel  9,  so  ist  noch  9  —  9  »=  2<p'. 

Wir  werden  Bpftt«r  die  soeben  entwickelten  Resnttate  noch  anf 
einem  andern  Woge  ableiten. 

Bemerkong.    Bio  Formel  37)  ergiebt  sich  in  folgender  Art: 

Heissen  die  beiden  Brennstrahlen  p  und  q,  so  hat  man 

ic*  "  p'-\-q' — 2p^cost>, 

p»4-gi_2r»+2.«, 

pq  =  c», 

r*  —  a*coa2ip. 
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Hieraus  crbtUt  man  leicht  dnrch  SubstdtnlJon  der  letzlon  S 
goD  in  dio  erste  dio  Bedlngungsgleicliuiig. 

Ferner  bestehen  noch  die  Belationen 


äf 

=  y7+r'+r, 

2, 

=„y,.+^_. 

p 

8l»(i..-») 

9 

-.1«),  +  ^) 

Die  theoretische  Astronomio  zeigt  bekanntlich,  daaa  die  Formel 
35)  oder 

43)  t«i«+itgK-itg2v 

mit  der  parabolischen  Bewegung  der  Kometen  in  Terbindnng  steht 

Da  es  von  Interesse  ist,  zn  nntersnchea,  in  wie  fem  die  Lemis- 
kato  mit  diesem  Bewegangaproblem  VerknUpfongspunkte  hat,  wollen 
wir  in  Kürze  die  allgemeinen  Boweguugsgleichnngen  fDr  den  spe- 
ciellen  Fall  der  Parabel  entwickeln. 

Nach  dem  Newton'scben  Qesetz  -, ,   wo   k'  die   Constante   des 

SoDoensystems   ist,  sind   die  Componenten   der  anf  den    Kometen 
wirkenden  Kraft  parallel  zn  den  Coordinatenachsen 

X ;s<=08W  =  —  TT' 


Die  DiSerendalgleichangen  sind   demnach,   da  die  Krftfte  dem 
zweiten  Differential  nach  der  Zeit  gleich  gesetzt  werden  kOanen 


46) 

Uierans  erhUt 

man 

ohne  Muhe 

bjGoogIc 


Othiiighaus:  Eigtnidia/iin  der  £<mnMJtaft. 

■fy 


46} 

Die  Integradon  ergiebt 

dj/        dx 


Da  naa  bekanntlich 

*J-yf -2d(Sect)-r»A., 
80  ist 
48)  r'dti  =  edl. 

Die  CoDBtante  o  ist  nan,  wenn  die  Uasse  des  Kometen  »  0 
ugenommeD  wird,  gleicb  k^p  and  weil  r  —  „  lii'ä^  ^t*  erhklten 
wir  idilieBBlicli  den  Aosdrack 

Die  Integration  ergiebt  also 

ii. 

M)  tgi«+itgl»>  =  ^. 

Hierin  bedeutet  tf  die  Anomalie  nnd  (  die  seit  dem  Peribeldnrchgang 
Terflosiene  Zeit. 

Die  IdentiUt  der  Gleichnogen  43}  nnd  51)  verlangt  die  Bedingung 
51)  ^2,,-±-l. 


Wir  setzen  ^  -°  e  gleich  dem  Abstand  eines  Brennpunktes  vom 

Hitlelpnnkt  einer  Lemiskate.    Es  ist  k  •»  0,017202,  nnd  p  wird  in 
Einheiten  der  halben  grossen  Aie  der  Erdbahn  ansgedrttckt. 

Um  also  mit  Htllfe  dieser  Lemiskate  fUr  jede  Zeit  die  Anomalie 
oder  den  Ort  eines  sich  in  einer  Parabel  bewegenden  Kometen  zu 
finden,  errichte  man  im  Brennpunkte  der  ersteren  senkrecht  zur 
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Achse  eine  Nonnale  =  e,  d.  i.  das  Mass  der,  vom  Periliel  an  ge~ 
rechncteD  Zeit    Der  hierdurch  bekannte  Winkd  7,  hcrvorgebeDd  ans 

53)  tg2<p  -  ^ 

beatimmt  als  PolarwiDkel  der  Lemniekate  einen  Punkt  r{qii)  derselben, 
dnrch  welchen  wir  senkrecht  zum  Radiasvector  r  eine  Senkrechte  bis 
zum  Darcbschnitt  mit  der  Cnrvc  errichten  und  den  Schnittpunkt  mit 
dem  Centrnm  verbinden;  der  zwischen  diesen  beiden  B«dienvectoren 
eingeecblosECne  Winkel  ist  jo  oder  die  halbe  wahre  Anomalio  des 
Himmelskörpers  in  seiner  Bahn. 

Diese  Gonstruction  gestattet  also  den  Ort  zn  finden,  wenn  die 
Zeit  gegeben  ist 

Bemerkung.  Errichtet  man  im  Punkte  IHv)  einer  Parabel  die 
Normale  bis  zum  Dnrchschnitt  mit  der  Directrix,  verbindet  alsdann 
diesen  Pnnkt  mit  dem  Brennpunkt  durch  eine  Gerade,  so  ist  dw 
Winkel  zwischen  ihr  nnd  der  Achse  gleich  2tp.  Der  durch  die  Kor- 
male bestimmte  Abschnitt  der  Derectrix  ist  demnach  der  Zeit  pro- 
portional. 

Soll  dagegen  vermittelst  der  Lemniskate  ans  dem  Ort  des  Eometön 
die  entsprechende  Zeit  dnrch  Gonstruction  gefanden  werden,  ao  mnaa 
man  ausgehen  von  den  Gleichungen 

M) 


7 3\  1™'I" 7       3\  ■ 


Wie  wir  gezeigt,  geht  die  erste  ans  einer  Transformation  von 
51)  hervor.  Die  zweite  ist  die  Tangentengleichnng  der  Lemniskate 
bezüglich  der  y-Achse. 


80  fo^ 


oder 
&6} 
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Dieser  etnfaclie  Ausdruck  gestattet  eine  leichte  ConstTDction  ftkr  des 
Fall,  die  Zeit  (  durch  e  zu  beaUmmen  (Fig.  2.). 

Wir  ziehen  nämlich  durch  den  Lemniakatenpnnkt,  dessen  Breun- 
Btrahlen  den  gegebenen  Winkel  v  einschlieBseo ,  eine  Tangente  bis 
znr  F-Acbse,  verbinden  den  DnrchBchnittapunkt  mit  einem  Brenn- 
pnnkt  dnrch  eine  Gerade  nnd  errichten  auf  derselben  gemäss  65) 
eine  Normale  bis  zur  F-Achse.  Die  Entferanog  dieses  zweiten 
Dnrchschnittspnnktes  vom  Centram  der  Lemniskate  ist  das  Haas  der 
seit  dem  Oarchgang  dnrch  das  Perihel  verflossenen  Zeit 

Wollen  wir  dagegen,  hei  gegebener  Zeit  die  Anomalie  des  Ko- 
meten snchen,  so  kommen  wir,  den  angegebenen  Weg  rflckw&is  ver- 
folgend, anf  eine  Tangentenziehnng  zurQck,  welche  den  gesachten 
Winkel  t>  als  Winkel  zwischen  zwei  Brennstrahlen  der  Lemniskate 
liefert 

Die  Theorie  der  kometischen  Bewegung  l&sst  noch  die  Ge- 
schwindigkeit des  Himmelskörpers  in  folgender  Art  finden: 

Ans  45)  erhalten  wir 

5G)  _ 

welche  Gleichnngen  wegen 


rdr  —  ada-f-pdy, 


57) 

abergeht  in 

^) 

Integrirt  man,  so  reanltirt 


Die  IntegraÜonscoDStante  ist  in  anserm   Falle  —  0.     Die  Ge- 
Bchwindigkeit  g  ist  demnach,  wenn  R  anstatt  r  gesetzt  wird 


-J/- 


wo  R  den  Radinsvector  der  ParalJSl  bedeutet. 
Die  letzte  Formel  geht  nun,  da 
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ist,  ober  id 

62)  ff  =  3V2.~.r. 

r  ist  lücr  der  Kadiusvector  der  Lcmoiskate,  welcher  dem  Vector 
R  in  der  Parabel  cntspricbt.  Die  Geschwindigkeit  des  Kometen  ist 
demnach  dem  bexQgltchen  Radinsvector  r  der  Lemnishate  direct  pro- 
portional. Diese  Corve  kann  demnach  für  die  parabolische  Bow^[aag 
als  eine  Art  von  Hodograplt,  wenn  man  in  der  Definition  desselben 
von  der  Richtung  absieht,  angesehen  werden.    Die  Qeschwindigkeit 

g'  des  bezfiglichen  Lemniskatenpanktes  ist  s'"  „■,   wo  A  die  Tom 

Centrnm  auf  die  zn  diesem  Pnnkt«  gehörende  Tangente  ge^te  Nor- 
male bezeichnet.  Die  Geschwindigkeit  in  der  Lemniskate  ist  also 
dieser  Normale  direct  proportional. 

Man  bemerke  noch,  dass  der  Scheitelpunkt  r(0)  and  dae  Centram 
der  Lemniskate  beziehungsweise  dem  Perihcl  und  dem  Unendlichen 
der  Parabel  entspricht 


Die  Lemniskate  steht  noch  mit  einem  andern  eigentflmlichen 
dynamischen  Problem  in  Verbindung,  welches  sich  auf  die  Anziehung 
zweier  festen  Massenpankte  auf  einen  freien  dritten  Pnnkt  bezieht. 

Die  festen  ansehenden  Fatlkte  seien  Brennpnnkte  einer  Lemnis- 
kate ,  nnd  wir  wollen  versnchen ,  das  Gesetz  der  Anziehung  za  be- 
stimmen, Termöge  welcher  der  dritte  Punkt  die  Lemniskate  beschreibt. 

Die  Componenten  der  Anziehung  der  in  den  Brennstrahlen  p  and 
q  wirkenden  Kräfte  F  und  Q,  welche  von  den  Blusenpunkten 
n»]  —  )»,—  1  ausgehen,  dllrfen  tangential  auf  den  dritten  Pnnkt  <• 
keine  Wirknng  ausObcn.  Der  Polaminkel  des  letzteren  sei  9>,  äst 
Winkel  zwischen  den  Brennstrahlen  e,  die  Winkel  zwischen  dieseo 
nnd  der  Normale  sind,  wie  leicht  nachzuweisen,  bezttglich  if+f* 
nnd  ^v—qi.    Demnach  muss  sein 

63)  P8in(ie+9.)  —  Q%iD(iv~ip) 

Well  aber 


64) 

ist,  so  haben  wir 


^sin(Jf+y) 
8in(^>  — ip) 
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Die  Krftfte  P,  Q  sind  demnach  der  Entfernang  vom  angezogenon 
Punkt  omgekelirt  proportional.  Hierbei  Bctzcn  wir  dio  Wirkung  jedor 
der  BDzieheDden  Kräfte  im  Verlaufe  der  Zeiteinheit  in  der  Entfernaog 
1  gleich  k\    Dieser  Aasdmck  ist  also  die  Constanto  Dneerca  Systems. 

Bezeichnen  wir  die  Coordinaten  des  Punktes  m  mit  x,  y,  so  siod 
unter  YoranssetzDDg  der  oheo  definirton   Kraft  die  Bowegunge^oi- 

changen 

Wir  lanltipliciren  die  erst«  dieser  Oleichnngeii  mit  dx,  die  zweite  mit 
<lf  nnd  addiren,  dann  erhalten  wir  nach  geeigneter  Darstellong 

Die  lategratJOD  ei^ebt,  wenn  die  Geschwindigkeit  =  0  ist: 

68)  ~v*  —k*  In  ji»g*+  Const. 

Setzen  wir  die  Aohngsgeschwindigkeit  =  V  nnd  das  Product 
pg  =■  c*,  so  ist  auch 

_K«  -=  A»lii(!*+ConBt,, 

mithin 

69)  (t^—  K»)  =  —  afc»ln^- 

Würde  also  der  Punkt  gezwangen,  eine  Cassinische  Linie  zu  be- 
sehrüben,  so  wfiro  seine  Bewegung  eine  gleichförmige. 

Wir  betrachten  hier  den  Fall  der  Lemniskate,  fflr  welche  pg  —  e* 
und  also  v  =  K  ist 

Die  in  der  Normalen  zur  Bahn  wirksamen  Componenten  R  nnd 
nnd  8  sind 

70)  Ä=Ä+5  =  coB(ir+v)--+cos{i«-q>).— 
Beachten  wir,  daas 

cos  2tp  —  cos  Jti*  ^  -j . 
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10  reducirt  sich  der  obige  Aasdruck  fUr  N  nach  einigen  Transfor- 
mationen auf 


poncnt« 

73) 

-g.. 

Also  ist  auch 

2rk*       3t.» 

oder 

74)  V  -  VW- 

Wir  haben  demnach  folgondes  Reanltat: 

Ein    P&nkt  beschreibt   unter   der   Einwirknng   der   Anziehnng 

f  =  —    zweier    gleichen   !n    den   Breanpnnktcn    einer    Lemniskate 

rieb  befindenden  Hassenpnnkte  diese  Cnrre  mit  gleichförmiger  Be- 
wegung, wenn  man  demselbeu  in  der  Mitte  der  Verbindungslinie  der 
Brennpunkte,  deren  Abstand  vom  Centram  o  ~  1  ist,  eine  Geschwin- 

digkeit  t>  =  -Th  erteilt,  welche  in  ihrer  Richtung  mit  der  Achse  den 

Winkel  von  45"  elnachliesfit 

Da  h*  der  anziehenden  Masse  proportional  sein  mnss,  so  f(^, 
dass  die  constante  Geschwindigkeit  der  Quadratwurzel  aua  der  an- 
siehenden  Masse  direct  proportional  ist 

Die  gleichförmige  Bewegung  in  der  Lemniskate  steht  in  eigen- 
tOmlicher  Beziehung  zur  Bewegung  eines  materiellen  Punkte«  in 
Kreise.  Steht  die  Achse  der  Lemniskate  lotrecht,  so  hat  auf  dem 
die  Lemiskate  einschliessenden  Berdhrungskreis  vom  Badins  a=ey2, 
derjenige  Punkt,  dessen  Polarwinkel  2fi  dem  Lemniskatenpunkt  r(9) 
in  seiner  gleichförmigen  Bewegung  entspricht,  eine  mit  der  Pendel- 
bewegnng  Übereinstimmende  Bewegung,  insofern  die  Geschwindigkeit 
in  der  ersteren  im  tiefsten  Punkte  der  Bahn  durch  «'  ^^  V^  ttn- 
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gedruckt  ist    Halbirt  man  also  äeu   Ansscblagswiukel  des  Pendele 
and  trftgt  auf  der  Geraden  eine  der  Geschwindigkeit  des  Punktes  im 


r  =  1/  — ,  o  ab,  80  l 
r    ag 


Ereiie  proportionale  Strecke  r  :=y  —.v  ab,  so  beschreibt  ihr  End- 
punkt in  gleidiffirmiger  Oeschwindigkeit  ä  f'io^  Lemniskate.  Diese 
Sitze  folgen  aus  den  leicht  abzuleitenden  Relationen : 

o  —  y  2ffa  cos  am  u  =  1/  ~  ■  •") 
worin  u  der  dorn  Ponkte  r(tp)  entsprechende  Lemniskatfinbogon  iat. 


Wir  vollen  jetzt  die  Anziehung  eines  Bogens  einer  Lemniskate, 
in  welcher  eine  gleichförmig  verteilte  anziehende   oder  abstossende 

nach  dem  Newton'scben  Gesetze  f=-^  wirkende  Masse  angenommen 

ist,  in  Beziehung  anf  die  Brennpunkt«  berechnen.    Die  Masse  in  der 
Längeneinheit  sei  m. 

Da  das  Bogondifferential  gleich 


ist,  so  wirkt  es  mit  der  Stärke 


q*  VcobSij)' 

Inf  die  UaBsencinheit  im  Brennpunkt  Q  ein.  D!o  Component«  in 
der  Richtung  der  ^-Achse  hat  also,  da  der  BrennatrabI  q  mit  der- 
selben den  Winkel  2q>-\-\v  ainschliesst,  die  Intensität 


ffcosSf) 

Ebenso  folgt  fOr  den  andern  Brennpunkt  die  entsprechende  Com- 
pcnente 
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79),  ^ 

-m-'m.  y2cOSqo  —  COB^, 

nehmen  die  CompoDenten  die  Form  an: 
^    C08(2y+ig)  ^ 

80) 

2«  co8(29>— 4o) ,  ,„  ,  ,  , 

—  ,1 — ^"-^  (V2cos»  — coajpjdy. 

o         ycos2f> 

Die  Anziehung  des  vom  Schoitelpnnkt  r(0)  bis  zam  FanMe  r(9) 
gehenden  Bogeas  Ist  demnach  für  die  beiden  Brennpunkte  zogleich 
assgedrttckt  in  der  vereinfachten  Form 

«j/        ycos27> 

Ftlhren  wir  die  Moltipücation  auter  dem  IntegralzeicbcD  durch, 
so  rosDltirt  Bcbllesslicb  bei  BorflckBicbtignng  von  cos^v*  —  cob29 


82)  —  A— 2+co82flj-|-4co8¥.*TV^~^^l-Ho"2g»— 4coB29>'))df.. 

Wird  die  Integration  auBgcffihrt,    bo   reaultirt   als   anziehende 
Kraft  compoueote  in  der  X-Achse 

-  (Bin  2(p  (cos  « + 2)  +  sin  p  (1  +  003271)), 

-  j(8in(29.±p)±8in«+28in2v), 
83) 

=  -(28in(qi±e)co8  9)  +  2Bin2q»), 

—  -8in29i(y2co89)±co8ie)*. 

Eicran8  ergiebt  sich  bei  BerÜckBichtigung  von  79*,),  wenn  wir  noch 
den  doppelten,  also  zur  Achse  symmetrischon  Bogen  einfahren  als 
anziehende  Kraft  desBelben  auf  die  Brennpunkt«  P  und  Q  bexBglich 
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sin  29 


ADS  der  Proportion 

85)  P:Q  = 


P    1 


fol^  demnacb,  dass  aich  die  Anziehungen  oder  AbatoBsuDgon  tincs 
mit  Masse  gleichförmig  belegten  zur  Achae  der  Lemniskate  Ejmme- 
trischen  Bogena  aaf  die  beiden  Brennpunkte  nmgeliehrt  wie  die  Qua- 
drate der  bezQglichen  Bronnatrahlcn  verhalten. 

Für  q>  —  45"  d.  i,  fflr  die  halbe  Lemniakate  wird  ^  =  Q  =  — j ' 
«oraQB  wir  gchlieaeen,  dass  die  Anziehung  der  halben  Lemniakate  anf 
den  innern  Brennpunkt  dieselbe  Wirkung,  wie  auf  den  ftusseru,  ans- 
aht, Dud  dass  der  innere  Punkt  in  diesem  Falle  sich  im  Gleich- 
gewicht befindet,  wenn  im  Centrum  eine  Masse  ma  concentrirt  ist. 

Endlich  erhalten  wir  aus  dem  Vorstehenden  den  merkwürdigen 
Satt: 

Die  Anziehung  einer  mit  Masse  gleichförmig  belegten  Lemniakate 
auf  jeden  Brennpankt  derselben  ist  gleich  Null. 

Die  Wirkung  eines  Bogens  auf  einen  Brennpunkt  wird  also  dnrch 
die  G^enwirkung  des  andern  aufgehoben. 

Diese  Sätze  haben  aber  nur  für  das  Nowton'scbe  OravitationB- 
geaetz  Gültigkeit. 

Der  durch  das  Centmm  der  Cnrvo  und  einen  Brennpunkt  gehende 
Kreis,  dessen  Mittelpunkt  anf  der  Achae  liegt,  schneidet  von  der 
Lemniskate  einen  (Äussern)  Bogen  ab,  welcher  das  Maximum  der 
Differenz  P —  Q,  der  betreffenden  Kräfte  reprftsentirt.  Die  von  dem 
andern  Brennpunkt  an  die  Lemniskate  gezogonoa  Tangenten  gehen 
dm^b  die  bezQglichen  DorchscbDittspuuktc  beider  Cnrven. 

Znsatz  zur  Tangonteuziohung. 

Will  man  von  einem  Punkte  r{a)  einer  Lemniskate  Tangenten 
sn  dieselben  ziehen,  so  hängt  die  Lösung  dieser  Aufgabe  von  der  fol- 
genden biquadratischen  Gleichung  ab: 

coa  29*  -(-  2  cos  2b  .  cos  2(p* —  cos  2o .  cos  2qD  -f-  i  cos  2a*  =  0. 

2  Wurzeln  derselben  sind  imaginär,  die  andern  sind  reell  und 
liefern  die  Polarwinkel  tpx  und  9>,  für  die  Berührungspunkte. 
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Diese  Winkel  kOoDeo  Termittelst  einer  Parabel  in  folgender  Art 
gefanden  werdec. 

Setzen  wir  in  der  anf  S.  188  des  G9.  Teils  d.  Zeitschrift  ge- 
gebenen Gleichung  fDr  die  Durchachnittspankte  von  Parabel  nnd 
Kreis,  d.  i.  in 


+(4fl(B»— a»)coa(p— 8Ä»p)r-(-{Ä»— «*— 2i^coai»i)»-|-4ÄV*<ingi*  =  0, 

Ä  =  .,    4«  =  2p  =  coB2(i,    2fi  =  l, 

so  geht  sie,  wenn  wir  «  statt  g»  schreiben,  über  in 

r*+2cos2a.f3_cos2o.r  +  Jcoa2o'  —  0. 

FQr  r  =  cos27  wird  dieselbe  mit  der  obigen  identisch. 

Demnach  betrachte  man  20  als  Polarwinkel  einer  Parabel,  ver- 
längere den  betreffenden  Schenke)  bis  Bam  DnrcbsdiDitt  ¥  mit  der 
auf  der  Jf-Ächse  stehenden  Normulcn,  welche  vom  Brennpunkte  der 
Parabel  den  Abstand  4g  =  2p  hat  und  besclireibe  über  FY  einen 
Kreis,  dann  schlicssen  die  vom  Brennpunkt  F  nach  den  Schnitt- 
punkten  von  Kreis  und  Parabel  gehenden  Leitstrahlen  mit  dem  Durch- 
messer FY  die  gesuchten  Winkel  2tp^  und  iif^  ein. 

Zu  vorstehender  Abbandlang  möchte  ich  noch  nachtrSglich  eine 
Bemerkung  machen: 

Eine  Gerade,  deren  Abstand  vom  Mittelponkt  Q  einer  Cassini- 
schen  Linie  k  ist,  schneide  diese  Curvo  in  4  Punkten.  Die  Mitte  S 
einer  der  hierdurch  entstehenden  6  Sehnen  verbinde  man  mit  Q  und 
es  sei  a  der  Winkel  zwischen  h  und  der  Achse,  dann  ist,  wenn  QS  =  B 
gesetzt  wird,  die  folgende  Gleichung  leicht  abzuleiten : 

Ä«— il*(2fi*— e'cos2<.)-^i(2ft'  — c»C0s2K)'-f  5*— c*)B*— ^  —  a 

Aus  dieser  bikubischen  Gleichung  folgt  der  Satz,  dass  die  zn 
einander  gehörigen  Sehneu  entsprechend  gleiche  Badien  Ä  —  Ä'  be- 
sitzen, wodurch  also  der  zu  Anfang  aufgestellte  Satz  verallgemeinert 
wird, 
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Trigonometrische  Auflösung  biquadratischer 
Gleichungen  in  geometrischer  Darstellung. 


Emii  Oeklnghaus. 


Die  Torliegende  Abbandlnng  wird  eine  neue  Methode  der  trigo* 
DQmetriBcben  Anflösang  der  biqnadratischen  Gleichangen  entwickoln, 
vdcbe  den  Zweck  verfolgt,  diejenigen  mathematischen  Probleme, 
derCD  Ldsnag  Ton  einer  derartigen  Gleichung  abhängt,  einer  georao- 
Criichen  Interpretation  zngänglicher  zn  machen,  als  es  nach  den  bis- 
her bekannten  Hethoden,  so  vorzüghch  dieselben  auch  in  analytischer 
Hinsicht  sind,  möglich  ist  Diese  letztem  leiten  aus  den  verschiedenen 
zn  Grande  gelegten  Worzeltypen  die  entsprechenden  Rosolvonten  ab, 
mit  deren  Hülfe  die  Unbekannten  sieb  berechnen  lassen;  aber  die 
fforzeln  dieser  Gleichnngen  dritten  Grades  stehen,  geometrisch  auf- 
gcbsst,  mit  dem  betreffenden  Problem  oft  nicht  in  recht  ersichtlichem 
Zusammenhang  und  gew&hrt  mitbin  die  Bearbeitung  desselben  nach 
dieser  Richtung  hin  nur  geringe  geometrische  Ausbeute. 

Unsere  Methode  dagegen  ist  im  Stande,  alle  diejenigen  geome- 
trischen Beziehungen,  welche  allgemein  jener  bestimmten  Classe  von 
Aufgaben  eigentumlich  sind,  analytisch  in  solchen  Formen  darzustellen, 
dass  dieselben  auf  jeden  speciellen  Fall  direct  Übertragbar  sind  und 
die  ganze  Geometrie  des  Problems  innerhalb  der  angegebeneu  Gren- 
zen ohne  Muhe  ableiten  lassen. 

Die  aas  diesen  allgemeinen  Formen  entwickelte  Cosinusresolvente 
fährt  in  ihrer  Anflösang  auf  sehr  elegante  Warzelausdrttcke  der 
öleichBugen  4.  Grades, 
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Vermittelst  EinfttbruQg  hyperboliBcher  Functionen  gelai^en  wir 
boi  der  DarBtellang  imaginärer  Wurzeln  alB  Functionen  compleien 
Arguments  in  das  Gebiet  der  isogonalen  Verwandtschaften,  vermOge 
welcher  complexe  Wurzclpaare  geometrisch  in  ihrer  Uebertragnng 
durch  Kreis-,  Ellipsen-  oder  Hyperbelpnnkte  definirt  werden. 

Aus  einer  andern  Form  der  biquadrati scheu  Gleichung,  welche 
wir  zum  Zwecke  einfachem  Anschlusses  an  geometrische  Aufgaben 
Dingcfflhrt  haben,  resaltiren  ausser  einer  neuen  geometrischen  Bedeu- 
tung der  Wurzeln  unserer  Resolvente  bemerkenswerte  Sätze  und 
elegante  Relationen  zwischen  den  Seiten,  Diagonalen,  Winkeln  etc. 
des  Kreis  Vierecks.  Fltr  die  Pole  and  Polare  finden  sich  gleichfalls 
eigentümliche  metrische  Bestimmungen  und  Sätze,  die  sich  aas  der 
genauem  Untersuchung  der  Constanton  der  Gleichungen  ergeben. 

Die  Anwendung  der  Theoreme  auf  die  Kegelschnitte  iJJst  in 
mehrfacher  Art  das  Problem  der  Trisection  des  Winkels.  Femer 
sind  die  geometrische  Auflösung  der  reducirten  kubischen  Gleichungen 
nebst  der  Bedeutung  der  in  der  trigonometrischen  Auflösung  vor- 
kommenden Hfllfswiukel,  sowie  einige  neue  Satze  über  Kegelschnitte 
weitere  Consequeuzen  der  entwickelten  Methode.  Endlich  haben  wir 
das  bis  jetzt  noch  nicht  vollstfindig  durchgefOhrte  Problem  der  Nor- 
malen der  Ellipse  und  Hyperbel  allgemein  behandelt  und  erledigt 

Die  weiteren  Anwendungen  der  entwickeltfin  Methoden  auf  K^el- 
schnitte,  Lemniskaten,  etc.  werden  wir  in  den  folgenden  Teilen  weiter 
erörtern. 


I.    Teil. 
§1. 
Die  biquadratische  Gleichung 

1)  tgq»*— atgfljS  +  Stgv*— ctgv+d  — 0, 
welche  durch  Substitution  von 

2)  iT  =  tgg> 
Ml 

herrorgebt,  wählen  wir  im  Folgenden  znm  Ausgangspunkt  ' 
UntersQchungen. 

Vermittelst  der  bekannten  Relationen 

,i„o™        g'8'y       ,„„9„     i-tgT' 
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laaBQD  üch  noch  leicht  die  folgenden  Gleichungen  ableiten 
i)  sinSv*««— c)*4-(l— H^)*)  — 2(o(l-K— 3d)+«(— 3-|-6+d))ain2().» 
+  4(ac4-J+M— 4rf)8in2iji»-f  8M+c)Bin2g)  +  I6d  =.  0, 

5)  ((o-c)»+(l~-H-rf)')coe2v*— 2(a»— c»+2a~^(l— 6+d))C0fl29.' 
+2(3+2oe— 6»— 2rf-i-3d«)cOB2v*+2(«*— c"— 2(  1— d)Cl+*-H))«>B2v 

wofOr  wir  bezOglich  achreiben 

Bin2v*  — -^8in29>'+SBin2g)*  — CBin2v+iJ  —  0, 
^'  coa2v*— J'c<m2v'+B'co82v»  — C"c0829)+O'— 0. 

Nach  eiser  bekanntes  goniometrischen  Formel  ist  ferner 
w«  -1-«.  o-m  -Um  1       '8('Pi  +  y«)+tg(y,+y4) 
^tgg>i+tgyi+tgffa+'g'P«^tg^»*g'p«(t8y»+tgfft)-*gya*ey*(tgyi+*8yi) 

l-t89>itg?'«— tÄVstg?"*— Ct«?'ä+tgTs)(t«9=s-ft«7'*)+t89'itg9»tg9>jtg9>* 
Fohren  wir  ein 

80  geht  die  letzte  Formel  bei  Berflckaichtigong  der  Bedentang  der 
Constanten  der  Oleichnng  1)  über  in 


Man  kann  diese  wichtige  Formel  erweitern  anf  Glelcbnngen  nten 
Grades. 

Indem  wir  nämlich  in 

10)  iE"  —  «E»->  +Äi"-3  —  e3f-^+  dt»-* . . .  -=  0 

11)  «-»tgv 

snbstitairen,  verallgemeinert  sich  nach  Analogie  der  vorigen  Ent- 
wichelnng  die  Gleichung  9)  zn 

12)  tg(9.t+v,+  ?'5+  ■■■?»)-  '[Z.lX'd^f..: 

worin  das  Gesetz  des  Fortschreitens  der  Coefficienten  der  Gleichung 
leicht  zn  ersehen  ist  Wir  werden  später  anf  diese  Formel  und  ihr 
ähnliche  wieder  zorflckkommen  und  neue  Eigenschaften  der  Cnrven 
2ten  bis  nten  Grades  daraus  herleiten.  Die  specielle  Form  9)  wird 
uns  femer  fOr  die  Anfstellong  einer  neuen  trigonometrischen  Beaol- 
vcDte  fOr  die  Gleichungen  4ten  Grades  von  Nutzen  sein. 
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§2. 

Ätu  der  Formel 

Bin  Sti  -f  sin  2^,  ~{-  sin  2g)j  4-  sin  Sqg«  —  A 

folgt  mit  HOJfe   goniometrischer  BeziebnngeD,    wenn   wir  noch   der 
Einfachheit  wegen  die  folgenden  Abkürzungen  einftkbren 

Vi  +  Ti  —  0) 
9>j  — ^  =  Jf 

13)  9>s+v.-<'', 
Vb  —  Vi  -'  *'i 

14)  sin  tf  cos  4  + sin  ff 'cos  0'  =  ö- 
und  ftbnlicb  ergibt  sich  aas 

CDB2qPi  +  COB29s+COB27,4~C082Vl  —  A' 

15)  COBffC0Bj  +  COBtf'C0SÖ'=-3- 

Beacbten  wir  die  Formel 

,  ,  sin(vj  +  Ot) 

t«Vi  +  tR01,  —  ~'  -', 

'«VIT   BfS         cOB^pjCOSVi 

80  folgt  nach  einigen  TranBformaUonen  ans  der  Doppelgleiclmng 
a±e  =  tgip,+tg?p,+tgV3+tB'P*±t«9itg?iiCtg9'j  +  tgvJ 
±tgV8'«?'*(t«Vi  +  tgV,) 
dnrch  Division  der  einen  dnrcb  die  andere 

16)  8inocoBd'+Binff'coB4=  -^-sino). 
Dabei  ist 

17) 

a  —  e                                                \  —  b-\-d 
Bino)  —    ,  —  ..-r-TT--.  cos«  =■    ,  —^    ■    ■ 

y(o_c)i  +  (i_i+,o»  y(«-c)*+a-fi+d)« 

Haltipliciren  wir  14)  mit  cos«'  und  15)  mit  sin  ff'  nnd  snbtrabiren, 
so  folgt 

jlcoBff'— jt'Binff' 


18)  cosa  =  - 

Ebenao  folgt 

19) 


2sin{ff— ff') 
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Dnrch  Combinatioii  der  bis  jettt  dargestellten  Formen  erlialteD  wir 
noch 

cosAsin(ff— ff'jsiau  —  -g- sin  ff ^  sin  »sin  ff', 

20) 

coio8in(o  — 0  )coa(o  =  -g-ainn ^^Binatcosö  . 

um  noch  andere  Formeln  zn  gewinnen,  erinnern  wir  an  die 
Bedeotnng  von  B  and  a'  nnd  ohne  UQhe  lassen  sich  folgende  Be- 
litiooen  ableiten 

— 5— — COS(d+J)C08{Ä-d')-{-CO8(l»-tf')C08(i-i')-H:O8(lJ-ff'}CO8(5+J') 

31) 

^äcöäi"  "«»{'^-ff')+<»B{Ä+d')-f-co8(*-3'). 

Elinuniren  wir  in  beiden  Formeln  C08(ff  —  ff'),  so  erhalten  wir  eine 
bemeriienswerte  Beziehung  zwischen  i  und  i' 

22)  cos^ — 4coBÄ*coBÄ'*4-coa3'* — — — cosJcosÄ'— JMH"-^'")  ~-B- 

Hierbei  ist 

Btr  Ausdruck  Jt  hat  oine  nierkwOrdige  geometrische  Bedeutang,  wie 
wir  Mcbber  zeigeQ  werden. 

Wegen 

B'—B  2(3+^+3(0 


cos»      y(,_,).+(i_j+i)i 

geht  22)  Ober  in 

23)  cosd'— 4cosa'eo8J''  +  coBa''+^:^JJ^?^^- cos^coad'  — 

(a+cy+Ml-ä)' 
y(a-t)'+(l-i-U)" 
Wir  bilden  ferner  ans  H)  ond  15) 


y(.-c)"+(l-S+<l)'' 
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fenier  Ut    - 

CO(ltfCOT<l'+C08*C08d'= -T=iii£=. 

coBicosJ'+Binö8itt«'=  --         """tT  =  P. 

Bevor  wir  die  Resohent«  der  Glaicbaog  1)  entirickelii,  wolleo 
wir  noch  einige  Formeln  aufstellen,  die  eich  ans  dem  Vorstehenden 
leicht  shieiten  lassen. 


-  g  cosö-( — ^^imwcOBO 


coaÄ*— cobJ'* 

2-8ialu>  + ycosiw 
cosJ-j-cosJ'— ri 7^ ' 

-*     1      ^'  ■  1 

2-cobJ»  — ^sini» 

COBJ  — COBd'= 


8ini(ff— «') 

28ini»co8i(«'-«'')  -     cosA+coflä^' 

A       a+e  . 
2eogia.BinKff-ff')°    cobJ-cobJ^' 

2(cosa+co8i')     ;  +  \    2(C08«  — cosJ')    ^"* 


CeSV]COSq>iCOSqPiC08q)4  - 


y{a-c)»+(l-i+d)» 


Eb  liesBe  sich  noch  eine  Gleichnng  für  cosJ  anfeteUen,  dieselbe 
vttrde  indeBsen  etwas  weitläufig  ansfallen,  weswegen  wir  sie  hier 
nicht  geben. 


In  der  zweiten  Formel  von  25)  substitoirea  wir  für  cos^  and 
eoei'  die  in  18)  and  19)  berechneten  Ansdrttcke  und  beachten,  dus 
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u— ir'—  2a— a>  igt.    Die  Wnrzeln  der  bierana  herrorgeheiiden  kn- 
bischen  Gleichnog  und 

®i  "°  9i  +  ?■»  —  "Ps  —  Vi  •"  "  ■"  *') 

<"»  —  Vi  — 91+ Va^  Vi  ~  ^+^'i 

«a  —  Vi  — "  Vi  —  Vs  +  V*  —  ^  —  ''i 
die  Beaolvente  selbst  ist 

27)  E0au»'»  +  CC08<B  +  2P)C080»'»  +  {Ä  — DcOB»'— (Ä— l)co»w+2F 

Hierin  iat  der  Abkflrzang  negen 

28)  Q»  =  (a-c)»+(l-ö+d)» 
gnetzt  and  beBitst  geometrische  Bedentang. 

Aus  den  Wnnelformeii  »'  restütires 

Vi  —  i("+<»i+»«+"3), 
V»  *"  K"  "l~*"i — "i —  "'s)' 

Vi  =  ic» — »1 + «»— »s). 

V*  —  K"»  — «I—  «i  +  oJa)- 
Wir  geben  noch  andere  DarsteUnngen  der  BeaolTente 

3+H-3rf        „,,„,,         ,  ■  3+H-W     J(l— H-rf) 

3+H-3d  ,,  ,  /(o+^H-ia-d)'     A 

31}  cob<b'' — , '■     --.-t^-cobm'M-  ;   '  i.',. — rrsi— 1)™"" 

((a_c)«+(l_H-d)»)X 

xV(«-c)H-(i-H-d)* 

32)  cosra'^  —  jlcoe«'-f  Bcos»' — jIJS 

.  „a+6+dKl-d)'+(a+e)M+c)_„ 
+  8  qS  -"' 

33)  (cosw'— c090))*— ^(c06»'— c0b«)*+4^ (cobm  — cos») 

+  8 ö =0, 
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welch'  letztere  aach  ans  dem  Typns 

hervorgeht 

Wir  fuhren  in  30)  ein 


34) 

nnd  entvrickeln  nach  Potenzen  von  «,  wir  erhalten  alsdana  die  Car- 
diDtüresolTente  der  bi quadratischen  Gleichnogen 

35)  =:*— -i^(6>-3-ic+12rf}«+  ifB(72id-|-9o6c— 27c»-27a»rf— 26>)  =  0, 
welche  auch,  wenn  wir  für  die  quadratische  und  knhische  Invariante 

432K  =  726d +9abe~  27c» — 27a»d  —  2A», 
die  typischen  Zeichen  einführen,  wie  folgt  geschriehen  werden  kann 

36)  *'— A+2Jr-0. 

Dieselhe  kann  bei  reellen  Wurzeln  nach  der  Methode  der  Dreiteilung 
eines  Winkels  aufgelöst  werden. 

Demgemllss  ist 

cos3.  =  ^. 

,, Vp.cos«,    H — t-r'p.co8{600— «),    ^  =  4-l/p.c08(60»-(-B). 

S4. 
Wir  stellen  die  eben  entwickelten  Formeln  flbersichtlich  zasam- 
men  and  gelangen  damit  zu  folgender  noaen  Hethado  der  trigono- 
metrischen AoflöBong  biquadratischcr  Gleichungen: 

Um  die  Gleichung  mit  reellen  Wurzeln 

37)  x^—ax^+bx'—ex+d  —  0 

aufzulösen,  berechne  man  zunächst 

72Srf+9<ife— 27c'  — 27a'rf— 26» 
C0B3f  =  2(i''  — 3<ic+12d)I 

38) 
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and  ferner 

3+ft+3rf+4V'6'— 3^+12d.coflt 

3+&-f-3d+4yä»— 3ac+12rf!cog(60°— 0 

_  3+i4-3rf—4yä«  —  3ac+12d. 008(60»+^) 

dann  resnltireD  hieraus  die  folgenden  eleg&uten  WarzelaasdrOcke 


COSU,  = 


40) 


Xi  =  tgi(»+IB,— 0),— »g), 

-Si  =  tgi(<»-»i+"t-«.), 


Diese  bisher  entwickelten  Gleichnngssysteme  umfassen  innerhalb 
bestimmter  Grenzen  formell  nnd  allgemein  die  Geometrie  derjenigen 
mathematischen  Probleme,  deren  Lösung  von  einer  trigonometrischen 
Gleichnag  vorbestimmter  Art  ahh&ngt,  ao  dass  im  concreten  Fall, 
etwa  in  der  Theorie  der  Kegelschnitte,  der  Lemniskatcn  etc.,  die 
betreffenden  Fonneln  gleich  niedergeschrieben  werden  können.  Wir 
werden  nachher  ein^e  Beispiele  geben. 

§5. 

Man  kann,  wenn  x  «•  ki%ip  in  3)  snbstitnirt  wird,  aber  die  Con- 
stantfi  k  nach  Willkür  verfügen  nnd  dadurch  die  Resolvente  verein* 
fachen.  So  erh&lt  man  für  die  Annahme  A  =  1  eine  reciproke 
Gleichung  4.  Grades  fUr  k. 

Wir  wollen  hier  noch  die  Anflösnng  der  reciproken  Gleichungen 
4.  Grades  nach  unserer  Methode  in  KUrze  skizziren. 

Bio  Resolvente  der  gegebenen  reciproken  Gleichung 

x*— aa^+Sa»— ox  +  l  —0 

geht  wegen  cosuj  ^  1  Ober  in 


11)  mta'-f^^ema  +  n 

Die  WniMln  Bind 

42)  coB  ta,  nnd  coa  i»«  = 


■^(»-2)' 
Die  WniMln  Bind 

4±V(»+2)'— fa' 
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Wegen  (o,  =  90— qs,  nnd  9H=90  — q»,  ist 
«,  =  2(v,+?>i)— 180», 
(D,  —  2(71,  — gij). 
Hienin  ei^ben  sich  ipi  nnd  qot  o»*!  damit  die  Wnrzeln  a 
Lt^  dagegen  die  Oleicbnng 

a^_a«.i_|_j»;»+ax4-l-0 
vor,  Bo  ist  wegen 

COB  «s  —  —  1, 


C0BS(9>] — qs,)  - 


_M:?_ 


43) 

Aub  beiden  Gleichangen  ergeben  sich  <t>i  und  <Pt  nnd  damit  die  Wurzeln. 
Auf  Ähnliche  Art  werden  die  Gleichungen 

äc*— te»+d  — 0, 

«■— os+fi  =0 
erled^. 

Die  AnflöBnag  der   letzten  Oleicbung  wflrde   auf  die   bekannte 
Gmnert'Bche  Methode  gefahrt  haben. 

Die  entwickelte  Methode  nmfosst  also  alle  Fälle  nnd  beaitzt  mit- 
hin den  Torteil  der  Allgemeinheit  nnd  Kinhchheit. 


Wir  haben  bisher  die  Reellftftt  der  Wurzeln  der  biqaadratischen 
Gleichungen  voranagesetzt,  wir  nehmen  jetzt  an,  daas  alle  Wurzeln 
coitJDgirt  complei  Bind,  und  bezeichnen  sie  in  folgender  Art : 

«i-tg(»+A.), 

^  —  tg(M  —  W), 
**'  *,  =   tg(«'+fo'), 

-r»  =  tgC«'-w'). 
Dann  bestehen  die  Anadrttcke 
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C08  0I     —  COB  2(u -)-•>'}> 

COS  m,  —  COH  2{u  —  »'), 

COBfO,   -"  C0B2(tr-|-t>')i, 
COBWi  =  COi  2(t>  ~  »')t. 

Aas  des  beiden  ersten  folgen 

2. -»(»+»■), 

2»'—  i(w—  o/). 
1d  der  befcuinten  Formel 
171  W.J-i.1       m^+U^-'-'-V 

fuhren  wir  46}  ein  nnd  berttcksiclitigen,  dasB 
«<("+•')  =  coato, — Vcosoj* — 1, 


45) 


46) 


'1  ■=  C08M|  — l/cOSMj»— 1, 


48)  et»-  —  y(ei)(w,T®i«»»)(Mw,TSii'«»»). 

«£*^=.  V(eo|  u,  +  @in  »,)(Sof  «I  ±  €in  i»,). 

Bei  der  EinfUbrang  der  hyperbolischen  Functionen  in  nnaere  Pormehi 
baben  wir  zo  setzen 

cos  toj  =  Hof  w,  =  C0B2(»+e')<, 
*^'  cos  n,  =  Hof  «a  =  C0B2(e— t.')i. 

SnbsUtniren  wir  diese  Ausdrücke  in  47),  so  ergibt  sich  dsrcb  Zn- 
lunmenziehnng  tweier  Wurzeln  in  eine  bei  Benatinng  der  Fnnction 

schliesslich  folgendes  Resnltat.    Die  complexen  Wurzeln  sind 

Bin|(0+Wi)4:6in^i»,  +  »a)y^ 
*i  n«<»  '.  -  co8i(H-'»i)+aofi(<^+"») 


sini{m— Mi)±6ini(tti,— »OV— 1 
■co8i(<»-«i)  +  ttoft{«a»-«»») 


and  es  gelten  hierfflr  die  in  38)  nnd  39)  berechneten  Formeln,   bei 
irdchen  Ein  Cosinus  die  Einheit  nicht  ttbersteigt. 


Die  Formeln  50)   und  47)   gestatten   eine  Anwendung   auf  die 
Theorie  der  conformen  Abbildung 

61)  j+.r -!,(.+*), 
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Die  Complesit&t  der  Wurzelo  voransgesetzt  haben  wir  demnach 


Betrachten  wir  in  der  z-Ebene  u  nnd  v  ala  Ck)ordtnaten  einN 
Punktes,  so  beschreibt  derselbe  bei  variabeln  Werten  der  CoofficienteD 
der  Gleichung  eine  Cnrve.  Durchläuft  nun  der  Punkt  u,  v  eine  in 
der  Entferonog  u  =  Const  parallel  zur  y-Acbsc  liegende  Gerade ,  so 
bCEcbroibt  der  Punkt  XY  in  der  ^Ebeue  einen  Erois,  dessen  Glei- 
chung 

53)  X»+y*+2coti{(o  +  iB,)Jr— 1  ~0 
vermöge  der  Bedingung 

2»=  J(w  +  w,)  =  Const 

durch  Elimination  von   {(mj-f-'^s)  aus  ö2)  abgeleitet  wird,   wie  be- 
kannt ist    Der  Mittelpunkt  hat  die  ÄbscisBC   — coti(io-|- »,),  der 

^^'  '•'  .lni(„'+„') 

Da  diese  Darstellungsweise  der  Wurzeln  uns  in  das  Gebiet  der 
isogonalen  Verwandtschaften  geführt  hat,  so  wollen  wir  dio  bemer- 
koD8werteet«n  daraus  entfliessenden  Formeln  und  S2tze  hier  ableites 
und  werden  uns  mit  den  bekannten  Fnuctionen  tg(i«-f-)y)i  sin(ic,4-^)i 
cos(x-j-t»  im  folgenden  beschäftigen. 

Zun&chst  mOssen  wir  die  oben  gegebene  Bedingungsgleich nng 
ai+wj  =  Const  in  geeigneter  Fonn  entwickeln  um  für  die  Glei- 
chungen 4,  Grades  mit  wcnigsteus  einem  complexen  Wnrzelpaar  die 
Relation  2U  finden,  unter  weicher  imaginairo  Wurzeln  durch  Kreis- 
coordinaten  in  der  Z-£benc  eingedrückt  werden. 

Dieselbe  erhalten  wir  ohne  Weiteres  aus  33),  in  welcher 

cos«'— cos»  •-  2sini(ct)-|-a>')siDi(«) — o»')  —  2sin2uBin(m — 2u) 

ist.    Demoach  ist  auch 

54)  sin2t.»sin(»  — 2t.)»— ö-Bin2«'8in(M  — 2m)» 

t»+oc— 4d   .    „     .  ,         „  ,    ,  <i»d  — oie-f  e»       . 
+  —3-^3 Bm2uBin(«-2«)H ^j— ^^  =0. 
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55)  8iD2«»((«— c)cog2tt  — (1  — 6+d)Biii2«.)* 

—  26siii2i.»({o— c)coB2t.  — (l-64-ri)Biii2u)» 
+iiQ2u(6»-|-ac  — 4d)((a  — c)cos2u  — {1— i-{-(()siii2tt) 
+  a*d~abe+e*  =  0. 

Dies  ist  die  BediogangsgleictinDg  zwischen  don  Constanton  der 
biquadratiachen  Gleicbongen ,  wenn  complezo  Warzelpaarc  X-\-i¥ 
derselben  bei  der  Yoraassetzung  2u  =  Cunst  durch  Punkte  Z  eines 
Kreises  charBklerisirt  werden  sollen. 

Die  Bedingang  56)  wird  durch  die  Annahme 

2«  =  l(<.)  +  »,)  =  90<» 
zu 

56)  (l— i+<()(l-rf)*  =  (a  —  e)(ad~c) 
vereinfacht  and  eutsprcchen  die  Wartein  dem  Kreise 

i»4.y»  =  1. 

Die  Gleichung  56)  wftrde  aoch  durch  Elimination  vou  <p  zwiechon 
den  Relationen 

coiiip^aais3ip-\-bcoa2ip  —  cCOS(p+d  ^0, 
sin  4^1  —  oBiQ3ij)+*sin2^  =  c8iniv  ■=  0 

hervorgehe D. 

Wir  entwickeln  55)  nach  Potenzen  von  cot  2»,  es  resnltirt 
<Mt2u'iai»:—a*d  —  c*)  —  C0l2jtHa~e)(l>'+ac  —  id} 
+cot2u*(2&(a— c)*+(6'+a«— 4rf)(l  — 6+(i)  — 3(a»(/  — oäH-'^'» 
-cot2«>(a-0((<i-c)*+4i(l-6+.I)+2(J»+<«!-4rf)) 
57) 

+C0t2«»((a-c)»(3— *-t-3rf)  +  2i(l— i  +  rf)' 
+  2(1  — 6  +  d)(i»+fli:  — 4d)  — 3(o*d  — aic  +  c»)) 
—  cot2u(ffl  — b)(6*4-oc— 4<i-}-(l  — &+<0(3+i+3<i)) 
+  (l-i+<i){l  -d)«-(<.-c)(ad-c)  =  0. 

Bemerken  wir  nun,  dasB,  wenn  ans  der  Gleichung 

26 
58)    8in2u*8in2u'*  —  ö"B'n2w*Bin2«'* 

,   b'4-ae-~id  .    „     .  „  ,  ,   o»<i  — -liö+c»       „ 


der  getignMe  Wuselwert  bestimmt  ist,  dann  aach  aas  dieser  Wurzel 

IM  tu,  10 
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59)  W—  («  — c)siB2MCOs2ii  — {l~i+d)8m2tt*, 

cwei  Wurzeln  2»  nnd  2«'  hervorgehen. 

Indem  wir  also  hiermit  das  2.  conpleze  Worzelpaar  der  biqna- 
dratischen  Gleichungen  herückaichtigen ,  für  welches  )((»  —  «])-~2u' 
=  ConBt  ZD  setzen  ist,  bo  ergibt  sich  ans  58)  ohne  Weiteres,  dass 
tor  beide  Wurzelpaare  dieselbe  Bedingungsgleicbung  besteht,  dass 
demnach  die  den  conplexen  Wnnseln  der  biqoadratischen  Qteicbang 
entsprechenden  beiden  Wurzeln  der  Bedingnngsgleichung  xwei  der 
Lage  nach  bekannte  Kreise 

jr'+F»+2cot2«J— 1  —0, 
SO) 

jr»+r*-f2cot2w'Jf— 1  —0, 

als  geometrischen  Ort  der  Wurzeln  der  Hanptgleichnng  bestiminen. 

§  8. 

Wir  discntiren  jetzt  den  Fall  u,4~°>s  =  Const,  wobei  wir  also 
voraussetzen,  daaa  der  Pankt  »u  der  z-Ebene  aaf  einer  in  dem  Ab- 
stände V  parallel  zur  iK-Achsc  liegenden  Geraden  fortrackt.  Aas  den 
Gleichui^u  erhallen  wir  nach  Elimination  Ton  i((d4-«)i)  die  be- 
kannte Kreisgteichung 

61)  X*+  r»— 2ffiolK«'i+a.)  F+1  =  0. 

Wir  fuhren  ein 

Hof  (»,  +  wt)=g  —  f&i\ «,  Uol »,+ 1^(801 »,'—  1)  (®oi  Ma»—  1) 

«orans  folgt 

p»_2EoI<»f5ui«s*  +  M«j'+So(<»»*— 1  -0, 
nud 

cos  •!*—(?'+ 4*— 2fl—l)coB«i  +  2Cj7  —  0. 

Aas  dieser  and  der  Resolvente 

cos»!*— Jcoi(o,*-|-Äcos»,  —  C—  0 

geht  durch  Elimination   von   cos»,  die  Resultante,    geordnet  nach 
Potenzen  von  g  hervor; 

-\-iA*~iA*~iA''B+bB*-\-iABC—GAC—12C*+9B+S)g' 

6S) 

—a(A*C—A*B*—A*B—SABC~SAC+3C'+B{B+l)')3 
+iA'—2B—l){A.'—B~l)'—lÄ(A'—2B—l)+Ci*  -  0. 
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Bemnacb  h&ben  wir  auch  hier  folgeodes: 

Betnchtet  man  bei  allcii  denjenigen  biqnodratiBchen  Oleichungen 
mit  complexen  Wurzeln  X-^iY,  deren  Goefficienten  bei  bestimmten 
Werten  Ton  g  der  BediagnngsglDicbnng  62)  genügen,  diß  Grossen  X 
and  Y  als  Coordinaton  eines  Punktes  z,  so  ist  der  geomotriiche  Ort 
dieser  Pankte  ein  Kreis,  dessen  Mittelpnnkt  nm 

Tom  Coordinatennrnfang  entfernt  anf  der  F-Achse  liegt,  und  dessen 
Radius  —  V ;  ist 

Da  die  dem  zweiten  Warzelpaor  der  Hanptgloichnng  entsprechende 
Bedingung  »(—  wg  —  Const  anf  dieselbe  so  eben  abgeleitete  Bedin- 
gnngagloichnng  62)  fahrt,  so  eiistirt  also  ein  zweiter  Kreis  in  fthn- 
licher  ha%%,  and  fflr  beide  sind  die  vom  Anfangspttukte  ans  an  die 
Ereise  gezogenen  Tangenten  von  der  L&nge  •>  1.  Dio  durch  die 
Wnrzcln  der  aufgestellten  Bcdingungsgleichungon  bestimmten  einander 
eDttproc banden  2  Kreispaare  bestimmen  demnach  in  je  zwei  ent- 
sprechenden Durchschnitlspunktcn  die  complexen  Wurzeln  der  biqna- 
dratischen  Gleichung. 

§9. 

Sind  die  Wurzeln  zn  zweien  complex  nnd  die  flbrigen  reell ,  so 
nehmen  sie  die  Form  an 


».-tg»i, 

63) 

.,  _  lg(.+»), 

Demnach  ist 

".-tg(»-.i.). 
»  -  (P,+»,+2«, 

64) 

»1  "  V»  +  »i  — 2«, 

•,-»,-?, +  2»*, 

00.»" 

".-»i-lP,-2rf, 
—  ^C08«'*  +  SC0BW'— C—  0. 

Ferner  ist,  wenn 

8  +  i+3rf     . 
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66)     «»-4(6»— 3<7c4-12d)s-hV('72M+9aft<;— 27p»— 27a»d— 24*)— 0. 

Die   complexen  Wurzeln  dieser  Gleichnng  besitzen  eine  bener- 
.  keDswertc  gcometriscbe  Eigenschaft,  iretcbe  wir  entwiclieln  wollen. 

Die  Wurzeln  der  ResoWente  sind  zn  iweieo  complex,  wir  schreibeD 


Dieser  Function  complezen  ArgamenU  entspricht  aber  eine  bekannte 
cooforme  Abbildang,  und  es  ist,  wenn 


<Pi  —  Vi  =  ^ 


Vermtttelst  einfacher  Eüimioatiooon  erhalten  wir  hientns  zan&chst 

69)  -^,  —  S-r,  =  1. 
'                                    cos  0»      Bin  0* 

Diese  Hyperbel  in  der  Z^Ebone  entspricht  den  Linien  x— p, — tpi±_^n 
in  der  a-£bene. 

Die  complexen  Wurzeln  der  Gleichnng 

eingesetzt  in  65)  ergeben 

34-6+3d_ 

70)  Jf'  = ^_ ^^      ^,_^|_ 

mithin  wird  ans  69): 


3rf\* 


'^'  Q'cosi»  g»      "~^- 

Wir  gewinnen  damit  folgendes  Resultat: 

Betrachtet  man  die  Grössen  p  und  q  der  complexen  Wurzeln 
>  =  j)-f~9*  ^'^^  CardiualrcsolTontc  der  biqnadratischen  Gleichungen, 
welche  2  reelle  nnd  3  complexe  Wurzeln  besitzen ,  als  Coordinatcn 
eines  Punktes  Z  in  der  entsprechenden  Ebene,  so  ist  der  geometri- 
scher Ort  dieser  Pnnkte  für  alle  diejenigen  Gleichungen,  welche  der 
Bedingung  6  —  Const  genügen,  eine  Hyperbel,  deren  Exentricit&t  =  Q, 
deren  Asymptotenwinkel  ^=  2S  ist,  nnd  deren  Halbachsen  bczQ^ch 
QcoaS  nnd  Qsind  sind.  Bei  variaboln  Werten  von  6  •=  ip^ — tpi, 
aber  constantem 
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72)  <i»-.(„_«)i-|.(l_j^.d)« 

tritt  eino  Folge  von  confocalen  Hyperbeln  mit  unTer&nderlicher 
ExeDtricitttt  Q  anf,  in  welchen  die  Asymptoteowinkel  darch  2(q),— q;,) 
definirt  sind.  Der  Coordinateoanfang  hat  die  Abscisae  — i(3-(-£-J-3d). 

Ferner  setzen  wir  i>=Coast  TOraoB.    Dem  entspricht  die  Ellipse 


(^ 


7  T^)" 


und  analog  dem  vorigen  ist 

3+ft-f-3rfy 


('• 


76)  JT' +J"- 2  j/^ ''+•-''■ 

Hierin  ist 

und  (  hat  eine  einfache  geometrische  Bedeutung. 
Demgemftas  haben  wir  den  Satz: 

Bei  der  Annahme  r  =  Const,  welche  wie  i  anf  die  BedingnngB- 
gleichnng  62)  föbrt,  liegt  der  Punkt  Z,  dessen  Coordinatea  p,  q  die 
complexe  Wurzel  Z=p-^qi  der  Cardinalresolvente  charakterisiren, 
auf  einer  Ellipse,  deren  Halbachsen  hQ  und  Va*— lä  sind,  und 
deren  £xentricitfit 

ist.  Bei  coDStaatem  Q  tritt  eine  Folge  von  confocalen  Ellipsen  anf. 
Verbindet  sich  hiermit  o  —  Const,  so  erhalten  wir  eine  feste,  fOr  die 
biqnadratischen  Gleichungen  vorbezeicbneter  Art  charakteristische 
Ellipse  als  geometrischen  Ort  der  complexen  Wurzeln  Z  der  Car- 
dinalresolvente  jeuer  Gleichungen,  deren  complexe  Wurzeln  selbst 
wiederum  in  ihrer  Aufeinanderfolge  durch  Punkte  eines  Kreises, 
dessen  Gleichung  75)  ist,  definirt  sind. 
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Bei  ErfOltnug  der  gonannton  Bedtognugen  geht  also  ein  Wsodern 
in  drei  einander  entsprechonden  Curen,  in  einer  Geraden,  in  »ner 
Ellipse  und  einem  Kreiae  ror  aicli. 

Die  Bedingung  i  —  Conat  setzt  fOr  die  Hyperbel  ?  <C  1,  dag^en 
die  Bedingung  d  ■=  Const  ffir  die  Ellipse  g  oder  A  1>  1  voreoB. 

Die  durch  die  quadratische  und  kubische  lavariante  ansgedrOcktcn 
p  nnd  q  sind: 

76) 

In  wie  fern  die  Parabel  als  gaometriscber  Ort  der  reellen  nnd 
complexen  Wurzeln  der  Gleichungen  4.  Grades  betrachtet  werden 
kann,  haben  wir  Teil  69,  2.  Heft  gezeigt. 


Um  noch  zum  Scblnss  fOr  die  Gleichungen  4.  Grades  mit  reellen 
Wurzeln  ähnliche  Relationen,  wie  die  vorhin  entwickelten  abzuleiten, 
gehen  wir  auf  die  Formeln  30)— 40)  znrack. 

Die  BesoWente 

cos  m''  — .4coBD)'*+BcoB(u' —  C—  0 
oder 

cos(»±J')'— -^C0B(a±a')»+BcoB(«±*')  — C— 0 

gibt  anfgelflst,  wenn 

cos  i  cos  i' "  x,     sin  i  sin  i'  ■=  y 
die  Beziehungen 

Beachten  wir,  daas 

cöflT»+  siaÄ»  "  ^' 
ao  iat  die  Beinltaute  von 
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■' ä •■+ gi ' 

(l+i+J)(l -,l)'+(a+i.)(aJ+.)      ^    ^^ 

m 
^(^^_3)+a»+^,+.o.a.-'"'-"-+'°+'>'-o 

eine  Oluchong  6.  Grades  für  tgd*  oder  cos  4*. 

Es  igt  nun  gAmftss  der  Bedeatnng  von  to^  ood  », 

3 *» 

coBioi  —  cosdcoBJ'—sindsiQJ'  —  q 

78) 

g >■ 

cosfflg  ^  COS  Jcosd'-|-sin^rin  ^' — >  q » 

die  I  folgen  ans 

79)    «»-*(6*— SaH-12d)H-A<72Sd+9aac— 27d»— 27a»d— aQ")-0. 
AoB  den  obigen  Fonaeln  reaalürt 

— 3 m+M 

COB4c08J':=   7j- , 

sinasin^'  -  **^f^' 


nnd  hieraas  folgt  dnrcb  Elimioation  tou  9  oder  9'  die  Ellipse 
3+5+3(ri 

80) 


mit  den  Halbachsen  <jcoB  J,  Qsin^. 

Der  Coordioatenanfang  hat  die  Abscisse  — ^(3+6+3d). 

Id  der  letzten  tileicbnng  kann  statt  d  auch  i'  eingesetzt  werden, 
Bo  dass  allgemein  3  Paar  Ellipsen  vorhanden  sind,  deren  Achsen  an 
die  Bedingung 

81)  A^+B*  —  A'*+B'*  —  ...  —Q^ 

geknapft  Bind.    Der  durch  -:  =  tgi  definirte    Winkel    i    ist    somit 
geometriich  bestimmt. 
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Betrachtet  man  demnach  für  die  bestimmte  Clasae  der  biqtiadra- 
tiachen  Gleichungen  mit  reellen  Wurzeln ,  welche  der  Bedingung 
6  '^  CoDBt  und  Q  —  Conat  genagen ,  die  ans  der  Cardin^reaolvente 
entnommenen  Wnrzelaaadrficke 

als  Coordinaten  eines  Punktes,  ao  iat  der  geometriache  Ort  dieser 
Paukte  eine  Ellipse. 

Den  betreffenden  Gleichungen  kdnnen  wir  nan  folgende  Form 

-  geben,  wenn  wir  zur  Abkürzung  «  =■ 0 BCtzen: 

[.yi.^..-.)'  ^  (.|4  ...„.)■ 

■  Q'coai»  ^       iQ'sinä»     ~    ' 

(iJ/l-COBlÖDo+O+^y      (4j/^.ein(60"+j)y 
«^*^  Q'cos^,»  +  ia»ainV "  ^' 

(4 [/^.C08(60«- .)+«)*      (ij/^  .8in{60«-e))*_ 

Q*coadii»  '  iQ»eiu^»        ~  ~  ^' 

Hierin  iat  j  >=  ^j  —  qo,  oder  Vt  —  V*  8tc. 

Ein  um  den  Coordinatenanfang  mit  dem  Radius  4 1/  5-  beachrie- 
bcner  Kreia  trifft  demnach  diese  Ellipsen  unter  andern  in  drei  be- 
stimmten Punkten,  deren  Polarwinkel  *,  120"  —  «  und  120"-!-«  aind. 
Diese  Punkte  bilden  ein  gleichseitiges  Dreieck.  Die  Achsen  der 
EUipacnpaare  haben  die  Beziehungen 

82)  A*-\-ZB*  t-  A'*-^ZB'*  etc. 


Eine  weitere  Relation  zwischen  den  Wurzeln  der  Besolvente  Uast 
sich  in  Ferra  einer  äleichnng  anfatellen. 

Wir  fuhren  ein 

83)  »,  +  a),+  fi.„-T. 

Die  Entwickelang  von   cos(wt  +  '»3)  *-  cos(t  — m,)  ergibt,  wenn 
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COB  caseosa.  =  - 


Bin«.*sinia^.  —  1— J'4-2fl+ %+cosm,* 

'  '  '  '   cos».'  '  ■ 


/•coat'+2CeoBT— ■4*+2B)' 


.r+C')c. 
Bilden  wir 


SQ  resultirt  ans  der  letzteo  Gleichang  in  Yerbindang  mit  der  Olei- 
chimg  der  Wnrzelqnadrate  durch  Vergleidiong  der  beiden  die  Be- 
dingung 

86)  (co8i»+2CcoBT— J»+2B)»-4(S»— 2-lC— C»— 2CcoBT)Bin»» 
wird  dieselbe  nach  Potenzen  von  cobt  geordnet,  60  kommt 
86)    c08T*  —  4Cco8r»+2(- ^»+204-25»— d^OcoBT» 

—  4:C(A*~2B—2)coti-\-Ä*  —  4A'B+SAC+iC*''0 
und  die  Wurzeln  sind 

Ij   =1  Ol,  -|-  Wg »3, 

87) 

T,  —      »,  — (0,+nij, 
T,  —  —»,-f  »,+  »,. 
Von  diesen  Entwickelnngon  werden  wir  nachher  Oebr&nch  mache  n 

S  12. 
In  einigen  geometriicbcn  Anwendungen  der  in  den  ersten  gS  ent- 
wickelten Uetfaoden  kommt  der  Fall  vor,  dass 

98)  a+e  —  0 

ist.    Mit  dieser  Bedingung  ist  aoch  die  andere  A-^-C  •-  0  verknüpft. 

Einige  der  dort  angefahrten  Formeln  vcrGinfachou   eich  dadurch 
bedeutend,  so  ist 

2yÄBinin-=  A,    ayÄces»  —  A\ 

89)    ^*^  =  _  — -       d        cosCtj  —  <p,)  _  _  ain(gii  +  y,) 
costf'  ""       sinn'     *"  ^     tOBl.q'i ~ <Pt)  "       BinCqjj-J-v«) 
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Ferner  bestehen  die  Relationen 

coa^w*  ginjni* 1_ 

(cos ^ + coli')*  •*  (coB d  — coe Ä')*  ~  fi"' 
wo 

4(1 -rf)' 


Ä+cosJ'*— coaJ*  ,      ,      Ä— cosi'H-co»** 

ä9^^ c(iMmJ= j^^j , 

cosd8in(«~tf')  =  ■/üaintf. 


Die  Resolvente  ist 


and  dieae  ist  es,   welche  in  der  Geometrie  der  Lemniakate ,   welche 
wir  aptter  behandeln  werden,  auftritt 


§13. 

Die  im  I.  Teil  entwickelten  Formeln  nehmen  ihren  Ausgwigs- 
pnnkt  von  der  biqoadratiachen  Oleichnng  fUr  tg^).  So  einfach  auch 
im  Allgemeinen  die  daraus  entwickelten  Formeln  sind,  so  lasaen  sich 
dieselbdn  in  noch  kärzerer  und  eleganterer  Weise  ans  einer  andern 
Gleichnngaform  ableiten,  welche  den  Vorteil  bietet,  ohne  AnftteUnug 
einer  Oleichnng  dnrch  die  blosse  Ansiebt  der  Constanten  die  Glei- 
cfanngssTsteme  und  Formeln  niederschreiben  zn  können.  Diese  Form 
iat 

1)  a+iain^+ccos9i+dsin29i-|-«coB29  —  0, 
welche  wir  den  folgenden  Entwickelangea  zu  Omnde  legen. 

Ans  ihr  resnltirt 

2)  (a-c-<.)tgig.*  +  2(6-2d)tg4v'+2(<i-3«)tgi?)* 

+  2(6+2d)tglv+a+c+*  =  0. 
Femer  ist 

3)  tgKvi+Vi+V.+V*)  -  ;. 
wAhrend  die  BesolTente  sich  omformt  in 
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»^+(»St--) 
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Die  Wurzeln  dersetben  sind 

Yx  —  ICVi+Vi  — »j  — V*)  —  i(ff— <r') 

5)  h  —  i(Vi  — Vi+V»— Vi)  —  K^+^') 

r3  =  i(9'i  — v»— Vs+ip«)  — K*— J'). 
Der  AbkarzuDg  negen  Bchreiben  vir  2) 

6)  tgV-Jtgi»»+Ätgi9»-Ct«iff+i?  =  0. 

Demnach  ergibt  sich  durch  Vergleichnng  von  2)  nnd  6)  nach  Qleich- 
eetzen  der  Coefficienten  gleich  hoher  Potenzen  ?on  tgl<p 

a  —  S+B+3D, 
6  — —  2U  +  C), 

7)  e  =  4{I>-  1), 
d  =  A~C, 

e  —  1— Ä+Z). 

Mu  kann  demmtcii  die  eine  der  OleichnngBformeii  1)   nnd  6)  leicht 
iQg  der  anderen  ableiten. 


~3(b'-\-c')+U(d*-{-e*).t 


S^dß+e* 


8)  coay   =  <'-y4a*-3(A»+e^-j-12(d*+^,c08(60'-i) 
^^^^^  _  a-V4a'-3(A'4-'')+12(rf'+«').CM(60°+«) 

Die  Beziehung  zntBchen  S  nnd  i'  ergibt  sich  ans 

9)  COSjd*  — 4C0BjÄ*CO8iÄ'»+CO«J»J'»' 

und  es  zeigt  Bich  somit,  dasB  die  tfjiitche  Form  1)  die  Gleicbiingeii  lelir 
Terein&cbt     Endiicli  beBtimmen  wir  noch 

10)  cobS.  _  (la--3(iH^)+12(d>+."))l 
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Wir  woUon  jetzt  die  geometriacliD  Bedeatang  der  Wurzeln  der 
ResoWente  4)  Dacbweisen. 

Anf  einem  Kreise  vom  Radios  *  seien  4  Punkte  A,  B,  C,  D  ge- 
geben. Die  Radien  OA  etc.  mögen  mit  einem  festen  Radius  OE 
bezüglich  die  Winkel  tp^,  ^i,,  ^g,  q>i  bilden. 

Wir  fällen  vom  Mittelpunkt  des  Kreises  auf  die  Sebneo  AB  und 
CD  die  Senkrechten  p,  und  pi ,  welche  mit  dem  festen  Radius  be- 
zUglich  die  Winkel  0  und  6'  einBchliessen,  dann  ist 

*  —  4(9'i+<Pt)  —  K 
mithtD 

»-»'-«•-■>')-/,■ 

Es  ist  aber  6  —  6',  nie  man  sofort  aus  der  Figur  ersieht,  dem 
Winkel  oder  besser  dem  Supplement  des  Winkels  gleich,  welchen  die 
betreffenden  Seiten  des  Ereisvierecka  ABCD  mit  einander  einschlieasen. 
Ftkhrt  man  die  Betrachtung  fOr  S±_i'  in  Khnlicher  Art  weiter  ans, 
so  ergibt  sich  mit  Hülfe  bekannter  Kreissätze,  daas  allgemein  y^,  y„ 
)>,  nichts  anderes  sind,  als  die  bezüglichen  Winkel  zwischen  den  gegen- 
Ubersteheadeu  Seiten  des  Kreievierecks  nnd  zwischen  den  Diagonalnn 
desselben,  welche  letztere  übrigens  auch  als  Seiten  aufgefasst  werden 
können. 

Hiermit  haben  wir  ein  wichtiges  weiteres  Moment  für  die  geo< 
metrische  Deutung  unserer  Ausdrücke  gewonnen. 

Nach  den  Formeln  14)  und  lö)  im  I.  Teil  haben  wir  nun: 


öd,        a'       6'  irf-j-m 

12)  cosgcosg+cosg  cosg  =-2(^qr«-i)' 

Qud  da 


so  erhalten  wir 


13)  ^^      ^^ 

Pi  cos»  +ps  cosö'  =  —  2(J»+e») " ' 
Qnadrirt  und  addirt  geben  diese  Qleichaugen 
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Die  Gerade,  welche  die  Pnsspnnkte  von  p,'  and  pt  "^'t  einander 
verbindet,  aei  P,  dann  ist  aach 

15)  Pi*— 2p,p,co8j'+p,»  =  P». 

Sabtrabiren  wir  die  beiden  letzten  Gleichungen,  so  folgt  die  Relation 


Dio  Uitte  von  P  sei  mit  dem  Ereismittelponkte  dnrch  die  Strecke 
Q  verbanden,  nach  einem  bekannten  Satze  baben  wir  dann 

P» 

17)  Pi*+P.*- V+y 

Wir  Gnbstitnircn  fQr  F]*  +  p»*  den  ans  15)  folgenden  Wert,  dann  folgt 

18)  4pi  iigCoaj>  -=  4p'— P*. 

Vai^eichen  wir  diesen  Ansdruck  mit  16),  so  rosultirt  die  wichtige 
Formel 

„._!**+"'       , 


19) 


Denselben  Ansdmck  hätten  wir  erhalten,  wenn  wir  von  zwei 
andern  Seiten  des  Kreisvierecks  ausgegangen  w&ren-  Di#drei  Hlttel- 
tinien  eines  Ereisvierecks  schneiden  sich  mithin  in  einem  Punkte. 
Dieser  Satz  gilt  flbrigens  allgemein  von  jedem  Viereck. 

Wir  bemerken  noch,  dasa  ans  19)  in  Beziebang  auf  7) 

on>  P'         tU  +  g)'+(l-P)'  R    ,„,  . 

Die  geometrische  Bedeatnng  von  R  ist  hiermit  nachgewiesen. 
Vei^I.  I.  22). 

Bevor  wir  die  allgemeinen  Formeln  aafstellen,  wollen  wir  noch 
ans  den  Torstehenden  einzelne  Satze  ableiten. 

Aas  17)  nnd  19)  folgt 

2(r,'+p.')-.P,'+i55^,..>. 
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Die  Addition  dieser  Aasdrüclto  ergibt 

22)  22:1.»=  £p»+f  ^i^*.  A 
Ferner  ist 

23)  £r»  =  J^,.,i  +  2^. 

Diese  Formel  folgt  nämlich  ans  21)  im  I.  T.  oder  ans 

6-\-6'       S—i'  ,        tf— 0'      8—i'  ,        «— ff'       84-ä'      „ 
cos— g—  cos-n — f-coa-j.    cos— n — rCO*~ö~  *^"~2~  "-""l- 

Ist  nnn  S  die  L&age  einer  Sehne,  so  erbalten  wir  wegen 

ans  den  vorstehenden  Formeln 

24)  4{P,»,+fH-n*)  -  SiH-S,*+V+S.*+S5M-S«»  =  16(^-p^. 

Oder: 

Die  Snmmo  der  Qnadr&t»  Aber  den  Seiten  nnd  Diagonalen  eines 
KreisTierecks  ist  gleich  der  vierfachen  Snmme  der  Quadrate  über  den 
drei  Hittellinien. 

S  15. 
Aas  der  Gleichnsg 

25)  coBj(d±«')*-y=pC0Bi(a±i')»+(i^j|-l)co5i(«±i') 

leiten  wir  2  andere  Gleichnngen  ab  vermöge  der  Formel 
co.«J  ±«')  =*^' T  U  -  '■"'•  +  "\ 
«0  t,  die  halb«  Sehne  bedeutet 

Nkch  Darcfafahrnng  der  Rechnengen  erhAlten  wir 

-*K 'W+W »"3.-0, 
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(a+.l(t'+'')+i«l~'-i«)  _  - 
32(d'+.')y*+"' 

AnB  der  eraten  dieser  Gleichungen  erhalten  ffir  wegen  des  Feh- 
tons des  ersten  Gliedes  sofort  den  Ptoleniftischen  S&tz  vom  Kreise: 

Die  WnrzelD  von  26)  sind 


S,S,  l/fa'-8(f+^)  +  ia(.i'+.') 

^_       2[/^^";+/|+""'+-^'.in|60'+.). 
Ans  ?7)  erhalten  vir  die  Wnneln 


ftP.  _        °  l/4»-  -3(t'+,')-|-12(,f +«■) 

V'-iy;?S~*l'  St+jr—        CO.., 


AoB  dflD  leicht  abzuleitenden  Formeln 
30) 

PiP«™,.     v-^.' 

."   ""'  4."     ■ 

feigen 

31)  «"■)■■ -y=p"»f+^*^^-». 

,»1    ™/V,S!    ,\  I  ■ta(dM-»»)-«l»'+a-»(°<i-w     ff 

32)  e.„^-r+^_lj+ ^(^.^..)y^^.  -»■ 

Setzen   vir  cosy  in   die  BeBolrente  4)   ein,  so   erhalten  wir  eine 
Gleichung  fOr  die  3  Mittellinien  eioea  Kreiaviereckt. 
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Aas  28)  nud  29)  lassen  sich  noch  in  folgender  Art  neue  Kreis- 
sfltze  entwickeln. 


Vergleichen  » 


33) 


PsPi-PsPe  _  1  /4<i' - 3(i*  +  g')  + 12( rf»  +*')  . 


=  1/^ 


34)  -/  -  y  ^-^ig^f^'-^ ".., 

eo  erhalten  wir 

35)  PiPi  —  PbPe  -=  'i*a 

womit  sich   noch   2  andere  ähnliche   Relationen   verbinden.     Dem- 

gcmäss  haben  wir  den  Satx: 

Bezeichnet  man  die  halben  Seiten  und  Diagonalen  eines  Ereif- 
vierecks  mit  «i,  «,  .  .  .  («,  and  die  Höhen  vom  UiUelpnnkto  des 
Kreises  anf  sie  mit  Pi,  pt  ■  ■  ■  pe<  ^o  ist  die  algebraische  Samme 
der  Producte  PiPt+Psp«  aus  den  Senkrecliten  vom  Mittelpunkt  auf 
je  zwei  einander  gegenüber  stehenden  Seiten  gleich  dem  Prodncte 
>&««  der  ihnen  entsprechenden  halben  Diagonalen  des  Kreis  Vierecks. 

Indem  wir  also  die  Lc^e  des  Tiorecks  in  Bezug  auf  den  Kreis- 
mittolpQQkt  beracksichtigcn,  haben  wir 

*»»s  =PsP4+PbP6t 

86)  «3  »4  =^  Pl  P»  —  Pi  Ps) 

«s'e  =*  PäPi+PaPf 
Diese  Relationen  lassen  sich  anch  noch  auf  andern  Wege  finden. 


§  16. 

Wir  kehren  zn  dem  in  g  12  beschriebcnon  Kreise  zurück ,  ver- 
binden seinen  Mittelpunkt  mit  dem  Durch schnittspunkt  etwa  der 
Diagonahß  und  nennen  diese  Strecke  R.  Wir  halbiren  den  Winkel 
2(1  dieser  Diagonalen  durch  eine  Gerade  und  bezoichcn  den  Winkel, 
den  dieselbe  mit  R  macht  durch  ii.  Endlich  seien  die  Winkel 
zwischen  den  gegenüber  stehenden  Seiten  und  den  Diagonalen  dei 
Kreisvierecks  bezbgiich  y^,  yt,  7a- 

Dieselben  sind  die  Wnrzeln  der  folgenden  leicht  za  entwickelnden 
Gleichung 
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37)  ctiSf^—  ( -j-  (cos  2i(i  —  COS  2«)  ~  COS  2a  I  COS  y' 

+  (^ (1  —  2co82ttCOB2i(^4-co82n»)  —  l]  coBy 

—  (-i-C092a(cO82nCO8  2*— 1)  +  C0b2b)  =0. 

Ans  dieser  Gleichnog  in  VerbiaduDf;  mit  der  Resolveote  4)  oder 
37»)  coB)-»— ^coBy'  +  Bcosy*— C=0 

laut  sieb  ein  nener  Satz  sblciten. 

Setzen  wir  nämlich 

,-  (cob2i(»— C08  2«)  — C082a=v4, 

38)  ^(1— 2co82itcoB2*+co82B*)— 1  =  B. 


Qnd  eliminircn  hieraus  cosSq)  nnd  cosSn,  so  erhalten  wir  eine  Glei- 
choDg  3.  Grades  fQr  —  •=  x,  nämlich 

39)  ^(^+C)ä-(l+£)*)-,»(2(^+2((7)»-{l+B4-2C«)(3+S»)) 

-H(12C*— 2^a3+6Ä)-K^30+2B»+B»~3+^'— ^'B») 
-f-8C*-KaC(l— B)-f{14-B)(l~B)»  -  0. 

Snbatitiiiren  wir  hierin  3  ■—  i+l,  wo  i  =  — -| —  = -j  ist,  lo  er- 
halten wir  als  schliosaUches  Resultat  eine  Gleichnng  fflr  x  von  der 
Form 

40)  aV+6V  +  i?s«+I>j  —  0. 
DaranB  erhalten  wir  sofort  die  RelatioD 

«)  i.+j!,+  i+],-o. 

Dabei  sind  p",  p"  die  Tangenton  von  den  Durchschnittspnukten  der 
paarweise  gegenüber  stehenden  Seiten  an  den  Kreis. 

Beachten  wir,  dass 

/» W-A 

42)  p'"  =       V-.», 

ttava.  II 
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bezüglich  dio  Potenzeu  der  DnrchBchnittepuukte  der  beiden  Diagonalen 
und  der  entgegengesetzten  Seiten  des  Vierecks  in  Bezog  auf  den 
Kreis  sind,  so  haben  wir  das  Resultat,  dass  die  Summe  der  reciproken 
Potenzen  der  Durchschnittspnnkte  der  einander  gegenüber  stehenden 
Seiten  sowie  der  Diagonalen  aller  Kreisvierecke  eines  Kreises  eine 
constante  Grösse  ist.  >'  ist  die  Potenz  des  Mittelpunkts.  Die  For- 
mel 41}  kann  man  noch  leicht  trigonometrlBch  nmfonnen. 

Dieselbe  steht  in  einer  gewissen  Beziehung  zu  den  Polen  und 
Polaren  am  Erciee.  Führen  wir  in  auserm  Kreise  die  Polo  der  oben 
angegebenen  Durchschnittapunkto  ein  und  nennen  die  Potenzen  dieser 
3  Punkte  bezüglich  P'*,  /*"*,  P"*,  so  haben  wir  die  oinfechen  Be- 
ziehungen 

P"t  -  p'j  -i-  p-t 

Hierbei  sind,  da  die  Potenz  p'^  des  Durcbscbnittspniikls  der 
Diagonalen  negativ  ist,  die  Potenzen  P"*  und  P""*  ebenftJls  negativ, 
indem  die  bezüglichen  Pole  im  Kreise  liegen. 

Bekanntlich  liegen  in  allen  Kreisvicrccken,  dereu  Diagonalen  sich 
in  demselben  Punkte  durchschneiden,  die  Durcbscbniltspunkte  der 
gegenüber  stehenden  Seiten  in  der  Polare  jenes  Punktes.  In  diesem 
Falle  wird  P"^  als  Potenz  des  Poles  des  Durchschnittspnnktes  con- 
stant  und  dio  Summe  der  reciproken  Potenzen  der  Durchschnitts- 
pnnkte  der  gegenüber  stehenden  Seiten  ist  ebenfalls  constanL  Die 
beiden  letzten  Relationen  43)  ergeben  ähnliche  Sätze. 

Die  Formeln  43)  cnlhalten  also  metrische  Bestimmungen  zwischen 
den  Potenzen  der  Pole  der  betreffenden  Durchsclinittsp unkte  der 
Seiten  und  Diagonalen  der  Ereisvierecke. 

Verbinden  wir  die  Mitten  von  /', ,  P^  oder  P^  mit  den  Durch- 
Bchnittspunkten   der  bezüglichen   Seiten   und  Diagonalen   durch   die 

.      i',» 
Strecken  3/„  3f„  jVfj,  für  welche  allgemein  Jf,'  ■=  Ä,* ö 9 

ist,  so  lassen  sic^h  leicht  folgende  Formeln  ableiten,  in  welchen  k  Avx 
Winkel  zwischen  R  und  «  ist, 

Sp'^  —  SM^  =  p*  — b",     2äcosA  =  --+2?, 

44) 

2if,ucosil      .   , 

*-^j =l-|-C0B)'8C0SJ'a      U.   8.  W. 
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Stehen  also  die  DiagODalen  auf  einander  senkrecht  (y,  —  90),  so 
gebt  die  durch  p  bezeichnete  Strecke  verlängert  durch  den  Dnrch- 
scbnittapunkt  derselheu  and  steht  auf  der  VerbindDogslinlc  der  Durch- 
achuittspunkto  der  gegenüber  tiegoudcD  Seiten  senkrecht,  ferner  ist 

Ä,*-3/,*  =  V--W9*  "  (*+*)(»-(•)■ 

Uan  kann  noch  eine  andere  Relation  aus  39)  entwickeln.  Schrei- 
ben wir  diese  Gleichung 

i'—A'!i*-\-Bs  —  C'  =  0, 
so  ist,  wie  man  leicht  findet 
45)  A'^C'  =  2, 

mithin 

oder  auch  wegen  p*  —  R* — ** 


46)  ^+-,r  +  7r+i- 


Berechnct  man  ferner  in  40)  das  Absointgliod ,  so  findet  man, 
dass  dasselbe  die  Discriminanto  der  kubischen  Gleichung  37*)  ist, 
and  weil 

U+C)»— (l  +  Ä)»  =  —  sinj-.^ainyj^sinft* 

ist,  haben  wir,  wenn  wir  die  Determinante 

iÄ'C--A'B*+iB'  —  19ABC+27C*  =  Di 

durch  die  Warseln  aosdrOcken,  aus  der  Relation 

f'VV  -P» 

.«        ~       (A  +  C)*-{l  +  B)* 
das  Restdtat 


«) 


pVp"       cos y,  — cos y^    cosy,  — cosya    cobj-s— cosyj 
*>      "        siny,         '        Biny^  siny^ 

In  Hhnlicher  Art  erhalten  wir  ans  40) 

/cogy^— eosyA'/coaft  — cosysY  /cosy,— cosyA' 
"V        siny,       /  \        siny,       }   \        siny,       )  ' 

Um  mehrere  andere  Formeln  zu  gewinnen,  betrachten  wir  in  den 
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Bedingnagsgleichaogen   38)   cosSi^   ala  Unbckanote   und   eleroiniren 
-|  UDd  cosZa  ans  denselben. 

Die  etwas  voitl&niigen  TranBformationen   fahren  schließlich  anf 
folgende  Gleichong,  in  welcher 

A-\-C~  P 
A  —  C"  Q, 
l-\-ß  =  Ji 
gesetzt  ist 

49)  —toi2ii>HPR*—  P^+PQ^+iP—iRQ) 
-f  cos2V>(4FQ— 4Ä+4Ä»— ÄQ*— 4P*) 
+  PQ.*  +  iP~iRQ  =  0. 

In  derselben  ist,  wenn  wir  sie  in  folgender  Form  scbroibea 

50)  co82t'— aC0s2i|;»-f-Scos2i|j— c  =  0, 
ffl  =  COS  2^1,  -{-  cos  2lfi,  +  COB  2lfij, 

51)  b  =  cos2(fF,cos2>Cs4-co82^,cos2Vfs-)-cos2t|'gCOB2t('i, 
o  "=  coB2ifiCOB2if'jCoa2ifj. 

Nach  gehSriger  Ornppirnng  der  P,  Q  nnd  R  in  49)  geht  dieselbe 
aber  in 

52)  0082»»— Cos2»'(^-^— ^^— ej+C0B2i;;f  ~      —Ij—e  =  0, 
wo  N  der  Goefficient  von  cob2i/'"  in  49)  ist. 

Demnach  ist 


63) 

«(«+") 

-  PiR»~P^, 

i»(l  +  i) 

-J((Ä»-F»), 

dArans  erhalten  wir  durch  DiTiBion 

54) 

m- 

P       A  +  C 
R~  l+B' 

oder 

1  +  COB  21/1,  cos  2i)i,  4-  COB  2^  cos  21IJ3  -)-  cos  2lf>,C0B  2«f>^ 
cos  Yi  +  OB  ft+ cos  Ya + cos  yi  cos  y,  cos  y, 
"  1  +  cos  y,  cos  yt + CO8  ftcoB  y» + COB  yg  cos  y,  ■ 
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DieWiakol  >-„  y^  y,  zwischen  den  paarweise  gegenüber  Btehen- 
den  Seiten  nnd  den  Diagonalen  eines  Kreiavierecks  ond  die  Winkel 
4'])  i>t^  %  zwischen  den  vom  Kreismittetponkt  nach  den  3  Darch- 
Bclmittspunkten  gezogenen  Strecken  H  nnd  den  die  Winkel  y  halbi- 
renden  Geraden  stehen  also  in  der  aas  65)  leicht  abzaleitenden  Be- 
aehnng  tgV'.tgt.tgif-j  =  tg^  •«f*«  a'- 

Bildet  man  den  Ansdmck 


indem  man  die  ans  49)  bekannten  Grössen  P,  Q,  R  einfahrt,   so  er- 
hält man 

5G) 


H(A+C)       l  +  ö       a+c- 

oder 

'  B»       (1  +  6)' 

Endlich  leitet  man   noch    ohne  Utthe  die   Gleicbnng   zwischen 
S  =  — jT  and  den  Winkeln  V  ab: 

+  („(»^^)+i(l-M„(^)*-(l-H).(J)+S+»■  _o. 

Wir  bemerken,   dass  das  Absolntglied  der  Qleichnng  39)  der  Coeffi- 
cient  von  cosSif'  in  tö)  ist. 


Abo  ist 

59) 

N 

oder 
60) 

An«  54)  folgt  aber 

4,i 

".■(!  +  ») 

(o+»)'-(l  +  6)> 
(!  +  «■ 

(A+c'-a+s)' 

mlcber  Anadrack  IbergeU  in 

61) 

Sm2i|iism2if',sin2ifi 
1+i 

»i»)'i  "«)■.»«)'. 
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Adb  59)  and  61)  folgt  also  die  elegante  Relation 


62) 


Äi*Ä,*Ä,*  aiD  jFj  ain  yg  sin  y, 

«*  sin2l^lSin2VIsiD21C,' 


Beachten  wir  femer,  dass  in  57)  oi  —  e  die  Geminaate  C,  der  knbi- 
schen  Gleichung  50)  ist,  so  erhalten  wir  vermOge  der  Bedeutung  der- 
selben und  durch  Combinatioa  von  57)  und  59) 

Ri'JJt'Rj'  _ 8coBhco8y,eo8y, 

'  *^  ""  (C0824ii-j-C082(]'j)(C08!iVj+COB2lCj){COB2lfl3+COS2l^,) 

Aus  den  letzten  Gleichungen  reBultirt 

8Bin2if'jflm2if)j8iD2V'g 
W    t«yitgy,tg>',=  ^^^g2,{,,-|,coB2i(',)(cos2i(),+coB2^B)(cos2i/»3-fcoBV,)' 

Diese  al^omeinea  für  alle  Kreisvierecke  gültigen  Formeln,  welche 
welche  noch  leicht  vermehrt  werden  kOnnen,  vereinfachen  sich  sehr 
durch  die  Annahme  C  =  0  oder  yi  =  90°.  Aua  57)  oder  62)  folgt 
sofort 

cos2Vi-(-cob24's  0. 

Damit  haben  wir  den  Satz; 

Stehen  in  einem  Ereisvierecke  die  Diagonalen  senkrecht  auf  ein- 
ander, 80  BchlieEaen  die  vom  Mittelpunkt  des  Kreises  an  die  Durch- 
schnittspunkte der  gegenQber  stehenden  Seilen  gezogeneu  Strecken 
Jit  und  J7,  mit  den  die  bezDgliclien  Winkel  y,  und  ys  halbirendcn 
Geraden  gleiche  Winkel  ifi,  ein.    Aus  64)  folgt  dann  noch 

cos2»,  =  ,T'''"^'°°^-^    oder 
^'      l  +  coBj',eoB)',    """^ 

65) 

sin  y.  sin  y. 

tg  211-,  = t*-'J — 

■>    *^>       cosy,+cOBya 

Ans  58)  folgt 

Ä  ~Bin2v, 

Ans  61)  folgt 

sin  2^1    ' 
also  auch 


nnd 


sin  2  ^',  ~  sin  2  ifi,       sin  y,  sin  y^ 
_,  __  „  l-f-cosj'jcosys    S.  Formel  44), 
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Ferner  iat 

i*!  —  2ft    Pj' — /i' =  2(»  — {2p)»    etc. 

Betrachtet   man   die   letzte  Gleichung  38)   unter   der  Annahme 
C  =  0  oder  eosy  —  0,  bo  geht  eine  Ellipsengleichang  herror 

66)  — ^  +  -^ 1. 

2  Bin«*         2co8«i* 
Sind  a  und  b  die  Halbachsen,  so  besteht  fQr  «  die  Relation 


Dabei  ist  >  ein  Halbmesser  der  Ellipse,   welcher  gegen  die  Achsen 
tun  45'*  geneigt  iat. 

Zieht  man  dnrch  dio  Scheitelpunkte  Tangenton  und  in  dem  ent- 
standenen Rechtecke  die  Diagooaleu,  beschreibt  man  ferner  mit  a 
als  .Radins  nm  einen  Ellipacnpunkt  als  Centram  einen  Kreis,  so  bil- 
den die  Yerbindungslinien  zweier  Durchschnittspunkte  von  Eltipso 
nnd  EreiB  mit  den  bezüglichen  Durchschnittspiinkton  der  Diagonalen 
nnd  dem  Kreise  einen  rechten  Winkel. 

Die  Annahme ^  =  0  oder  co8yi-4-cOBj'j-j-co8)'B:=0  würde  nns 
auf  eine  Hyperbel 

X*  y*  j_   2o*i* 

^^  a»cog2«~7»"co3g  °^'    '  —  ^^IP 

2  sinn'       2coBa^ 
gefOhrt  haben. 

Die  Annahme  B  —  0  oder  H  =  — f-  =•  1,  das  ist 


fahrt  wiedemm  zu  einer  Ellipse 

68)  -    ~-  +  -^  =  1, 

4  sin«*       4coS(i* 
worin  «  =  a'\_'r  *^^  harmonische  Mittel  zwischen   den  Halbachsen 
bedentet,  nnd  es  ist 
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AllgemeiD  ist  bei  der  Annahme  y  —  CoDStante  dio  Gleichang  37) 
die  Polargleichmg  einer  Ellipse 


69) 


a'aing'      y'coga' 


Die  Grossen  s  und  a  sind  wie  man  sieht  leicht  constrnirbar  nnd 
das  vorhin  Gesagte  bezflglich  j-  ■=  90"  gilt  hier  allgemein  für  r  ■= 
Const 

Wir  werden  diese  Sätze  nachher  verallgemeinern. 

Die  Im  Torhergeli enden  abgeleiteten  S&tze  nnd  Fonneln  Aber 
die  Beziehungen  zwischen  den  Seiton  and  Winkeln  des  Kreisrierecks, 
den  Polen  nnd  Polaren  sind  übrigens  hiermit  noch  nicht  abge- 
schlossen, wir  werden  dieselben  später  anf  dem  Wi^  der  elliptischen 
Integrale  wieder  aufnehmen  und  im   Anschlnes  an  das  Vorige  fort- 


Die  in  den  beiden  ersten  Teilen  entwickelten  Methoden  wollen 
wir  jetzt  anf  die  Kegelschnitte  anwenden. 

Die  4  Schnittpunkte  eines  Kreises  nnd  einer  Ellipse  verlHnden 
wir  mit  dem  Kreismittelpnnkt  nnd  bezeichnen  die  1  Winkel,  welche 
die  Badieu  mit  der  yerbindangsliole  S  von  Kreis-  nnd  ElUpsenmittel- 
pnnkt  bilden,  mit  tf/,,  ^f,  ifj,  ^^.  Der  Neigungswinkel  der  Linie  B 
gegen  die  grosse  Achse  der  Ellipse  sei  7  nnd  der  Halbmesser  des 
Kreises  *. 

Die  Gldclinng,  auf  welche  wir  geführt  werden,  ist  von  der  Form 
1)  a-\-baiui>-j-oeos  t;;  +  rfsin2t(i-t-«co8  2v<  =  0. 

Darin  bedeuten 

a  —  Ä»«»BingB''+Ä»*»C08(p»— o»i»-i-"-i^  .**, 
2) 
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d=      ^sin29)(««-ö*), 
e  —      ---  C082q»(o*  —  ft*). 
Hierus  erbalten  wir  sofort 

tg(Vi  +  'f'j+*s+*«) tgä^i,    also 

3) 

*i+*i+ta+t4  =  72tf'-2v. 

Die  Winkel  müSBen  in  dem  richtigen  Sinne  genommen  worden. 

Die  CoBlnnBresolvente  der  Oleichong  1)  ist  nach  früherem 

4)  cosr» — ■  ■    ■■    p^i— '-=— ^ — ^coi^ 

+  ( T-g{tt*Bin9*-|-i*co8V*)  — llcoay 

2fl'(g»+a')(a*Binfl>'— i'c08y*)+2a'6*o'— (a*— i*).' 

Wir  wollen  zdgen,  dass  diese  Gleichung  das  Problem  der  Tri- 
sectiOD  des  Winkels  in  vollster  Allgemeinheit  lOat. 

Wir  gehen  dabei  von  der  bekannten  Formel 

COtSt  =  4C0SI>  — 3C0BE 

ans  nnd  bringen  die  darans  henrorgebende 

5)  coBi*— Jcofli— JeoiS»  —  0 

mit  4)  zar  Idenütftt.   Demnach  haben  wir  die  Bedingnngsgleichnngen : 

Ä»a*8inv*+B»A»c08v'  — o'i*  +  ^-^  •*  —  0, 
6)^*(«*Binv»+ft*cos9»)  -  J, 


gg^g'  +  6»)  (g*  an  y'  -  6'C08  y*)+  2a'6 V — (a* — &*)i' 

iw  «elcben  folgende  Relationen  hervorgehen : 

a*8inqi* — 6*C0SQ)'  . 

?)  C0i3t T-: — V-i — ,1 i- 

1  i. 


<•  l<!0B8t, 
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9)  .■-16ü»'°'"°  "'+''"'"•''. 

10)  ^j cos  T*H ji Bin  qj*  -  jp. 

11)  f  -  1. 

Dabei  siod  die  Winkel,  welche  in  dorn,  dem  Kreise  nnd  der  Ellipso 
ängchörigeu  Viereck  die  paarweiae  gegenüber  Btchenden  Seiten  so- 
wobl  als  auch  die  Diagonalen  mit  einander  einscblieescn,  bezQglicb 

y,  -«, 

12)  j',  =  60«+s, 

Diese  3  BeaUmmnogen  rQbren  daber,  dass  mit  jedem  Winkel  3e  zwei 
andere  zugleicb  mit  eiisüren,  nILmlicb  180  ±3e. 

Wir  babcn  also  allgemein  folgendes: 

Um  einen  Winkel  3t  in  3  gleiche  Teile  zu  teilen  mit  HOlfo  eines 
Kegel 8chnittG,  dessen  Halbachsen  a  und  b  sind,  conslrnire  man  einen 
zweiten,  dessen  Achsen  ans  10)  bekannt  sind,  nod  bestimmen  den  ans 
8)  hervorgehenden  Winkel  fp.  Damit  erhält  man  einen  anf  dem 
zweiten  Kegelschnitte  liegenden  Punkt  als  Contrnin  eines  Kreises, 
doBsen  Radius  «  ans  9)  berechnet  wird,  und  endlich  resnltirt  dorcb 
die  Schnittpunkte  dieses  Kreises  mit  dem  ersten  EegeUcbnitt  ein 
Kreisviereck,  dessen  Seiten-  und  Diagonalenpaaro  bezQglich  die  dritten 
Teile  der  Winkel  3e,  180  ±  3t,  d.i.  e,  60  +  t  mit  oinandw  ein- 
schliessen. 

Wir  wählen  einige  specielle  Formen  der  Kegelschnitte,  am  die 
Formeln  und  Gleichnngen  zu  vereinbcben. 

Der  erste  Kegelschnitt  sei  die  gleichseitige  Hyperbel 

Der  zweite  Kegelschnitt  10}  bat  demzufolge  die  Gleichong 

fällt  also  roit  dem  ersten  zusammen,  und  ist  demnach  diese  Gurre 
fflr  die  Trisection  im  Besonderen  recht  geeignet. 

Die  Gleichung  9)  für  den  Radios  s  des  Kreises  geht  aber  in 

14)  »  =  ZU 
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und  7)  wird,  wenn  vir  noch  beachten,  dass  in  nnserm  Falle  die 
Gleichang  4}  fdr  ^  '^  180  —  y  gesetzt  das  Ahsolatglicd  im  Zeichen 
umkehrt  lud  damit  jeden  Winkel  y  i<i  seinen  NebenwiDkel  nrnwandclt, 


Das  VorBtehende  konnte  auch  ans  der  allgemeinem  Formel  fQr 
die  gleichseitige  Hyperbel  ans  4)  abgeleitet  werden,  sie  ist: 

-  1  ico8j'+  -g  —  Ol 


Unter  diesen  EinachräDkangen  ßissen  wir  das  Obige  folgendermassen 


Um  einen  Winkel   3c  in   3  gleiche  Teile   za  teilen,   beatimmen 

wir  vennOge    ^  ->  ^  in  einer  gleichseitigen  Hyperbel   den  Polar- 

winkel  ip;  nm  den  dadurch  erhaltenen  Uyperbelpnukt  beschreiben 
wir  mit  2fi  —  «  einen  Ercis,  das  bezügliche  Kroisviorcck  gibt  alsdann 
in  der  oben  beschriebenen  Art  die  betreffenden  Winkel  t,  GOf^^t. 

Wir  kehren  wieder  zur  Eegcischnittsgleichnng  10)  zorOck  und 
machen  die  Annahme  b*  =  —  3a*. 

Dieselbe  führt  also  wiedernm  auf  eine  Hyperbel 

deren  grosse  Halbachse  a  nad  deren  Excentricität  c  =  2a  ist. 

Aas  10)  folgt 
17)  2ÄC08  91  =  o, 

ans  9)  abrer 

16)  «*  =  Ä'Binq)*+(|a)». 

Die  Carre  10)  wird  also  zn  einer  anf  der  Abscissenachse  senkrecht 
Etebendea  Geraden,  welche  vom  Blittelpnnkt  der  Hyperbel  um  ^  nnd 

also  von  einem  Brennpunkt  um  fa  entfernt  ist  Mithin  geht  der 
Kreis  durch  diesen  Brennpunkt  nnd  etnen  Scheitelpunkt  der  Hyperbel. 
Endlich  ist  vermCtge 

19)       -  tg|itg9!=3 

der  Winkel  Zt  dem  Ccntriwinkel  gleich,  welcher  von  den  Radien  nach 
dem  einen    Brennpunkt    und   dem   entfernteren   Scheitelpunkt    der 
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H/perbel  gebildet  wird.  Die  TrisectioD  des  Winkels  Zt  ist  dcmsacli 
auch  in  diesem  Falle  sehr  leicht  and  an  die  Giofucho  Constrnction 
oiDer  Hfperbel  geknttpft.  Wir  kommen  nacbher  anf  dieselbe  noch 
einmal  zorück. 

Bezflgticb  der  Formel  8)  bemerken  wir  boilänfig,  dass  nuu  den 
zn  OP  zogebOrigen  coDJugirten  Halbmesser  OQ  des  Eegelscbuitts  in 
der  Art  findet,  indem  man  P  mit  einem  Brennpunkt  verbindet,  aaf 
dieser  Strecke  die  Halbachse  a  von  P  ans  abtrAgt  and  den  End- 
punkt mit  dem  Mittelpunkt  O  verbindet  Verlängert  man  diese 
Yerbindnngslinie  bis  zam  Kegelschnitt,  so  erhftlt  man  den  conjngirten 
Dnrchmcsser.  Bei  einer  Hj'perbel  ist  OQ  der  Radiasvector  der  Com- 
plementarbyperbel. 

S  18. 
Auf  die  im  vorigen  §  in  1)  — 12)  entwickelten  Formeln,  welche 
den  Fall  o  —  0,  6*+c*  =  rf»+e'   oder  die  Trisection  des  Winkels 
einiehlieseen ,     lassen   sich   die   Gleichnngssysteme    des  g   13.    mit 
Leichtigkeit  anwenden. 


Nach  dBiiielbgi  ist 

^- 

COBJ  =  C08E, 

äO) 

2p.y._ 

-co«(60«-.), 

2p»p.  _ 

—  cos  (600+.). 

s,s. 

Bin., 

Vl2^ 

Sl) 

S.S. 

.iii(60«-.). 

S.S,    _ 

yß.' 

-.111(60"+.) 

worans 

22)  Ss5i-S(i^.  =  12ftp„ 

und  dnrch  Elimination  von  cosf  and  sine  nnd  den  übrigen  resnltirt 

23}  48p,»p,«+ VV  -  12**- 

,.-..-f 
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erbalten  wir  aus  23)  nach  einigen  Umgestaltaagen  allgemein 

24)  3.»  -  5». 

Das  in  §  16.  abgeleitete  EreisTiereck,  welcbes  mit  der  Trisection 
<]cs  Winkels  verknüpft  ist,  hat  die  Eigenschaft,  dasa  zwei  Seiten  und 
eine  Diagonale  desselben  von  gleicher  Grösse  S  sind,  nnd  also  ein 
glcichs^üges  Dreieck  bilden. 

Die  andere  Diagonale  S^  and  die  übrigen  Seiten  S^  und  S,  sowie 
die  darauf  errichteten  Normalen  pg,  p,,  pf  haben  bezOglich  die  Rela- 
tionen 

-Si  +  Si+^-O, 

Pi+Pi+Ps  —0, 

Ane  24)  gewinnen  wir  noch  folgenden  Satz : 

Der  geometrische  Ort  der  Mittelpunkte  aller  in  einen  Kegel- 
schnitt einbescbriebenen  gleichseitigen  Dreiecke  ist  ein  Kegelschnitt, 
dessen  Oleichung  10)  ist 

Bezeichnet  man  die  Winkel,  welche  p,  oder  die  Verbiudungslinie 
des  Kreismitt«l Punktes  und  des  Durch schnittspuoktes  der  Hittellinien 
Pi,  Pf,  Pg  mit  den  letzteren  macht,  mit  J„  ^  i^,  so  sind  leicht  die 
folgenden  Relationen  nacbznweisen : 

»         "P2t  .  Bin  2(30«+ f)  Bin  2(30°— i) 

'*''»~i-f-C082e'    "«"»"i— cos2(30»— 0'    ^  '  ~i-co82(30»+0 


Es  liegt  nahe,  die  vorstehenden  Resultate  auf  den  irreductibeln 
Fall  der  kubischen  Gleichung  auzawenden.  Derselbe  kann  in  fol- 
j^der  Art  geometrisch  gedeutet  werden. 

Aas  20)  folgt 

2ppj  —  Pcosf, 
nnd  weil 


26)  p,  =  ,cost, 

and  «  ist  ein  Peripfaeriewiukel. 

For  den  irredactibeln  Fall  der  kubischen  Gltnchung 
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27) 

«S-Pe— Q  -0 

folge»  a». 

bekannllich  dio  Wnreeln 

, 

=  yf/'coB£   etc., 

also  iBt,  WCDD 

P-i 

t^ 

3Ä»  (gleichseitige  Hyperbel) 

und  deniDac}) 

C083.  -=  ^, 

geüetzt  wird, 

di«  eiDO 

Wnrzel 

28) 

I,  =ji, 

und  die  betreffendß  Gleichnog  wird 

29)  !c»— 3ä*«  — 2ä»cob3»  =  0, 
oder  wegGD  Sf  =  2tp  und  Ä*c082^  ■=  o' 

30)  I»—  3äV—  2Äa»  =  0, 

dereD  Wurzeln  die  Normalen  p^,  pf,  p^  Bind. 

Fasacn  wir  das  Obige  zusammeü,  so  orbalten  wir  bezltglicb  der 
geometriBchen  AnflOsang  der  Itabiscfaen  Gleichungen  mit  3  reellen 
Wurzeln  Folgendes: 

Liegt  dio  knbische  Gleichung 

a^— fir  — Q  =  0 

vor,  so  ergibt  die  Formel 

3Q 
cos  2(11  —  cosar  =  y:= 

pViP 

den  Winket  <p  als  Polarwinkel  einer  glcicLseitigon  Hyperbol,  dessoo 
zugehöriger  Radins  •'I  ~  ö  f»oeu  Pnnkt  derselben  beslimmt,  am 
welchen  man  mit  2R  einen  Ereia  beschreiben  ranss,  nm  in  den 
Schnittpunkten  desselben  mit  der  Hyperbel  ein  KreiSTiereck  za  ge- 
winnen, fflr  welches  die  vom  Mittelpunkt  des  Kreiaes  anf  die  drei 
bezüglichen  Seiten  (Diagonale)  gefällten  Normalen  die  Wurzeln  6n 
Torgelegt«n  Gleichung  sind.  Hiernach  ist  der  bekannte  HOlfswinkel 
3c  geometriach  definirt. 

Femer  erhalten  wir  aas  den  Formen  21) 
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31) 

SS'  =  Vl2<«Bins, 

QDd  weil 

S  "  Vs*. 

32) 

5'=2.sin£. 

Wenden 

wir 

diese  Formeln  an  anf  die  Gleichnng 

»3 

—  Px- 

-  Q  -=  0  (CasQB  iireductibilis). 

indc 

m  wir  setzen 

tP=4,», 

also 

P  =  3»»  =  12Ä», 

so  erhalten  wir  die  knbisclie  Gleichung 

JE»  — 12ä»i  — leÄ^sinaip  —  O  (siehe  I.  Form.  26) 
oder,  wenn  wir  die  halben  Seiten  *i  =  ^  einführen, 

33)  y'  — 3Ä»y  — 2Ä>8in29>  =-  0. 

Diese  Gleichnng  ist  das  Correlat  zur  Gleichung  29),  ihre  Wur- 
zeln sind  die  halheu  Selten  des  Kreiavierecks. 

Auch  dieses  zasammenfaBsend  erhalten  wir  folgende  zweite  ana- 
loge Anflösung  der  kubischen  Gleichung 

iS— /te— Q  =0. 
Die  Formel 

3Q 
Bin2oi  ^  aina*  =  — ■;=■ 

ergibt  den  Folarwinkel  ip  einer  gleichseitigen  Hyperbel;  indem  wir 
um  doQ  zugehörigen  Hyperbelpunkt  mit  dem  doppelten  RadioBTector 
einen  Kreis  beschreiben,  erhalten  wir  durch  die  Schnittpunkte  des 
Kreises  und  der  Hyperbel  das  Krefsviercck,  in  welchem  zwei  bezüg- 
liche halbe  Seiten  und  eine  halbe  Diagonale,  sofern  dieselben  nicht 
dem  gleichseitigen  Dreieck  angehören,  die  Wurzeln  der  redncirten 
kabischen  Gleichung  siud. 

Endlich  ziehen  wir  noch  die  Gleichung  40)  im  Tl.  Teil  iu  deu 
Kreis  unserer  Betrachtungen. 

Dieselbe  geht  für  deu  irreductibeln  Fall  Über  in 

34)  (p) -|t5+9cot3t»)(^^ +27(p)  +  27  =  0. 

Hierbei  sind  die  (  die  Tangenten  von  deu  3  Durcbschaittspankton 
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der  paarweise  gegeoUbersteta enden  Seiten  und  der  Diagonalen  des 
KreiBTierecka  an  den  Kreis.  (Far  den  innern  Funkt  ist  natürlich  t 
die  betreffende  halbe  Sehne.) 

Aus  der  Oleichang  folgt 

nnd  die  schon  bekannte 

'i         's        's        « 
Wir  fahren  ein  die  Relation 


dann  folgt  ans  der  Gleichang 

35)  «s  — 3Hä2-|-2Ä»8inSs -=0, 

weiche  mit  33)  identiecb  ist,  znnftchst  wegen  des  Fehlens  des  ersten 
Qliedes 

and  noch 

Snbstitairen  wir  in  34) 

so  erbalten  wir  ans 


ö  +  ii  +  P=»- 


Wir  wollen  jetzt  zeigen,  wie  die  gleichseitige  Hyperbel  Im  Stande 
ist,  auch  die  übrigen  Fälle  der  kubischen  Oleichnngen 

39)  ir>±ite— Q  =  0, 

anf  welche  die  Cardaniscbe  Formel  Anwendnng  findet,  geometriseli 
aolznlOsen  und  wollen  zugleich  die  Bedeutung  der  in  der  goniometii- 
Mben  Anflörang  Yorkommenden  Hfllfairinkd  nachweism. 


byGoogle 


biquadratättur  GUietiHngta  in  gtometritchtr  Darateüung.  177 

Kach  der  geaannten  Methode  üud  fOr  die  Form 
40)  sr'+Äs+Q-O 

die  HfilfswiDkel 

41) 

ZD  berechnun,  und  ß8  ist  die  reelle  Wurzel    , 

42)  X  —  V^COtafJ. 
Ebeoso  hat  man  fflr 

43)  j3_  f^  _  Q  =  0,  wenQ  4P'  ^  27 Q«, 
die  HDIfswerte 

M) 

tgp  -  Vt^, 
zs  berechnen,  and  die  reelle  Worzcl  ist 

45)  y  =  l/Ji';Bin2)J. 

Von  dem  Ponkte  R[rp)  der  gleichseitigen  Hyperbel  ßlUen  wir 
eine  Senkrechte  anf  den  andern  Aat  derBelben,  und  bezeichnen  den 
Winkel,  den  die  verlängerte  Normale  mit  der  grossen  Achse  macht, 
mit  0.  Den  FusBpnnkt  der  Normale  verbinden  wir  mit  dem  Hittel- 
pankt  der  Hyperbel  O,  und  bezeichnen  den  neuen  Radinsvcctor  mit 
r\  derselbe  schlicest  ebenralls  mit  der  Hanptachse  den  Winkel  9  ein. 
Aus  der  Fonnel 

46)  Rti\i{<p  —  9)  =  rsin2© 
eliminiren  wir  r  vermittelst 


and  erhalten  nach  einigen  Umformungen  die  kubische  Gleichung 
47)  tg2e»+Jtg2e- Jt«2^p  ^  0. 

WendoQ  wir  auf  dieselbe  die  Auflösung  40)  bis  42)  an,  so  finden 
wir  sofort,  dass  a  der  Winkel  zwischen  dem  Radiusvector  R  und  der 
EDgehörigeD  Asymptote,  und  dass  ß  der  Winkel  zwischen  dem  Radius- 
vector r  DDd  der  andern  Asymptote  ist. 

TiU  ux.  IS 
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Nounen  wir  ferner  den  Winkel,  welchen  der  verlängerte  Rsdius- 
vector  R  roit  r  einBchlieBSt  u,  so  ist 

48)  ü*  cos  2(1.  — 6)- o», 

nod  nach  ähnlichen  UmformuDgen  wie  vorhin  resullirt 

49)  tgi.»+3tgt.-2t«29>  =  0, 

also  ist 

tgw  =  2tg2». 

Indem  wir  noch  die  H3^erbelsehne 

50)  u  — rtgu 

einfahren  und  bomerken,  dass  der  Winkel  zwischen  r  and  x  ein 
Rechter  ist,  so  geht  durch  diese  Substitution  49)  Qber  in 

51)  !E»+3r»«  — 2r3|g2ip  -=  0. 
Um  nun  die  kubische  Gloicbang 

*a  +  Rr  +  Q  =  0 
aufzulösen,  ergibt  der  aus 

tg2«*^^. 

berechnete  Winkel  «  als  Winkel  zwischen  der  Asymptote  und  R 
einen  Hyperbclpankt,  welchen  wir  mit  O  verbinden  and  bis  zur 
andern  Hälfte  der  Corvc  verlängern.  Ein  tkber  der  Voriftagerang 
coastrairter  Halbkreis  ergibt  in  der  dadurch  entstehenden  Hyperbel- 
sehne  die  reelle  Wurzel  der  kubischen  Gleichung.  Der  Halbkreis 
kann  auch  Ober  dem  ftadius  R  conatruirt  werden. 

Um  endlich  die  Gleichung  43)  aufaulOsen,  transfonniren  wir  47) 
in  die  Form 


cos2öä      'eo82Ö      4cos29> 


—  0. 


Die  Normale  y  zwischen  den  Punkten  R(,tp)  nud  r(9)  oder 
48)  co82e  —  — 

in  47)  eingeführt  ergibt 

"  "      cos  2^ 

ata  Correlat  zu  51).  Die  Uethode  der  Änflßsung  der  Gleichang  43) 
ist  analog  der  für  40),  nur  ist  jetzt  die  Normale  y  oder  die  Sehne 
zwischen  den  getrennten  HyperbelUsten  die  Wurzel  der  betreffenden 
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Gloichnog.    Die  Ual&grössen  41)  and  44)  habon  also   hiermit  ihre 
geometrische  Erklftrang  erbalten. 

Eine  Uodification  der  letzten  Gleichnug  gebt  noch  aus  15)  her- 
vor, velchc  Gleicbong  jetzt  die  Form  hat 


worin  R  ein  Radlnsvector,  «  ein  beliebiger  KreisradiuB  ist. 

Soll  der  Kreis  den  andern  Hyporbelast  berühren,  so  musa  die 
Discriminante  verschwinden.  Der  Radius  »  wird  zor  Normale  y  nnd 
die  Discriminantongleicbuag  Dg  —  0  gibt 

51)  yl— ytyrv^*  — Ä»  =  0. 

Anf  die  Gleichung  49) 

tgu-fitgnS^Jjtgaq, 

werden  wir  in  eiacr  andern  Abhaudlung,  in  welcher  wir  die  oben 
dftTgeBteUte  Methode  der  geometrischen  Auflösung  der  reducirtcti 
fcabischen  Gleichangcn  auf  anderm  Wege  ableiten  werden,  wieder 
zoTttckkommen. 


S  20. 

Aas  einzelnen  Gleichnngen  dieses  Abschnittes  lassen  sich  mannig- 
bcbe  Folgerungen  ziehen,  so  können  wir  in  der  Resolvente  4)  cosy 
oder  y  als  constant  betrachten  nnd  die  betreffende  Folargleicbung 
EDcfaes.  Führen  wir  diesen  Gedanken  darch,  so  ergibt  sich  als 
scbliessliches  Resultat  die  Kegelschnittsgleichung 


52) 

"('+:-:■ 

=»'i)' 

-»■(i+r:* 

r  findet  man  sdb 

53) 

- 

^+^M 

(i-i)- 


=  A» 


CS  ist  also  ein  Halbmesser  des  Kegel  schnitta. 

Fahrt  man  einen  bekannten  Hülfswinkel  ein,   so  wird  die  obige 
GleichsDg 


^(p-i) 


Lc^ien  wir  also   eine  Ellipse  zu  Grunde,   so  ist  eine  Hyperbel 
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der  geometrische  Ort  dor  Centra  der  Kreise,  deren  Radien  —  «,  und 

deren  SchoittpiiDkte  mit  der  EllipBe  Kreisvicrecke  liefern,  in  welchen 
einer  der  Winkel  zwischen  den  gegenüberliegenden  Seiten  eine  cou- 
Btante  Grösse  behält 

Hatten  wir  dagegen  eine  Hyberbel  zu  Orande  gelegt,  so  würden 
wir  «ne  Ellipse  als  geometrischen  Ort  der  gedachten  Kreise  erhalten 
haben. 

Gehen  wir  femer  anf  86]  I.  Tdl  zurück  nnd  setzen  fest,  dasE 
fj+yj+y»  =  180"  oder  j'i+)'i  =  )'j  ist,  so  erhalten  wir  für  den 
ersten  Fall  den  Kegelschnitt 


und  für  den  zweiten  Fall 

81)  b'coBtp'-^-a" 4- — ^  sinip' —  *pj-. 


Die  Gleichungen  werden  noch  einfacher,  wenn  wir  die  Bedin- 
gungen i*  -" — 3a*  oder  Ä*  =  — a'  einfahren,  wir  würden  damit  anf 
schon  betrachtete  Verhältnisse  znrOckkommen. 

Femer  folgt  aus  i)  die  Ellipse 

82)  ^(a*sinv»+6*c0BT*)  =  p'. 

Da  «  ansfUlt,  so  haben  wir  allgemein  den  Satz,  dass  concen- 
trische  Kroise  durch  ihre  Schnittpunkte  mit  einem  Kegelschnitte 
Ereisvierecke  liefern,  deren  Mittellinien  sich  alle  in  Einem  Punkte 
schneiden.  Die  gegenüberliegenden  Seiten  wie  die  Diagonalen  stehe», 
wie  sich  leicht  zeigen  lässt,  symmetrisch  gegen  die  Achsen. 

Zieht  man  nümlich  durch  einen  beliebigen  Punkt  UM  i»  der 
Eltipsonebene  eine  Gerade,  welche  mit  der  grossen  Achse  den  Winkel 
T  bildet,  Bo  ergeben  aich  die  durch  die  Ellipse  nnd  den  Pnnkt  be- 
stimmten Strecken  joner  Geraden  aus 

83)  i'(''*8int'-f-Ä*C08tä)  +  2!C.Ä(o'sinTsin^+ft*C08TC0siC) 

+  H»(a*8io^*-f  6'cosip»)  — aV  =  0. 
Drehen  wir  die  Gerade  um  den  Pnnkt  Jl(^),  bis  ihre  zweite  I^age 
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mit  der  ersten  Bymmetrisch  gegen  die  ^-Aubee  iBt,   d.  li.  setzea  wir 
I  ><  ISQO—  T,  so  bleibt  das  Prodnct 

84)  XyXf  =  x^Xi 

nnrerändert,    lo   dus   durch  die   entsprechenden  Schnittpunkte  ein 
SreiB  geht. 

Die  Achsen  der  obigen  Ellipse  stehen  zu  q  in  der  Beziehung 

1  _1        1 
A       3"°  q' 
lojserdeni  folgt  noch 

B       a* 
A  "  6>* 
sod  ans  II.  44) 

■»^*+^»+^i.'-p'»-p"»-p"'»  =  •*-»*■ 
Endlich  resoltirt  ans  4)  noch 
4* 


-,cotv  ■=  tg  J  tg  Ö  tg  l'  -  tgi/^. 


SM. 

Das  Problem  der  Normalen  der  Ellipse  scheint  bis  jetzt  noch 
Dicht  allgemein  gelöst  worden  zu  sein,  so  ein^h  dasselbe  anch  ist. . 
Wir  wollen  zeigen,  dass  die  im  I.  Teil  entwickelten  Methoden  die 
ToUstlndige  Auflösung  dieser  Aufgabe  enthalten. 

Der  Pnokt  in  der  Ebene  der  Ellipse,  von  welchem  aus  die  Nor- 
malen gezogen  werden  sollen,  habe  in  Bezog  auf  den  Mittelpunkt 
der  Curvo  die  Polarcoordinaten  R(a).  In  den  Fusspnnkten  der  Nor- 
malen zieben  wir  senkrecht  zur  grossen  Achse  Gerade  bis  zum 
Durchschnitt  mit  dem  nm  das  Centrum  mit  der  grossen  Halbachse 
beschriebenen  Kreise,  verbinden  diese  Schnittpnnkte  mit  dem  Mittel- 
punkt und  bezeichnen  die  hiordiirch  mit  der  ^-Achse  eingeschlossenen 
Winkel  mit  ipi,  ipf,  etc. 

Entwickeln  wir  nun  die  Bediugongsgleichung  fflr  das  Senkrecht- 
steben der  Normalen  der  Ellipse  in  der  Form 

a-\-bsiiiip-\~ccoBcp-i-daiu2q>-^e<Ms2ip  —  0, 
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a  — 0, 

b  ^  acos«, 


Domznfolge  ist  die  Cosinaereaolvente 
j'cQag*-|-i*aiDtt' 


.B.'H-r 


c* 


deren  Wnrzeln 

h  =  i(Vi  +  Vi  —  Vj  —  Vi)    «tc- 
§iiid. 

Maa  bemerke  die  ans  dem  Fehlen  des  2.  Gliedes  bervorgeheDde 
Formel 

87)  COiU<Pt  +  <Pt-tpg  —  <Pi)  +  C0Bi(<pt  —  lp,  +  fi3~'Pi) 

+  cos  Uvi  —  9»  —  9>a + Vt)  =  0, 
und  femer 

88)  ieUvi  +  Vi+Vi  +  Vi)  =-=<«, 


und  man  wird  erkenneti,  mit  welcher  Leichtigkeit  unsere  Methode 
za  diesen  bekannten  Formeln  fQhrt,  welche  ohne  sie  nnr  anf  be- 
schwerlichem Wege  gefunden  werden  können. 

Ferner  beschreiben  wir  um  einen  Punkt  R\ci')  mit  einem  Ra- 
dius t  einen  Kreis,  ziehen  wie  vorhin  nach  den  Durchschnittspunktea 
der  Curven  senkrecht  zar  grossen  Achse  Gerade  bis  zum  Kreise  nm 
die  Ellipse,  und  bezeichnen  die  Winkel  zwischen  den  von  den  neuen 
Durch Bchnittspnnkten  nach  dem  Mittelpunkte  gezogenen  Radien  und 
der  Achse  mit  q>j,  ip^,  etc. 

Die  Constanten  der  Bedingnngsgleichung  in  der  Form 

a-j-isin^p  . ,,  etc. 
und 

b  —  —  4*B'sinB', 

89)  c 4«R'co8  tt', 

d  =  0. 


Die  Resolvonte  der  Kreisgleichung  ist  demnach,  wenn  a  =  0, 
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90) 

„  ,  /,<»«C0W'M-S*8ill«'»„,      A         ,      ,Ä'*(a*COB«'»— 6»8in«'*)      „ 

«»r  H-U -^ if*—\  jcosr'—i — 5^ ^ — a 

Ferner  folgt  ir^en  d  —  0 

*i  +  «Ci+ts  +  V*  =  0. 

Sollen  nnn  die  beiden  ResolTenten  identisch  sein,  so  ergeben 
sich  durch  Gleichsetzen  der  Goefficienteo  gleich  hoher  Potenzen  ans 
beiden  Gleichnngen  die  Bedingungen 

— j-(a*CQa«'*-)-fi*Bin(i'*)  =  j-(o*co8(»*+Ä*sino'), 
91) 

4Ä'» j — — ^  —  — i-8in2«, 

woraoH   wir  nach    einigen  Umftndenuigen   die  einfachen  Relationen 
erhiüten 


l  +  -tg« 
92) 

*^    —  o»cosa"— S»8ino'«' 
dieselben  können  Bnch  in  folgenden  Formen  auftreten 


93) 


Ä'C0Bo'==--T2(aC0Btt  +  6Biu«), 


Ä'Bino'=  Hj-TgCocoBK— Ssinö). 


Fflhrt  man  die  Projectiooen  ein,  so  ist 


ap-^bq  ,      ap  —  bg 

"    2ay/2  '        '~   26y2  ' 


94) 

vomit  sieb  Terbindet 

a*-i-b* 

95)  »*  =  ^^^I^K 

Di«  1.  Fonnel  von  92)  voreinfocht  sich  sehr  bei  EinfQhrnng 
leicht  constmirharer  Winkel  tg^  —  -tg«,  tg(S'—  -tgo'  nnd  es  re- 
islürt 

96)  ß-~=  45»— (S. 
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Vorl&ngcrt  man  nftmticb  den  eioeu  Schenkel  des  Winkels  a  bis  znm 
Kreise  nnd  fällt  vom  ünrchschnittapankto  bis  zur  Ellipse  eine  Senk- 
rechte ZOT  Ächae,  so  ergibt  sich  bekanntlich  der  entsprechende  Polar- 
winkel  ß  nnd  ähnlich  ß'. 

Vermittelst  dieser  Constmction  erhatten  wir  hei  gegebenen)  a 
den  entsprechenden  Winkel  d'. 

Peruer  ist  i(iiC0Ba+&Bin(t)  leicht  constmirhar. 

Aus  der  Identität  der  Wurzeln  reeultiren  unu  die  Bozichnngen 

Vi  +  9*1  —  Vb  —  V«  =  *i + 1» — ta — ■*« 

Vi  —  V»+<P3  —  'P^=^l  — 1»+*»  —  *4, 

9')  q5,_  y,_  qpg  + vt  =  ^1--  if.  — iCi  +  t», 

Durch  ComhinatJon  dieser  Formeln  finden  vir 

Vi  -  t,+45», 
9»  =  *i+*5", 

Diese  Relationen  gehen  die  Lösung  des  Prohlems. 

Um  den  Sinn,  iu  welchem  die  Winkel  ip  nnd  ij'  zu  nehmen  sind, 
festzD stellen,  wählen  wir  den  Punkt  R(a)  im  1.  Quadranten,  and 
nehmeu  die  Winkel  unterhalb  der  ^-Achse  ip,,  9>s,  ipa,  von  dor  Rech- 
ten zur  Linken  fortgehend,  positiv,  dagegen  qn«  negativ.  Dasselbe 
gelte  bezüglich  der  Winkel  tp. 

Die  EntWickelung  liefert  demnach  folgendes  Resultat. 

Um  von  einem  Punkte  R(d)  die  Normalen  an  die  Ellipse  zu 
ziehen  construire  man  nach  den  Proportionon 


0^2:  J(ac08n+SBin«)  —  R:p', 
&y2:  )(acosv— isino)  —  A:g', 


99) 

die  Coordinatcn  p',  q'  des  Mittelpunktes  eines  Kreises  vom  Radius 

100)  ,  _  j/^f+ü" 

Dieser  um  «"(a')  beschriebene  Kreis  trifft  im  Allgemeinen  die 
Ellipse  in  4  Punkten,  durch  welche  wir  Senkrechte  zur  ^-Achse  bis 
znm  Kreise  um  die  Ellipse  ziehen,  tragen  den  Gleicbnngeu  98)  zu- 
folge von  den  Schnittpunkten  an  Bogen  von  45"  in  entsprechender 
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Weise  »b,  cUnn  treffen  die  von  hier  zor  JT-Acbse  geföllteD   Senk- 
rechten die  Ellipse  in  den  Fnsspnnkten  der  Normalen. 

Wir  bemerken  noch,  dass  die  Discriminante  der  Oleichnng  auf 
die  Evolnte  der  Ellipse  fOhrt 

Eine  andere  Uethode,  Normalen  an  die  Ellipse  zu  ziehen,  wollen 
wir  ohne  Resolvente  entwickeln. 

Die  typische  Form  transformiren  wir  in  eine  andere,  in  welcher 
2ip  statt  tp  vorkommt.  Die  Constanten  sind  fQr  die  Normalen  und 
den  Kreis  in  Uebereinstimmung,  wenn  wir  setzen 


i*co8o'4-6*8ino* 

;* 

4R* 


lisinacosa 


Hieraus  entwickelt  sich 


-tg«'=  tg2jS, 

Bsinv  =9  —  -jfosinSo, 


cos  2^ 

Die  beiden  ersten  Formeln  geben  mit  Leichtigkeit  den  Winkel  o', 
ans  der  dritten  ergibt  sich  die  Ordinate  des  Kreiscentrams  und  aus 
der  vierten  der  Badins.  Der  Kreia  bestimmt  dann  in  den  Winkeln 
'^11  ^f)  ^t<^'  die  folgenden,  den  Normalen  entsprechenden  Winkel 

103) 


nnd  damit  die  zugehörigen  Fnsspnnkte. 
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SchliesBlich  wollen  wir  ansere  Methode  nocli  auf  die  Normalen 
der  Hyperbel  anwenden.  Die  Resultate  sind  indra  weniger  einfiuh, 
als  bei  der  Ellipse. 

Analog  dem  Vorhergehenden  finden  wir,  wenn  wir  den  Fnnkt, 
Ton  welchem  au3  Normalen  gezogen  werden  sollen,  mit  fi(«)  be- 
zeichnen, als  Qleicbung  fär  die  Normalen  die  Form  a-\-b&inq>  .  .., 
in  welcher  ip  der  Winkel  ist,  der  bei  der  Constrnction  der  Hyperbel 
vorkommt  nud  mit  den  Coordinaten  derselben  vcrknapft  ist  dorch 

*"^'  s'-*tgv 

Die  CoDstanten  sind 

0  =  0, 

101)  e='&Bina, 


Die  Resohente  ist  demnach 

105)  cosy»+(-^i^^3^. ljcosy  +  ^i^^^,  =  0. 

Wir  haben  also  auch  hier 

106)  COBiCqPi  +  qo,  — Vs— 9>t)  +  C0Bi(ip,  — (p,+  Vs  — V*) 

+ COS  1(9>,  —  y,  —  Vg + Vi)  =  0. 

Der  Kreis  vom  Halbmesser  »  nnd  dem  Centmm  A'(a')  bat  in- 
folge der  Coustanten,  womnter  wir  a  =  0  setzen, 

a  =■  «»— fl'»  — (a»+c>)  —  0, 
6  =  0, 

107)  e  —  4H'oC094r', 
d—  ^R'bsma', 

die  Resolvonte 

106)     C08j-'+^^_^j^„j,^.^^,-ljco8y  +  ^^_^jj„j,^^„.^-O. 

DigmzedbyGoOgle 


bigaadmtiKliKr  Gltittungen  m  gtomelriichtr  Darstellung. 
Die  Identität  TerUngt  die  Bedingnogen 

2-B'gina'  _  (    B    y       2R'coBa'  _  (     ■*    Y     ^ 
'  Brin«         \bBina)  '        Bcos«         \acoaa}  beinu 

wo 

^»  =  6»ain<.»+^. 
HO) 

B*  =  i'Biiia* — ■^. 


Aleduiii  erbalten  wir  ans 
'^  iCVi+V»  — Ts— ')»4)  =  i(*i  +  *»  — »('s— **). 


die  den  Honnales  entsprechenden  Winkel 

113)  . 

Vi  —  1's  — 45"— 2'    etc. 

Eine  einfache  Constmction  ergibt  hieraus  die  Norntalenfttsspankte 
der  Hyperbel. 

Die  Constrnction  der  Normalen  der  Parabel  bietet  keine  Schwie- 
rigkeiten dar,  weswegen  wir  darauf  nicht  weiter  eingehen. 
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XI. 
Oscillationen  eines  BiHlarpendels. 

Von 

R.  Hoppe. 


Ein  Edrpor  sei  an  2  Fftdcn  (nndebobareo,  gewichtloBeQ  geraden 
Linien)  anfgeh&ngt,  die  obers  Enden  der  Fftdon  (0)(1)  im  Räume, 
die  untern  (2) (3)  am  Körper  fest;  dann  kann  der  Körper  noch  4 
nnabbängige  Bewegungen  machen.  Die  Schwere  des  KSrpers  sei  dio 
allein  wirkende  Kraft,  (4)  sei  sein  Scbwerpankt  (0)  sei  Anfang  d^ 
xyn,  die  x  Tcrtical  nach  unten,  die  xy  Ebene  gehe  durch  (1).  Die 
Coordinaten  der  Punkte  (1)(2)(3)(4)  seien  durch  die  gleichen  Indice» 
bezeichnet.  Ferner  seien  die  Verbindongslinicn,  welche  constante 
Länge  haben: 

l  =  m)\    /,  =  (13);    A—  (23);     Ä-(24);     Ä,  =  (34) 

Es  soll  zuerst  die  OleicligewichtBlage  bestimmt  werden.  Dann  will 
ich  solche  Fälle  der  Bewegung  in  Betracht  ziehen,  wo  nach  Verbrauch 
der  lebendigen  Kraft  jeder  Punkt  des  KOrpers  auf  dem  durchlaufenen 
Wege  zurAckkehrt  In  diesen  F&llen  ist  dio  Bewegung  geometriech 
bestimmt  und  die  Geschwindigkeit  durch  die  Gleichung  der  lebendigen 
Kraft  bekannt. 

§.  1.    Gleichgewichtslage. 

Als  erste  Bedingung  des  Gleichgewichts  liegt  zu  Tage,  dass  die 
Figur  (01234)  in  eino  verticale  Ebene  fällt.  Denn  die  Lage  des 
Körpers  ist  bestimmt  durch  die  des  Dreiecks  (234);  er  Iftsst  sich 
durch  dessen  3  Soiten  ersetzen.  Dann  wirken  in  jeder  Ec^o,  incl. 
der  Spannungen,  3  Krftfte,  deren  Richtnngen  in  je  eise  Ebene  fallen 
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DtlUaen;  folglich  liegen  alle  5  Punkte  mit  deren  Terbludnngen  in 
einer  Ebene,  and  diese  iat  vertical,  weil  die  Schwerkntßsrichtung 
anch  dazn  geiiOrt. 

Demnftcb  sind  die  x  aller  5  Punkte  null.    Sei  nnn 

CD 

r,  -'«COSCi  Xf  =  ICOSip;  arg-- !B,-f-*COB<(';  jr«  — i,+Äcos(tfi  +  (i) 
jj-esine;  y,— iainv;  y,  =  y,+isini(>;  ^4 -'y)+A8in(v+«) 
Dann  ist 

H+P+t*  — 2eico8(9  — i)  — SafecosCt  — 0+2Wcos(»|J  — 9)  (2) 
V  =  K— Xg)*+(y4— y,)*  =  i»+A»— 2AAC08C. 

Die  letztere  Oleichaog  ist  nnr  eine  Relation  zwischen  StScken  des 
DDTcr&nderliclieD  Droiccks  (234).  Zar  erstera  kommt  daher  nur  noch 
die  Bedingnng  des  Hazimnms  e,,  nämlich: 

— 3^^  =>  lsiiiipdq)-\-kBiji{il'-\-a)dili  —  0 

Kliminirt  man  zwischen  ihr  and  der  Ableitoiig  von  61.  (2),  nämlich 

([«rin(flo— E)4-A8in(tc— 9))}S9>+jfe[e8in{i(«— r)— isinCv»— irJlS^—O  (3) 

die  Differentiale,  bo  kommt: 

(4) 
i»ingii[i«in()fi— qj)  -  e8in(*— f)]+A9in(i/»-f  »)[A8in(ifi-q))-|-e8in(9— i)]— 0 

oder  in  Coordinaten  ansgedrtkckt : 

Diese  Qleichnng  verhnnden  mit  den  5  Gleichangen 
V+y»»  =  i»;     (ir,-!r,)«+(y,-y,)»  =  fc';    (**-*.)'+(yi-S',)*  =  A* 

(tH~'i)* + (ys-y.)'  =  h'  i   {'=*-^s)'+  (y4-yi)*  =  Ai» 

bestimmt  die  6  gesuchten  Grössen  ir,,  a-g,  x„  yj,  yj,  y^.  Die  Elimi- 
nation Ton  5  derselben  gibt  eioe  sehr  hohe  Gleichung  tnr  Berechnung 
der  sechsten.  Die  nnmerische  Bercchnnng  im  einzelnen  Falle  ist  wol 
noch  am  kürzesten,  wenn  man  ip  zwischen  Gl.  (2)  ond  (4)  eliminirt, 
und  die  resnltirende  Gleichung  nach  ^  auflöst. 

Dagegen  kann  man '  leicht  for  beliebige  Lage  des  Körpers,  für 
w^che  nur  das  Dreieck  (234)  vertical  ist,  den  einen  Aofbingepnnkt  (1) 
to  beatimmcn,  dass  Gleicfagowicht  stattfindet.  Hier  sind  die  genannten 
6  Grössen  gegeben,  und  Gl.  (5)  drttckt  die  Gerade  ans,  anf  welcher 
der  Poskt  (zjyi)  liegen  mnss.  Diese  Gerade  kann  offenbar  nur  mit 
(13)  zasammenfollen,  da  man  im  Gleichgewicht  jeden  Punkt  des  Fa- 
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dcna  (13)  fest  niaclicii  kano.    Dies  bestätigt  sichtlich  Gl.  (5),  wenn 
man  sie  so  schreibt: 

yi  Vi   yj— yi  —o  (6) 

ly*  Vi  0       I 

Die  Lange  l^  verändert  sich  mit  dorn  Anffaangepunkte,  darf  also  nicht 
gegeben  sein. 


S.  2.    Oscillation  in  verticaler  Ebene. 

Die  Bedingaeg,  nnter  der  ein  BiGlarpeodel  in  verticaler  Ebene 
oscilliren  kann,  ergibt  sich  am  schnellsten  ans  den  Lsplace'schen 
GleichuDgen,  welche  die  Bewegung  cioes  KOrpers  reUÜT  zn  seinem 
Schwerpunkt  bestimmen. 

Sind  ir,  y,  %  die  Coordinatca  des  Körperelements  9m  bezDglich 
auf  solche  im  Banmc  der  Richtung  nach  feste  Azen,  nnd  \,  17,  f 
bezQglich  auf  solche  am  Körper  feste  Axen,  deren  Anfaog  im  Schwer- 
punkt liegt,  vorbanden  durch  die  Relationen; 

y  =  «il+ftjn+cif 

ist  ferner 

r  ■=  ia'-f-6,(»,'-J-ÄjO,' 

wo  der  Accent  die  Differentiation  nach  der  Zeit  bezeichnet,  und  wir- 
ken auf  dm  die  Componenten  XYZ,  so  sind  die  Gleichungen  der 
relativen  Bewegung: 
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Diese  Glcicbangen  lassen  sich  auf  das  Bifilarpendel  anwenden, 
wenn  wir  die  Spannungen  der  Fäden  als  2  Kräfte  ansehen,  die  auf 
die  Pankte  (3)  (3)  des  als  frei  gedachten  KOrpers  mit  den  Compo- 
nenten  X^^t  <""'  -^^s  wirken. 

Führt  man  die  momentane  Lage,  deren  Bedingung  gesncht  wird, 
ein,  so  ist  zu  setzen: 

I  —  0  far  die  vorkommenden  Punkte, 
Z  —  Q  durchweg, 
e  >^  Cj  ~-  o,  ^  6,  ^  0;    Cj  ^  1 
a  ES  &^  ca  cos  m ;     a,  ■=  —  6  =  sin  u 
wonns  nach  (8): 

und  die  Gl.  (9)  werden : 

£»"— O«'*  — 0 
Da"-\-Ea'*  —  0 


*^»"=.  !*»"**  -^1  j.  1*»— 'i  -^1 


Am  den  2  ersten  folgt: 

Da  der  zweite  Factor  nicht  null  sein  kann,  wenn  das  Pendel  nicht 
still  stehen  soll,  so  mnss 


sein.  Beide  Grössen  bleiben  dann  nnll  bei  jeder  Drohung  des  Axen- 
systems  nm  die  CAxe,  mithin  aach  bei  derjonigen,  fDr  welche  f  ver- 
schwindet, also  alle  KOrperaxon  Hanpttrftgheitsaxen  werden. 

Bedingung  der  Bewegung  in  der  Verticalehene  ist  demnach,  dass 
der  Körper  in  zwei  solches  Punkten  aufgehängt  sei,  die  in  der  Ebene 
zweier  Uanptträgheitaaxen  li^en. 

Seien  demgem&ss  die  Azen  der  x^fy  Haupttr^heitsaxen,  mithin 
D=  B  =  F=Q,  und 

e  "  fcosffl  —  tisinn 
y  ■=  IsintB-^iicosn 
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dauD  lastet  die  Gloichuog  der  lebendigen  Kraft: 


Hier  sind  noch  x^  nnd  y^  in  u  aaszodrOckon.    Wendet  man  die 
Sabstitutionen  (1)  an,  wo 

1(1  —  10+  const. 
so  hat  man  zunächst : 

<*+!//•  =  [i»(|^) +A»+2Az||coa(t|;-v  +  <,)]o,'»  (12) 

und  nach  Gl.  (3) : 

89  ?gin(if  —  y) — esinf»  — t) 

'öij»  "  *iBiii{i/'— ?i)  +  eBin(?— f) 

Gl.  (2)  läsBt  sich  folgendermassen  zerlegen: 

Ecosfi  =  eco8(V  — 0— *;    £8inp  =  «8in(^  — e)         (13) 

'^°^^=         2^^     '  (14) 

*— V  =  i  +  ^  {16) 

nieraach  wird 
ABiB(»|)  — 9!)  +  «Bin(q»~t)  =  jl!sin(v  — v) 

+  esin(*  —  i)  coa(t(i — 9)  —  e  cob(i(/  —  t)  Bin{V  ~  v) 
=  £sinficos(4'  — qp)  —  £coEfisin(t)i  — 9) 
=.  £;8iii(((  — i;t+9i)  =  —fisini 


iin(»  — f)— fginq+f.) 

3V       "  i.'  Bin  k 


E  l     sin  A 
DieB  in  (12),  von  da  nebst  dem  Werte 

<ct  =•  ij[ricoB(i-0-t/co9(i-if)  +  JSAcoa(t+<.)] 
in  (11)  eingeführt  gibt: 
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+  2Aecoaa+V  +  tt  — 0  — 2äAco8(1  +  o)   -{-(A»+n)K»}  (16) 
wo  cos  i  nDd  siai  noch  nach  Gl.  (14)  verbünden  mit 

^  =  «»  +  t»— ScicoaCV'  -I)  (17) 

in  ip  anszndracken  sind. 

In  Betreff  der  geometris<dien  Bedeutung  vollendo  m&n  dag  Ps- 
raIlol(%rainm  (0230} ;  dann  ist 

£  =  (16);    A  =  Wkl.  (153);     «  =  Wkl.  (324) 

i.  Vi  <»  die  RichtungsniDkel  von  (Ol),  (23)  nnd  von  der  £  Axe  gegen 
die  Tertlcale;  at  kann  man  —  ip  machen,  wenn  man  die  i  Axe  parallel 
(23)  annimmt. 

DaiauB  ist  ersichtlich,  dass  £  nnr  constant  null  sein  kann,  wenn 
d»s  Viereck  (0123}  ein  Parallelogramm  ist.  Anf  diesen  Fall  ist  die 
Rechnung  nicht  anwendbar,  da  jp  constant  wird,  und  Qi.  (2)  in  0^0 
flbergeht.  Hier  ist  die  Bewegung  des  EOrpers  eine  reine  Translation 
ohne  Drehung.  Da  diese  Translation  die  des  Punktes  (2)  ist,  so 
kann  man  die  Hasse  und  Schwere  des  Körpers  nach  (2)  verlegt 
denken.  Das  Bifilarpendel  schwingt  dann  nach  dem  Gtesetze  eines 
einfachen  Pendels,  abhängig  allein  von  der  L&nge  l  =  i^  und  dem 
Gewichte  der  Maaseneinbeit,  unabhängig  aber  von  der  Masse  und 
Beschaffenheit  des  Körpers. 

§.  3.    Oicillation  bei  verticaler  Bewegung 
des  Schwerpunkts. 

Nimmt  man  an,  dass  der  Schwerpunkt  des  EOrpera  sich  steta 
vertlcal  bewegt,  und  dass  seine  horizontalen  Ebenen  beständig  hori- 
zontal bleiben,  so  bat  man,  bei  Anwendung  der  Relationen  (7), 

a,  =  flj  =.  i  =  c  =  0;     a  =  1 

6j  =-  c,  =  coa»;    ig  ■=  —  ci  =■  sino) 

5  =  r  _  0;     p  =  m' 
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and  findet  analc^  wie  in  §.  2.,   dass  £^F=0,  dabbr  die  x^  Ixe 
eine  Haapttr&gheitsaxe  sein  moas. 

Alle  neitern  Bedingnngeii  sind  offenbar  erfüllt,  wenn  1  =  1^, 
A  :=  Aj  uHd  x,  =^  0  ist  Man  luuin  dann  atots  die  Gerade  (23)  hori- 
zontal, die  Ebene  (234)  vertical  erbalten,  so  dass  die  Mitten  von  (Ol) 
und  (23)  mit  (4)  in  einer  Verticale  liegen  nnd  bleiben.  Diese  Yati- 
cale  ist  es,  welche  nach  dem  Vorigen  HaaptträgheiUue  des  Körpers 
sein  masa. 

Wir  nehmen  die  Mitte  Ton  (Ol)  znm  Anfang  der  x^z,  die  Mitte 
Ton  (23)  znm  An&ng  der  l^t.    Die  Relationen  werden: 

y  —  ijcosm  — {:Binii)        }  (18) 

B  —  17  sin  0)  ~|- £coe  I»        ' 

Die  Gleichnng  der  lebendigen  Kraft  lantct: 

mx,'*+Aa'*  -=  2gm(x,  —  di  (19) 

da  wt  —  ccf-i-coüBt  ist.    Die  Coordinaten  {itj/x)  fttr  (0)  nnd  (1)  sind 

(0,   -|,   0)     md      (0,    !,   0) 
die  {tvCl  fu  (2)  und  (3) 

(o,   -|,    o)      und      (o,    |,    o) 

daher  die  (xyz)  nach  (18) 

/           JtcoBu        isinaiX  .      /        Acosn     J:Bitio\ 

['», 2-. 2-)      ""^      l^'    ^2-'    -2-; 

demiMch 

i«  =  I,"  =  «i'+ie«»"»  — ")'+!<' •'"")' 

wonuB; 

0  =  2z,«,' -1-  ikeu'na  m 

nun  faiemnch  o>  aas  Gl.  (19)  nnd  setzt  A  =  mn*,  so  erholt 
2j{4>.>-[2.,'_2i'+^^'j(«,  +  * 
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8d  /  der  Abstand  der  ParalleleD  (Ol)  nnd  (23),  and  znr  AbkOnsnng 
A«  =  o» 
dann  bat  man: 

BDd  die  Gleichmig  wird: 

2fff/«(<.»-/*)  +  (2/*-a«)a^»-«.*J('r,+d)  (20) 

inbeBOndere  für  /  —  a: 

r.'V4-4»'-V)  -  2ff{a»-«,»)(*,+d) 

Bo  dBBs  für  2  Werte  von  d  die  Zeit  elliptisches  Integral  wird,  nftm- 
lich  fOr 

ä-a;    ,,    '      /•^l/°'+^'-V 
VW  a+fjr         «  — *t 

Die  allgemeine  Oleicbnng  (20)  liat  die  Fonn: 
^"(P'-^')(V±a')  -  2»(i',"-»,')W±  VX'.+'i)      (21) 
±F"(l'  =  ±P,'<J,'  =  f^o>-/')  (22) 

mitliio  die  Doppelieicheu  entsprechend  Bind,  und  zwar  ist 

r'-  V(ja"-2n')>+4»V+f-l«"+2»' 
±Cf-  y(l<.'-2«')'+4n>/«_/'+Ja'-2„> 

-(/'±a') 


±40' 


4f" 


(p'-rt 


SoUton  nmi  anter  den  9  linearen  Factoren  in  Gl.  (21)  irgend 
nrei  einander  gloidi  sein,  so  w&re  dies  für  obere  Zeichen  nnr  mOg- 
Uch,  wenn 

p  =  Po  oder  Q  =  Qo  oder  d  =  Po  od^  d  =  P 
vite.    Die  ersten  2  Falle  sind  nach  (22)  immer  gleichzeitig  nnd 
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geben  n  =  0,  die  2  letzten  UDd  speciell  für  Q  :=  Qg  =  0  schon  in 
Änwendang  gekommen. 

Far  Untere  Zeichen  kommen  noch  folgende  FELlle  hinza : 
P=Qo;     Q  =  Poi    d  =  ±Q;     d  =  ±Qa 
Die  ersten  heiden  sind  wieder  gemeinBchaftlicb  und  fordern  f=a, 
vo  P,  Q,  Po  und  Qg  verBcbwinden,  sind  also  nnniöglicb. 

FftUe,  wo  sich  die  Anzahl  der  linearen  Factoren  vermindert, 
sind  also  nur  die  folgenden.  Bei  beliebigem  Anfangswert  der  leben- 
digen Kraft  redncirt  sie  sich  für  /  —  a  von  9  anf  5,  für  bestimmte 
Anfangswerte  wird  sie  am  2  vermindert  und  redncirt  sich,  wenn 
f=a,  ffir  2  TerechiedeDO  Werte  anf  3,  wenn  f  nicht  =  o,  Ar  6 
verschiedene  Werts  anf  7. 
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Allgemeiner  Satz  der  in  T.  XLVII.  S.  333. 
mitgeteilten  Uebungsaufgabe. 


Die  Aafgabe  ging  dabin:  in  einem  gegebenen  Quadrate  durch 
ZeictiDDDg  von  4  Oeradeu  nDmittetbar  ein  Quadrat  herzastellen,  dessen 
Inlialt  gleich  einem  FQnfteil,  and  dessen  Mittelpunkt  der  des  ge- 
gebenen QnadratB  ist.  Lösung:  man  halbirt  die  Seiten  und  verbindet 
äe  Schnittpunkte  mit  gegenüber  liegenden  Ecken  der  Reihe  nach 
durch  4  Gerade;  diese  begrenzen  im  Innern  das  gesuchte  Quadrat 

Die  Lösung  beruht  anf  einem  allgemeinen  Satze,  welcher 
sowol  Rechtecke  wie  Quadrate  begreift  und  dabin  lautet; 

„Wenn  man  auf  den  Seiten  resp.  deren  Richtungen  eines 
,^echtwinkligeu  Parallelogramms  dieselbe  Seitenquote  der 
„Reihe  nach  von  den  Eckpunkten  aus  abträgt,  und  die 
„Schnittpunkte  mit  den  gegentlber  Hegenden  Ecken  der 
„Reihe  nach  durch  vier  Gerade  vorbindet,  so  entsteht  ein 
„inneres  homocentrisches  Parallelogramm,  dessen  Inhalt 
'„sich  zu  dem  des  anssem  verhält,  wie  das  Quadrat  der 
,J)ifferenz  zu  der  Summe  der  Quadrate  einer  Seite  und 
„ihres  Qnotenabschnitts". 

In  beiden  Figuren  (S.  Fig.  1.  nnd  2.)  ist  ABCD  das  gegebene 
rechtwinklige  Parallelogramm.  AF,  BG,  CHnad  DE  sind  die  Qaoten- 
abschnitte  der  Seiten  AS,  JBC,  CD  und  DA.  In  Fig.  1.  ist  die 
Quote  kleiner,  in  Fig.  2.  grösser  als  die  betreffende  Seite. 
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Sehnt Ik  AUgtmtina-  ScU'!  dtr  m  T.  XLVll.  S.  333. 
AF-^CH    und    B6  =  DE 


In  beiden  FlUIeii  ist  BF  resp.  CO  die  Differenz  der  zngehfirigra 
Seite  AB  resp.  BC  und  ihrer  Qnote  AF  reap.  BO. 

Thesia: 

1)  JKLM  ist  ein  Parallelogramm ; 

2)  es  bat  mit  ABCD  denselben  Uittelpnnkt  itf; 
,  JKLM  BF'  CO* 


3) 


ABCD  "  AB*+ÄI^  ""  BC*+Ba^ 


Ad  Nr.  1.  Die  Dreiecke  ABO  und  CDB  fnnerseits  sowie  BCH 
und  DAF  andrerseits  sind  congmont.  Als  gleicbe  TranaTersaleo 
zwischen  ParaUelen  sind  AO  und  CE  sowie  Bä  nnd  DF  zwei  Pa< 
rsllelen  paare,  welcbe  sich  scbneidend  ein  Parallelogramm  bilden. 

Ad  Nr.  2.  Ans  der  Congmenz  der  Dreiecke  ABL  und  C2XJ 
folgt,  das«  AL  —  CJ,  und  wenn  man  daher  A  mit  C  und  J  mit  £ 
durch  Gerade  Terbindet,  so  entstehen  die  congnienten  Dreiecke  ANL 
nnd  CNJ;  da  bienach  AN  =  XC  wA  JN  —  NL,  so  ist  JV  der  H«l- 
bimngspnnht  der  Diagonalen  AC  nnd  JL,  also  der  Hittelpnnkl  der 
beiden  Parallelogramme. 

Ad  Nr.  3.    Der  Inhalt  von  ABCD  ist  =  AB.BC, 
deigenige  von  JKLM"  KL.GO -=  LM.HP. 

Wir  wählen  KL.OO  and  bestimmen  ihre  Grösse  im  Terhältniaa 
zur  Seite  AB  und  ihrer  Qnoto  AF  unter  Zubdlfeaabme  ron  AG. 


a)  Zaa&chBt  KL. 

^t.AK-CM,  ao 

verhält  sich: 

GL  /     BCr\       AF 

AK  \~  BC)  ~  AB 

Ferner  verhalt  sich: 

KL       BF 

AK^  AF 

also  verh&lt  sich: 

GL    KL       AF    BF 

AK'AK~AB-AF 

folglich  ist 

GL          AF* 

KL  ~  AB. BF 

Wenn  wir  dies  VorbUtniss  als  massgebend  annehmen,  so  Terh&lt  sieb : 
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milgtltälen   Uebungtaufgaba. 


AK  f      Aß\        ÄB.AF 
GL  \~  äf)  5F*~ 


Die  drei  Teile  von  AQ: 

GL,  AK    und    KL 

Terhalten  eich  also  zn  einander  wie 

AF*,iAB.AF)     und    ÜB. BF). 

Um  nun  diesen  angenommenen  Terh&ttnisB werten  der  drei  Teile 
gegenaber  den  VerhUtDisewert  dor  ganzen  Linie  AG  za  bilden,  ist 
zwar  za  berOckeichtigen,  daas  in  Fig.  1. 

AG  —  OL+AK-^-KL, 
in  Fig.  3. 

AG  =  aL-\-AK—KL 

ist,  der  Yerb&ltnisBwert  also  im  ersten  Falle  sein  würde: 

AF*'\-  {AB .  AF)  +  {AB .  BF) 
im  zweiten: 

AF*+(AB.AF)~(AB.BF), 

allein,  da  im  ersten  Fall: 

BF=AB—AF 
im  zweiten: 

BF—  AF—AB, 
so  iat  in  beiden  F&lleu 

AG  -  AB^+AF' 

zn  setzen,  so  dass  sich  verhält: 

KL  AB.  BF 

AO~  AB*+AF* 
folglich  ist 

AB. BF 
^^  —  ÄB'+AF*^^ 
b)  Sodann  GO. 

Da  die  Dreiecke  COG  und  ABG  fthnlich  sind  {^  GCO  —  ^LAGB), 
so  Terhält  sich: 

GO       AB 

GC"  AG 
folglich  if  t 
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QC        BF 


GO 


AB. BF. SC  _  BF.BC 
AG.  AB 


Schlnss:  MnltiplicireD  wir  KL  tud  GO,  so  ist: 

TP7«      AB. BF. AG. BF.BC  BF*         ,„    „„ 

JELM-  -(X^r^2Fi):ÄG^  °  ÄW+ÄT*'^-^^' 

nnd  da  BF  sich  zn  AB  nnd  AF  verhält,  wie  GC  in  BC  and  BG, 

so  ist: 

JKLM  BF»  CG* 

ABCD  ~  AB»+AF*  ~~  BC*+BG* 

was  zn  beweisen  war. 

Uebrigens  ist  das  letzte  Beweisresnltat  natOrlicb  auch  selb- 
Bt&ndig  zn  erreichen,  wenn  man 

JELM^  LM.HP 

Bein  Iftsst  and  analog,  wie  vorstehend,  verftthrt. 

Zusatz  1.  Erleichtert  ist  der  Beweis,  wenn  ABCD  ein  Qaadrat 
ist,  weil  dann  aach  JELM  ein  Quadrat  sein  moss. 

Beweis: 

a)  JELM  Ist  rechtwinklig  (S.  Fig.  3.  nnd  i). 

Ans  der  Congmenz  der  Dreiecke  ABG  nnd  fC'ä*  folgt: 

^  BAG  =  Z.  GBL 
Da  dann 

A  BLG  (X)  A  ABG 
80  ist: 

^  BL&  =  ^L  ABG  =  90« 

Gleiche  Dcdnction  findet  fOr  die  Winkol  nm  J,  E  und  M  statt. 

b)  KL  —  LM  (S.  Fig.  1—  4). 

Die  homologen  Teile  der  nach  unserm  Satze  sowohl  im  Recht- 
eck wie  Quadrat  construirten  Transversalen  stehen  in  gleichem  Ter- 
hältnisso  zn  einander  und  ihren  Linien: 

AK'.RL-.GL       BL:LM:BM 


byGoogle 


mitgtltäUn   Utbungtan/gabe. 

Dies  ergiebt  sich  ans  Folgendem: 
Da  w^en  Congrnenz  der  Dreiecke  AFK  and  CHM 
AK=CM 


Bo  YerfaUt  sich: 

GL       AF 

AK~  AB 

In  gleicher  Weigo,  da 

HM-FK,  verhalt  Sich  i 

SM       AF 

BL~  AB 

folglich: 

OL       SM 

AK~  EL 

Fenier  verhält  sich: 

AK       AF 

EL°BF 

BL       BQ       AF 

. 

LM~  CG  ~  BF 

fol^icb : 

AK       BL 

KL  ~  LM 

DwaoB  folgt; 

GL:ÄK:KL  —  BL.HM.LM 
Jeder  Teil  einer  Transversale  mnss  sich  dahoi  auch  zu  soinom 
Ganzen   verhalten,  wie  der  homologe  Teil  einer  anderen  zu  seinem 


KL 

ag'= 

LM 
'BS 

Da  nun,  wenn 

ABCD 

ein  Qnadrat  (Fig. 

3. 

und  4.) 

BD  ist: 

AG- 
KL" 

BH 
LM 

JKLM  ist  also  re< 

ihtwinkli 

ig  und  gli 

eichseitig 

KU>. 

Nach  dieser  Feststellung  vcrtiLuft  der  Hanptbeweia  fQr  das  Qua- 
drat so: 

KL        AL       AB 


KL*       BF*  BF*  CG* 

AB*  ~  AG*  "  AB*-{-ÄF*  "  BC*+BG* 
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Znsatz  2.  JKLM  ist  entweder  Quadrat  oder  Rhamboid,  je 
Dachdem  ABCD  Qoadrat  oder  Rechteck  iat;  Rechteck  oder  Rhombus 
kann  es  nicht  sein. 


Wenn  ABCD  Quadrat  ist,  so  ergiobt  Znsatx  1.,  dass  JKLM 
gleichfalls  Quadrat  ist. 

Wenn  aber  ABCD  ein  Rechteck,  so  kann  JELM  neder  recht- 
winklig noch  gleichseitig  sein. 

a)  Nicht  rechtwinklig  (8.  Fig:  1.  und  2.). 

Wenn  JKLM  rechtwinklig  w&re,  so  mUsste  ^  BLG  ein  rechter 
Winkel,  also  auch  wegen  Aebnlichkeit  der  Dreiecke  BLG  and  ABG 
Z.  GBL  =  zl  BAG  sein.  W&ro  das,  so  mQssten  anch  die  Dreiecke 
ABG  und  BCH  ähnlich  aoin,  und  dies  ist  unmaglich,  weil  sich  dum 
verhalten  mQsste; 

CH      BG 

BC~AB 

CH  aber  ist  >■  BG,  während  BC<C  AB. 
JKLM  ist  also  schiefwinklig. 

b)  Nicht  gleichseitig. 

Nach  Znsatz  1.  müsste,  wenn  KL^LM  sein  sollte,  ancli 
AG  =  BH  sein. 

Allein  im  Rechteck  sind  die  nach  unserm  Satze  constmirten 
Transversalen  paarweioe  nngleich.  In  Fig.  1.  sind  diejenigen  grösser, 
deren  Endpunkt  in  der  kleinereu  Rechtecks  seile,  in  Fig.  2.  diejenigen, 
deren  Endpunkt  in  der  Richtung  der  grÖEseren  liegt 


«)Fig 
Denn: 

1. 

AG» 

AG  >  BH. 

=  AB'+BG' 

AG'- 

BH 

~-AF'+BC*    subtrahirt 

-BH* 

=  {AB*—AF^)'-iBC*  — 

BG*) 

Da  aber 

AB'  =  (AF+BF)' 

so  ist: 

BC'={BG-\-CO)* 

AG*—  BU*  =  (BF*+2AF.  BF)  —  iCG'+  2BG.  CG) 
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und  da  constnictioniiDftiBig  BF"^  CO  nnd  AF'^BQ,   lo  ergiebt 
die  Snbtmction  einen  poBitiven  Ueberschnss,  worans  folgt: 

AG^  >  BH* 

also: 

A6':>  BH 
ß)  Fig.  2. 

BB  >  AG. 
Beim; 

BH*—  AF^+SC* 

AG*  —  AB*-i-BO'    snbtrahirt: 


Ba*  —  AG*  —  (AF*—A^)  —  iBO*—SC*) 
Da 

AF*=-'  (AB  +  BF)* 
BG*  =  (BC+CG)* 
BO  ist: 

BH'  —  AG*—  lBF*+iAB.SF)  —  {Ca'+2BC.CG). 
Sdilius,  wie  unter  tit.  a); 

BH*  >  AG* 
also: 

AG  uaiSHköavea  also  beim  Rechteck  nicht  gleich  aein,  daher 
ttuch  nicht  ££  ond  LM, 

JELM  ist  folglich  im  Bechteck  Rhomhoid. 

Anm.  AG  nnd  BJI  können  aar  dann  gleich  werden,  wenn  sie 
sich  zo  AC  nnd  BD  als  Diagonalen  von  ABCD  vergrOsBcrn  reep. 
verideinem,  in  welchem  Falle  JKLM  im  Mittelpunkt  M  verBchwindet 

ZoBBtz  3.    Wenn  das  VerhftItnisB  der  Quote  zur  Seite  in  einem 
aritbmethwhen  echten  oder  unechten  Brncbc  gegeben  ist,  nnd  wir  die 
Zahlen  dcBBelben  n  nnd  m,  die  Differenz  beider  diff  nennen,  so  ist: 
JKLM  diff' 

Ist  also  -  =  I,  80  verhalten  sich  die  Parallelogramme  zn  ein- 
andw   wie 

(2-1)' 
l»+2'   " 


=  i 


d.  h.  JKLM  ist  ein  FOnftetl  von  ABCD,  nnd  dieser  Fall  war  grade 
der  der  Uebnngaanfgabe. 

Ist   —  —  t,  80  ist: 

J^M  -  ^^'  -  A  =  UBCD. 
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Es  ist  aiithffletiBch  offenbar,  das«  das  ResDltat  dasselbe  bleibt, 

ob  üQD  —  =  i  oder  |,  ob  —  —  |  oder  %  ist^  zur  geometriacben  Klar- 

atellQDg  genagt  ein  kurzer  Blick  auf  Fig.  2.    lo  derselben  verii&U 
sich  constmctionsm&ssig; 

AF        BG 

AB  ~  BC 
ferner  aber: 

BG        BC 

AB  ~  BG 

-7^  ist  also  die  Umkebmng  von  "Jd-    Verhält  sich  nnn,  wie  es  in 

der  Fig.  2,  wirklich  der  Fall  ist,  -.-ö  —  f ,  so  verhält  sich  -j^  =  j; 

ebenso  mnss  ÜB  ~  \BC  a.  b.  w.  sein.    In  beiden  F&llen  aber  er- 
giebt  sich  dasselbe  Resnltat:  JKLM. 

JKLM  AG*  BF' 


ABCD  ^  AB*-\-BG*  ~  AB*-\-AF*' 

Man  kann  daher,  gleichvid  ob  in  —  das  eine  oder  andere  im 
Fall  der  Ungleichheit  grösser  ist,  die  Satzformel  anch  dahin  Btelten: 
JKLM      (n~m)»       .        («.-«)' 

ABcb-^+;,;^  °'*^  „.*+;? 

Denn,  wenn  auch  m — n  negativ  wird,  so  ist  das  Qnadrat  doch 
positiv  nnd  dasselbe. 

Znsatz  4.    Wenn  das  Verhftltniss  der  Qaote  znr  Seite  ist  nie 

T,  80  filllt  AG  mit  AB,  BH  mit  BC  a  s.  w.  zusammen;  die  beiden 

Parallelogramme  sind  gleich  nnd  decken  sich.  Je  grösser  von  da  an 
das  VorbältDiBS  wird,  desto  kleiner  wird  das  innere  Parallelogramm - 

bei  j  wird  es  gleich  Null-    Bei  weiterem  Wachsen  des  orstereii  nimmt 

dasselbe  zu,  jedoch  kann  es  nie  wieder  die  Grösse  des  äneseren  er- 
reichen. Mit  Ausnahme  jener  beiden  besondorca  Falle  also  bildet 
das  Verh&ltniss  des  inneren  zum  äusseren  Parallelogramm  stets  einen 

echten  Brucb,  der  mit  -  bezeichnet  werden  mag. 

Wird  nnn  die  Aufgabe  gestellt,  aus  dem  bekaonten  Brncb 
-■  den  Quotenbrucb  -  oder  dessen  Aequivalent  -  zu  bercchoen  nnd 
zu  conBtmiren,  so  wissen  wir,  dass 
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p-diff* 
diff  =  Yp 
Qnd  daaa 

5 -■.>+■»■. 

Nebracn  wir  Dan  beliebig  au,  dass  m  im  Fall  der  Ungleichheit  die 
grössere  Zahl  bedoDte,  so  ist: 


m»+(m-diff)«  =  4 
2m»— 2 diff m-l- diff' -3 

m*  — diffm  =  ~^ 


2 

y2F=p-Vp 

Wenn  p  in  dem  gegebenen  Brach  -  nicht  an  sich  schon  du  Qaadrat 

einer  ganzen  Zahl  ist,  so  tat  man,  am  wenigstens  Yp  nicht  irrational 
sein  2a  lassen,  gnt,  den  Brach  mit  p  zo  moltipliciren.  Wäre  z.  B. 
der  Brach  ^  gegeben,  so  vergrCssert  man  ihn  za  ^ ;  dann  ist: 

Y^=Ä+2 


Der  QDOt«nbrach  ist  also  entweder  f  oder  1). 

Nun  wird  aber,  wenn  2g— p  nicht  selbst  das  Quadrat  einer 
ganzen  Zahl  ist,  y25— p  irrational  sein,  nnd  dies  findet  offenbar  in 
den  bei  weitem  meisten  F&llen  statt. 

Die  Constraction  ist  daram  doch  immer  möglich,  wenn  nnr  q 
nnd  p  absolate  ganze  Zahlen  sind.    Denn  dann  ist  2q — p  eise  ganze 
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Zahl,  and  die  Worzel  daraas  riehen,  heisBt  geometriBch ;  Die  Hittd- 
proportionale  zwischco  der  die  Zahl  darstelleDdea  LiDien  and  1  finden. 
Die  1  aber  iflt  die  gegebene  and  quotisirende  Seite,  deren  im  Bedit- 
eck  zwei  verschiedene  sind.  Ist  also  z.  B.  das  Rechteck  ABCD  ge- 
geben nad  soll  -  =  \  des  Rechtecks  sein,  so  ist: 


«  =  '—^ 0,822875656  . . 

B  0.822875665  . .  . 
m  ~  1,822875655  .  . . 
1,822875655  .  ■  ■ 


»        0,822875655  . 

Die  CoDBtrnction  ist  an  AB  and  BC  in  gleicher  Weise  za  i 
Han  Bucht  dto  Mittelproportionale  zwischen  der  Seite  und  ihrer  7- 
fachen  Länge,  setzt  bei  m  die  Seite  za,  bei  n  ab  and  halbirt  das 
Resnltat  Dann  hat  laaa  zwei  Linien,  welche  n  and  m  entsprechen, 
aad  findet  die  Qaotenabschoitte,  in  dem  man  setzt: 


m       AB  oder  BC 
m      AB  oder  BC 

Natflrlich  braacht  man  aar  eine  der  Qnotenabschnitte  za  constrairea, 
weil  die  EcktransTersalen  nach  Zasatz  3.  and  Figar  2.  io  gleicher 
Bichtnng  liegen. 

In  manchen  Fällen  ist  die  ConatracÜoa  noch  ein&cher,  z.  B. 
wean  -  —  J  oder  \  ist.  Im  wsteren  Falle  liefert  die  ChordontPtrie, 
im  zweiten  der  goldene  Schnitt  die  nötige  Hülfe. 

Ist  -  =  J,  80  ist: 


Die  Quoten  abschnitt«  verhalten  sich  also  zn   der  quotisirenden 


byGoogle 


wtilgtltäten   UtbtmgtauTsabt. 


1^60254  . 
1.36 


SeUt  man  in  beiden  F&Uon  den  Nenner  -^  1,  so  crhiLlt  man : 
0,26794919  .  .  . 


3,7320508  ■ 


Nun  ist  aber,  1,7320508  ...  die  leicht  zn  coDStrnirende  ch  120°, 
wenn  r  =  1  iet,  and  0,26794919  die  Differenz  dieser  Chorde  nnd  des 
Dnrchmessera  •-  2.  Beschreibt  mau  demnach  mit  der  zn  qaotigiren- 
den  Seite  als  r  einen  Kreis,  so  ist  die  Differenz  der  ch  120  und  des 
Dnrcbmeesers  der  kleinere,  die  Summen  beider  der  grössere  Qaoten- 
abacbnitt 

Im  zweiten  Falle,  wenn  -  =  t,  ist: 
_V5  +  1 

y5-i. 


Die  Qaotenabschnitte  verhalten  sich  also  m  der  qnoüsirenden 
Seite,  wie: 

0,616033988  . .  . 

1,618033988  . . . 
oder: 

1,6 


0,6 

Setzt  man  in  beiden  F&Uen  den  Nenner  =  1,  so  orbält  man: 
0,381966011  . . . 


Wir  haben  c»  hier  also  mit  dem  goldenen  Schnitt  za  tan.  Denn 
0,381966011  ...  ist  der  kleinere,  0,618033988  ...  der  grössere  Teil 
des  goldenen  Schnitts  von  1.    Die  Anwendung  ei^ebt  sich  von  selbst. 

Diese  Betrachtung  fahrt  zu  der  nicht  oninteressanteB  An^be: 
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Mittelst  Tier  ans  den  Ecken  eines  Rechtecks  zn  ziehen- 
Geraden  onmittelbar  ein  inneres  homocentrisches  Panlle- 
logramm  berzDBtellen,  dessen  Inbalt  ein  Drittteil  des  Becht- 
ecks  ist. 

Ffir  das  Rechteck  ist  Dämlich  die  Losung  Dar  darch  den  golde- 
nen Schnitt  mAglicb,  w&hrend  es  ftlr  das  Quadrat  in  allen  Ffillen 
noch  eine  andere,  obwol  etwas  neitläafigere ,  Art  der  LAsang  giebt, 
weil  (Fig.  3.  und  4.)  die  Winkel  um  J,  K,  L  Dod  Ar  rechte  sind. 
Soll  z.  B.  JKLM  =  ^ABCD  sein,  so  sind  die  congruenten  Dreiedie 
ABLj  BCM  u.  s.  w.  je  =  J,  und  können,  weil  ^  £,  ^  JW  n.  s,  w, 
rechte  sind,  constrnirt  werden,  Fahrt  man  dann  z.  B.  AL  nach  G 
fort,  so  hat  man  den  gesuchten  Quotenabschnitt.  Die  Berechnung 
der  inhaltsgleichen  Nebendreiecke  ABL  n.  s.  w.  ist  auch  ^  ias 
Rechteck  mCglich,  aber  nicht  in  derselben  Weise  die  CooBtruction, 
weil  der  rechte  Winkel  fehlt. 

Zusatz  5.  Was  den  praktischen  Nutzen  des  Satzes  anbetrifft, 
so  wird  dadurch  die  Constraction  bestimmter  Flächenteile  in  Tielen 
Fallen  anSBerordcntlich  erleichtert,  weil  es  nicht  nötig  ist,  die  Seite 
in  so  viel  Teile  zu  verlegen,  als  der  geforderte  Flächenteil  anzeigt. 
Wir  wollen  einige  solcher  Flllcbenteile  angehen.    Die   obere  Reihe 

drückt  -,  die  untere  -  ans. 


a)  Die  Die  Differenz  zwischen  n  und 

m  sei  1: 

n  ,       12     3 

4     5     6     7 

8     9 

m'       2     3     4 

5     6     7     8 

9     10  ^*^- 

p         111 

1       1       1 

1        1        1 

g'       6     13     25 

41     61    85 

113     14Ö     181 

b)  Die  DiS.  sei  2: 

n  .       12     3 
m'       3    4     5 

4    6    6     7 
6    7     8    9 

8      9 

10    11    ^'"- 

if?^  i(i\  iLß\  ifii  A/n  i-fi-i 

10  \5/     20\6y     U\U}    bü\a)  74  W     lOOVsSj 

M-\  M-\  -C— 1 

130\66^  lU\ill     202\101^ 


bjGoogIc 


mi^ltillta  Uibungiaufgabe. 


c)  Die  Diff.  sei  3: 


b\b)    65    89    117 U3J     149     185     225 W 


Dorch  Teilang,  VcrvieinUtiguDg  and  CombinatioD  der  Resnltjite 
konnte  der  praktische  Geometer  uocli  mancherlei  Vorteile  gewinnen. 

Dabei  dürfte  es  sich  in  vielen  Fällen  empfehlen,  statt  der  klei- 
neren AbBchnittaquote  ihr  Umgekehrtes  zu  wählen,  also  z.  B.  f  Etatt 
i,  }  statt  i,  j  statt  |,  {  statt  |  u.  a.  w.,  weil  dadurch  die  Teilung 
der  Seite  entweder  umgangen  oder  vereinfacht  wird. 

Hannover,  Juni  1882. 
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Auedehnung  einiger  elementarer  Sätze 

über  das  ebene  Dreieck  auf  l^ume  von  beliebig 

viel  Dimensionen. 


Nachsletionde  MittciluDg  enthält  eine  AnsdchunDg  mclirerer  Sälzc 
der  elementaren  Geometrie,  nomlich  des  sog,  Euler'scbcn  Satzes  Qber 
daa  ebene  Dreieck,  des  HOhenschnittpanktsatzes  Bowie  der  Feuerbach- 
schen  Sätze  über  den  Kreia  der  neun  Punkte  auf  Rftame  von  beliebig 
viel  Dimeaalonen. 

Die  geeignetsten  Mctbodcu  fikr  UntersuchangcD,  wie  diese,  scheint 
mir  die  Rechnung  mit  geometrischen  Grössen  zu  liefern.  Ausser  der 
schon  von  Möbius  gelehrten  Addition*)  von  Strecken  wird  im  Fol- 
genden keine  andere  geometrische  VerknOpfang  zur  Anwendung  ge- 
langen, als  die  von  Grassmann  erfundene  „innere"**)  Mnltipli- 
cation  von  Strecken.  Für  Selche,  welche  mit  den  eben  orw&bntcn 
geometrischen  Rechnungsarten  nicht  vertraut  sind,  mögen  einige  kurze, 
znra  VersUlndniss  des  Folgenden  jedoch  hinreichende  ßemerkangen 
Ober  das  Rechnen  mit  Strecken  voransgcschickt  werden. 

*)  6.  Mabins,  Mechnaik  des  HiDnaGls,   1613. 

**)  S.  die  Vorrede  la  Qiasimaiin'i  „linealer  AnsdehDangilehre"  von  IB41, 
Seite  XI;  ferner  die  „Qeomctriache  Analyae",  gekrOnto  Freiiachrift,  IRIT; 
endlich  die  „  A na dehnunga lehre"  TOD  186S,  Knp.  4  und  Knp.  5,  §  7.  Unab- 
hlngig  von  Oratamana  ist  das  innere  Product  zweier  Strecken  (nnter  dem 
Namen  „gcoaietriaches"  Prodnet)  Ton  Reani  in  seiner  gCin^matiqao  pure", 
1B69,  aofgeitelit  worden. 
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Unter  Strecke  ist  hier  immer  ein  durch  zwei  Ponkte  begrenzter 
TeU  einer  Geraden  von  beatimmter  Länge  uud  Richtung  veretaudcn. 
Die  Addition  mehrerer  Strecken  geschieht,  indem  man  Jene  Strecken 
(in  beliebiger  Reihenfolge)  ohne  Aendemng  ihrer  Länge  nnd  Richtung 
90  an  einander  fügt,  dass  der  Anfangspunkt  jeder  folgenden  Strecke 
in  den  Endpunkt  der  vorhergehenden  fSIlt;  die  neue  Strecke,  welche 
vom  Anfangspunkt  der  ersten  nach  dem  Endpunkt  der  letzten  Strecke 
geisogen  werden  kann,  stellt  alsdann  {nach  Länge  und  Richtung)  die 
Snmme  der  gegebenen  Strecken  vor.  Eine  Strecke  wird  mit  einer 
beliebigen  reellen  Zahl  mnltiplicirt,  indem  man  ihn:  Länge  mit  jener 
Zahl  multipUcirt,  ihre  Richtung  aber  entweder  nnverändcrt  lüsst,  oder 
in  die  entgegengcEctztc  verwandelt,  je  nachdem  die  gegebene  Zahl 
positiv  oder  negativ  ist  Unter  dem  „ inneren "  Product  zweier 
Strecken  versteht  man  nacii  Grassmaun  das  Product  aus  der  Länge 
der  einen  Strecke  uud  der  Länge  der  Projection  der  zweiten  Strecke 
auf  die  erste  und  zwar  mit  positivem  oder  negativem  Zeichen  ge- 
nommen, je  nachdem  die  Richtung  der  Projection  mit  der  Richtung 
der  Strecke,  auf  welche  projicirt  wurde,  tlbereinstimrat,  oder  nicht 
Wir  bezeichnen  ira  Folgenden  das  innere  Product  zweier  beliebiger 
Strecken  a  und  b  einfach  dnrch  ab. 

Die  innere  Mnltiplication  hat  mit  der  gewöhnlichen  arithmetischen 
die  Vertan  sc  h  barkeit  der  Factore»  gemein.  Zwei  von  Null  verschie- 
dene Strecken  geben  dann  und  hlos  dann  ein  verscIi windendes  inneres 
Prodnct,  wenn  sie  normal  zu  einander  sind. 

Um  die  Rechnung  mit  Punkten  entbehrlich  zu  machen,  kann  man 
in  folgender  Weise  die  Pnnktc  auf  Strecken  znrilckfübren.  Man 
nimmt  einen  festen  Punkt  ö,  den  „Ursprung",  beliebig  im  Hanme 
an  (wir  denken  uns  den  Raum  je  nach  IJcdUrfuiss  mit  beliebig  viel 
Dimensionen  begabt)  und  ersetzt  jeden  gegebenen  Punkt  P  dnrch  die 
vom  Ursprung  nach  ihm  gezogene  Strecke  OP.  Wir  bezeichnen  die- 
selbe stets  mit  dem  zugehörigen  kleinen  Buchstaben  (als  p)  und  nennen 
sie  den  „Träger"  des  gegebenen  Punktes  r.  Ist  der  Träger  ge- 
geben, so  ist  auch  der  zugehörige  Punkt  unzweideutig  bestimmt. 
Fflr  die  Anwendung  des  Vorhergehenden  ist  die  Kenntniss  folgender 
Hilfosätze  erforderlich. 

„Die  Strecke,  welche  zwei  gegebene  Punkte  P  und  Q  verbindet, 
„ist  nach  Länge  nnd  Richtuug  der  Differenz  (3— p)  der  eu  jenen 
„Ponkten  gehörigen  Träger  gleich." 

Denn  es  ist 

OP=p,      OQ~=q, 
aber 

OF+PQ,  =  OQ, 
folglich 

PQ  =  OQ—  OP  =  q—p. 
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Ferner: 

,J>cr  Träger  dea  Punktes  C,  welcher  die  VerbiDdangsstrecke 
„zweier  gegebenen  Punkte  A  und  B  in  gegebenem  Verhlltniss  ß:a 

„teilt,  ist  gegeben  durch  die  Gleichung 

Denn  man  hat 

lc-a):(b-c)~ß:a, 

woraus  die  eben  geschriebene  Qleichung  folgt 

Umgekehrt  hat  das  Bestehen  jener  Gleichnng  zur  Folge,  dass 
der  Punkt  C  gegen  A  und  B  die  angegebene  Lage  einnimmt  Ohne 
HQhe  ergiebt  sich  ana  dem  vorhergehenden  Satze: 

,J)er  Träger  des  Schwerpunkts  einer  Anzahl  gegebener  Punkte 
„(jeder  mit  dem  Gewicht  1  versehen  gedacht)  ist  gleich  dem  arith- 
„mctischen  Mittel  aus  den  Trftgem  der  g^ebencn  Punkte." 


Vcrattgomeinerung  des  Euler'schen  Satzes. 

Der  Euler'sche  Satz  vom  ebenen  Dreieck,  welcher  aussagt,  dass 
Schwerpunkt,  Höhcnschuittpnnkt  aud  Mittelpunkt  des  Umkreiees  in 
einer  Geraden  li^eui  kann  in  folgender  Woiso  verallgemeinert  werden. 

Hat  ein  n-Eck  A^Af.-.An  in  einem  Raum  von  (n  —  1) 
Dimcnsiouen  die  besondere  Beschaffenheit,  dass  die» 
„Höhen"  desselben  sich  in  einem  Punkt  Zf  schneidon, 
(unter  „Hohe"  eine  Gerade  verstanden,  welche  durch  eine  Ecke  senk- 
recht zum  Verbin  dun  garaum  der  (n  —  1)  Übrigen  Ecken  gezogen  wer- 
den kann),  so  liegt  der  „Höhenschuittpunkt"  Hin  gerader 
Linie  mit  dem  Schwerpunkt  S  der  Ecken  .^1,,  A^,  ...  An 
sowie  dem  Mittelpunkt  M  des  kageUhnlichen,  dem 
n-Eck  umschriebenen  Raumes  von  (n  —  2)  Dimensioen; 
und  zwar  teilt  Sdie  Strecke  #Af  im  Verbal  tniss  2:  («—2). 

Beweis.  Seien  AmnA  Auwei  beliebige  der  Ecken  Aj,  A^,...An. 
M  bat  gleichen  Abstand  von  allen  Punkten  A,  z.  B.  auch  von  Ai  nnd 
A],.  Folglich  steht  die  gerade  Linie  von  M  nach  dem  Halbiruugs- 
punkt  der  Strecke  A/At  senkrecht  auf  letzterer,  d.  h.  es  findet  die 
Gleichung  statt: 

(«-«)(4^-.)-o 

oder 

1)  (oi — ok)  (oi + a*  —  2m)  —  0. 
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Die  YerbindangsliDie  des  HdheDSchnittpimktes  H  mit  irgend  einer 
Ecke  Ai  steht  senkrecht  anf  dem  VerbindnngBraum  der  (n  —  1)  ttbrigen 
Ecken,  daher  gleicbfiiUs  anf  jeder  in  letzterem  Banm  befindlichen 
Geraden,  z.  B.  anf  AiAi,,  wenn  i  nnd  k  beide  von  l  verschieden  sind. 
Folglich  ist 

2)  (ai— «)(ai— A)=0. 

In  dieser  Gleichung  hat  /  sämmtlicbo  Werte  von  1  bis  •>  (i  nnd  k 
aoBgenommen)  anznnehmen,  was  im  Ganzen  (n  — 2)  Gleichungen 
liefert  Denkt  man  sich  letztere  alle  geschrieben  and  zd  1)  adtÜrt, 
so  kommt: 

(o.— at)(«,  +  B,+  ...  +  a,-2m-(n-2)Ä)=0, 

oder  mit  Einfflhrong  des  Schnerpnnktes  .S,  für  dessen  Träger  «  die 
Gleichang 

"»-   0]+0i+...  +  O« 

besteht: 

3)  («-<»)(n*-2n.-(n-2)Ä)-0. 

Oiebt  man  in  dieser  Gleichung  i  ond  k  alle  möglichen  Werte,  so 
ändert  sich  die  GrOsse  in  der  zweiten  Klammer  nicht  Folglich  mnss 
dieselbe  verschwinden,  denn  andcrnfallB  wäre  dnrch  sie  eine  Strecke 
dargestellt,  welche  die  nnsinnige  Bcdingnng  erfüllte,  gleichzeitig  anf 

n(n  — 1) 
allen  — s —  „Kanten"  AiAn  senkrecht  zn  stehen.    Daher  wird 

4)  n*  — 2m+(n  — 2)Ä, 
womit  der  oben  aii^stellte  Satz  erwiesen  ist. 

FOr  n  =  4  ist  der  Satz  bekannt    Er  lantet  in  diesem  Fall: 

„Schneiden  sich  die  Höben  eines  Tetraeders  in  einem  Punkt,  so 
„li^  der  Schwerpunkt  des  Tetraeders  in  der  Mitte  zwischen  dem 
„ädhen Schnittpunkt  und  dem  Mittelpunkt  der  umbcschri ebenen  Kugel." 


Vcrallgcmeinernng  desSatzcs  vom  Höheuschnittpankt, 

Schneiden  sich  die  „Hohen"  eines  BÜgcmeineu  n-Ecks  ira  Raum 
von  (n  —  l)  Dimensionen  nicht  in  einem  und  demselben  Punkt,  so 
giebt  es  ^r  das  n-£ck  oiuen  merkwürdigen  Punkt,  welcher  in  ge- 
wisser Beziehung  die  Stelle  des  verloren  gegangenen  HOhenschnitt- 
punktee  vortritt.  Es  gilt  nümlich  folgender  Satz,  welcher  als  ein 
Analogen  des  Satzes  vom  HöheuechDittpnnkt  im  ebenen  Dreieck  be- 
trachtet werden  kann: 
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Hat  mftD  in  einem  Ranm  (n  —  l)ter  DimensioD  ein 
n-Eck  A,Ai...An,  (dessen  Ecken  in  keinem  Raum  niederer  Dimen- 
sion enthalten  aind),  und  legt  man  durch  den  Schwerpunkt 
von  jedesmal  {n  — 2)  der  Ecken  einen  Raum  (n  — 2)ter 
Dimension  senkrecht  zur  Verbindungslinie  der  beiden 

übrig  bleibenden  Ecken,  so  haben  die  — 5 — auf  diese 

Weise  entstandenen  R&nme  einen  einzigen  Punkt  ge- 
meinschaftlich. Dieser  Punkt,  er  heisse  X,  liegt  mit  dem 
Schwerpunkt  S  der  Ecken  J„  A^,  ...  A»  sowie  dem  Mit- 
telpunkt M  des  um  die  Ecken  beschriebenen  kngel- 
&hnlichen  Raumes  (n  —  2)ter  Dimension  in  gerader 
Linie,  und  zwar  teilt  S  die  Strecke  XM  im  Verhältniss 
2:(n-2). 

Beweis.  Stellt  im  Raum  (n  — l)ter  Dimension  Z  einen  ver- 
änderlichen Punkt  eines  Raumes  von  (n  —  2}  DimDusionen  dar,  welch 
letzterer  einen  gegebenen  Punkt  A  enthält  und  ausserdem  zu  einer 
gegebenen  Strecke  b  normal  ist,  so  stehen  offenbar  die  Strecken 
XA  —  a — X  und  b  senkrecht  aufeinander.    Folglich  stellt 

(a-x)b  =  0 

die  Qleichong  jenes  Raumes  (»  — 2)tcr  Dimension  vor.  Auf  unseres 
Fall  angewendet,  ist  z.  B. 

(a^-i-at+...-\-ai-J+ai+i+...+n-i-\-at+\+...+a„—(n—2)x)(ai—at)—0 

die  Gleichung  des  Raumes  —  er  heisse  Ra  — ,  welcher  zur  Verbin- 
dnngsstrecke  von  Ai  und  At  normal  ist  and  den  Schwerpunkt  der 
(»  —  2)  Übrigen  Ecken  enthält.  Führt  mau  den  Schwerpunkt  S 
Bämmtlichcr  Punkte  Aj,  A^,  ...  Ah  ein,  ftlr  dessen  Trager  die  Glei- 
chung stattfindet: 

n*=aj-\-afj-...  +  an, 
so  geht  die  obige  Gleichung  über  in: 

1)  (ns~ai~ai~{n-2)x)(ai-  ai)  =  0 

oder 

2)  (ns-(n-  2)^)  (o,  -  ot)  -  (o.» -  a*«)  -  0. 

Mau  greife  nun  von  den  — ^- —  Kauten  AiAi,  irgendwie  n  heraus, 

derart,  dass  jede  mit  der  vorhergehenden,  die  letzte  wieder  mit  der 
ersten  zusanimcnatösst  (indem  man  z.  B.  dem  Zahlenpaar  t,  it  die 
Worte  1,  2;  2,  3;  ...  b,  1  erteilt);  dann  lehrt  ein  Blick  auf  Glei- 
chung 2),  dass  die  linken  Seiten  der  Gleichungen  der  zu  jenen  Kanten 
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gehörigen  Räame  Ra  Null  zur  Samme  geben.  Wenn  folglich  x 
(»  — 1}  jener  Gleichniigen  befriedigt,  so  goutlgt  09  auch  der  letzton, 
d.h.  der  ScbDittpnnkt  X  von  irgend  (n  — 1)  der  betrachteten  Räume 
Ra  gehört  nach  dem  «ten  an.  Der  erste  Teil  der  Behauptung  ist 
damit  bewiesen.  Zufolge  Gl.  1)  der  vorhergehenden  Nnmmer  erfüllt 
der  Träger  Ton  M  die  Gleichung 

(a,4-oi  — 2m)(a(  — «)  =  0. 

Addirt  man  letztere  zu  Gl.  1)  dieser  Nnmmer,  so  ei^ebt  sich 

(„  _  2m  -  («  -  2)x)  (ai  -  n)  =  0. 

Dnrch  Wiedorholnng  eines  in  der  vorigen  Nummer  angewoodetea 
Scblufises  folgt  hieraus: 

3)  w-2m+(n— 2>, 

somit  auch  der  letzte  Teil  des  Satzes  bewiesen  ist 

Besitzt  das  n-Eck  einen  Höhenschnittpunkt ,  ao  fällt  derselbe 
offenbar  mit  dem  Punkte  X  zusammen. 

Ftlr  n  —  4  ergiebt  sich  der  bekannte  Satz : 

„H^birt  man  die  6  Kanten  eines  Tetraeders  und  legt  dnrch  jeden 
„der  Halbirungspunkte  eine  Ebene  senkrecht  zur  gogenOberliegendeu 
„Kante,  so  achneiden  sich  diese  6  Ebenen  iu  einem  Funkt;  zwischen 
„dioaem  und  dem  Mittelpunkt  der  dem  Tetraeder  umacbriebenen 
„Kugol  liegt  der  Schwerpunkt  des  Tetraeders  in  der  Mitte."  (S. 
Plemming  „Ueher  einen  Satz  vom  Tetraeder",  Gmnert's  Archiv  Bd.  X). 


Verallgemeinerung  einiger  Sätze  über  den  Feuerbacfa- 
sehen  Kreis  der  nenn  Punkte. 

Sei  wie  in  den  Torbergehenden  Nummern  A^Af-An  ein  allge- 
molnee  n-Eck  im  Raum  von  (n  —  1)  Dimensionen.  Der  Schwerpunkt 
Bämmtlicher  Ecken  heisse  wie  frtther  S,  während  mit  Si  der  Schwer- 
punkt derjenigen  (n  —  1)  Ecken  bezeichnot  werden  möge,  unter  welchen 
Ai  fehlt.  Der  kugeiahnliche  Raum  von  (n  — 2)  Dimensionen,  welcher 
durch  die  n  Schwerpunkte  S„Sf,  ...Sn  hindurch  gelegt  werden  kann, 
soll  der  znm  gegebenen  n-Eck  .4,,  A^, ...  A„  gehörige  Fenerbach- 
ache  Raum  genannt  werden.  Dann  bestehen  die  nachfolgenden  Sätze: 

a)  Der  Mittelpunkt  ydes  Feuerbach'scben Raumes, 
der  Schwerpunkt  S  sowie  derMittetpunktATdes  um  das 
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gegebene  n-£ck  beBChriobonenkngei&hulicIienBanmes 
(n  — 2)tor  Dimonsion  liogou  in  gerader  Linie  und  zwar 
teilt  Ä  die  Strecke  YM  im  VerhaltniBB  l:(n  — 1). 

b)  Die  Strecken  Scr  naAMAt  {*-=!,  2, ...«)  sind  gleich 
gerichtet  und  die  letztere  ist  das  (n—1) fache  der  ersten. 
Hierin  liegt  zugleich  der  Satz:  Der  Halbmoaser  des  nm  das 
n-Eck  beschriebenen  kngelaholichen  Rgamea  ist  (n—1) 
mal  so  gross  als  derjenige  des  Feaerbach'schen  Ranmea. 

c)  Schneiden  sich  die  Höhen  des  n-Ecks  A^,  At,...A^ 
in  einemPnnkt,  bo  geht  derFenerbacb'scboRanm  darch 
dieFasapnnkte  der  n  Höhen  and  teiltdie  oberen  Höhen- 
abschnitte  sämmtlich  im  Verhältnise  l:(n  — 2). 

Beweis  zd  a). 

Man  hat 

n*  =  ai  +  'H  +  ---4-°>., 
1)      (n— l)«'=-a,+aj  +  ...4-o,-i  +  ii(+i  +  ...+o«--  n*~t». 

Y  als  Mittelpunkt  des  Feuerbach'schen  Banmes  hat  gleichen  Abstand 
Ton  Si  and  St  {t,  A  =  1,  2,  ...  n)  oder  die  Strecke  &Sk  steht  aonk- 
rccbt  anf  der  Verbindnngslinie  von  Y  mit  dem  Halbirongapnakt  jener 
Strecke.    Daher  ist  für  jedes  Wortepaar  i,  k 


(«-«)(^-»)-o. 


Hicnnis  folgt  durch  Einsetzen  der  Werte  fflr  n  nnd  n  ans  Gl.  1) 

(oi  —  at)  (2n.  —  «—  o»  —  (2b  —  2)y)  —  0. 
Nach  Ol.  1)  der  craten  Nnmmer  hat  man 

(ai  —  at)  (ai  +  ak  —  2m)  =  0. 
Dorch  Addition  beider  Gleichnngen  folgt 

(a(-«)(«*-m~-{«-l)y)-0. 

Da  letztere  Gleichung  für  jedea  Wertepaar  i,  k  besteht,  ao  muss  nach 
einem  wiederholt  angewendeten  Schluss  die  von  t  und  ft  unabhängige 
Grösse  in  der  zweiten  Klammer  vcrachwinden,  d.  h.  man  erhält 

2)  7«-m  +  (T.-l)j,,  w.  z.  b.   w. 

Beweis  zn  b). 

Da  nach  1) 
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Bo  folgt  aus  Gl.  2) 

3)  (»-l)(Sr-»;)  =  Ca.-m), 
waa  dea  aotor  b)  ausgesprochenen  Satz  beweht. 

Beweis  zu  c). 

Es  sei  Bi  derjenige  Punkt,  welcher  den  oberen  HöhonabschDitt 
BAt  im  Vcrbältniss  I:(n  — 2)  teilt,  also 

4)  (n-l)i,—  o<  +  (n-2)A. 

Darch  Elimination  von  m  ans  Gl.  2)   dieser  und  Gl  4)  der  ersten 
Nnmmer,  nämlich  aus  den  OleichnDgen 

«-M  +  (n-l)y    und 
M  —  2m4-(n  — 2)A 


ergiebt  sieb 
oder  da 


(2n-2)y  =  n#4-(«-2)Ä, 


w-(n-l).,+^    (Gl.  D), 

C2«-2)j,  =  („_l),,+  a,+(„_2)A, 

oder  mit  Hilfe  von  Gl. '  4) 

5)  2y  —  n+b{. 

Somit  ist  ¥  der  Halbirungspankt  der  Strecke  SiBj,  oder  Bi  ist  der 
andere  Endpunkt  von  dem  dnrch  &  gezogenen  Durchmesser  des 
Fenerbach'Bchsn  Ranmes. 

Bezeichnet  ft  den  Pnsspnnkt  der  von  der  Ecke  Ai  auf  den  Ver- 
biDdnngBranm  der  abrigen  Ecken  gefüllten  H9ho,  so  ist  H,-  die  Spitze 
eines  rechtwinkligen  Dreiecks,  dessen  Hypotenuse  SiBi  einen  Darch- 
meaaer  des  Feuerbacb'schen  kugeläbnlicben  Banmes  bildet.  Folglich 
ist  aoch  Hi  ein  Pnnkt  jenes  Ranmes. 

Man  bemerke,  dass,  im  Fall  ein  Hfihengchnittpnnkt  nicht  vor- 
banden ist,  an  Stelle  der  Punkte  Bi  diejenigen  Punkte  trcteu,  welche 
die  Abschnitte  XAi  im  VerhtUtniss  l:(n  —  2)  teilen,  unter  X  den  in 
der  letzten  Nummer  eingeführten  merkwürdigen  Pnnkt  dea  n-Ecks 
verstanden. 

Für  tt  =  3  ergeben  sich  allbekannte  Sätze  Ober  den  Fenerbach- 
schen  Kreis  der  9  Punkte. 

Far  n  =  4  erhält  man  folgende,  ebenfalls  bekannten  Sätze: 
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„Ist  ein  beliebiges  Tetraeder  gegebeo,  und  bezcicbnet  man  alt 
„Feacrbach'sche  Kngel  diejenifte,  welche  durch  die  Schwcrponktc 
„der  Seitenflftchen  des  Tetraeders  geht,  so  liegen  der  MittcIpBokt  Y 
„der  Fenerbach'schen  Kugel,  der  Scbwerpankt  5  des  Tetraeders  nnd 
„der  Mittelpunkt  M  der  dem  Tetraeder  umschriebenen  Kugel  in 
„einer  Geraden  und  zwar  teilt  S  die  Strecke  YM  im  TerhUtniss  1:3; 
„der  Halbmesser  der  ombeschriebonen  Kugel  ist  3  mal  ho  ^oss  als 
„derjenige  der  Fenerbach'schen  Knge).  Ist  insbesondere  das  Tetraeder 
„von  der  Beschaffenheit,  dass  seine  Hohen  sich  in  einem  und  dem- 
„solben  Punkt  S  schneiden,  so  enthält  die  Fouerbach'scho  Kagel  die 
„Fnsspunkte  der  Höhen  sowie  diejenigen  Funkte,  «eiche  die  oberen 
„Hohenabschnitte  im  Verhältniss  1:2  teilen  (so  dass  die  kleineren 
„Abschnitte  an  H  liegen)," 

Stuttgart,  April  1863. 
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XIV. 
Miacellen. 


IntegTfttlftm  elnlfer  partieller  DUfereitUlflele&n&reii 
Ewetter  Ordnnnf. 

Bei  der  Integration  gonölinlichcr  DifferentJalgleichungen  kommt 
dio  Methode  häufig  zur  Anwßndnng,  dass  die  gegebene  Gleichung 
nach  der  nnabbangigen  Varictbelcn  differentiirt  nird,  and  die  so  er- 
lialtcne  Oleichung  kann  leichter  integrirt  werden,  als  die  nrsprQng- 
liche.  Zwischen  den  überzähligen  Integr&tionsconstanten  giebt  es 
eine  Belation,  die  erhalten  wird,  indem  man  das  gefandene  Integral 
in  die  gegebene  Oleichang  einsetzt 

BasB  dieselbe  Methode  aoch  bei  partiellen  Differentialgleichnngen 
zweiter  Ordnnng  in  mandlen  Fällen  znm  Ziele  fahrt,  will  ich  an 
ciaigen  Beispielen  zeigen. 

1.    Die  partielle  Differentialgleichang  *} : 

wo  a„  n,,  b„  6,  gegebono  Fnactionon  von  y  sind,  giebt  nach  x  par- 
tiell differcntiirt: 

3y  "  i,a;  +  *,  '  "r  3r  "^  ija  +  6,  ' 

*)  /),  q;  r,  I,  (  bezeichnen,  nrie  gewöhnlich,  die  eritca  nnii  iweiten  par- 
liellen  DiffereDtiklqaotienten  tod  x  nnch  x  und  y. 
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eine  parüello  Differontialgleichnng  dritter  Ordanng,  die  iategrirt  wer- 
den liann,  sobald  o,,  a,,  &j,  &j,  /  gegeben  sind. 

Z.  B.    wenn  /  —      '"ii     und  oj,  a,,  Jj,  6„  c   Constanton  sind, 
wird  das  Integral: 


wo  Jf  cino  beliebige  Function  von  x,  F)  nnd  F,  beliebige  Functionen 
von  y  sind. 

Da  aber  a  ein  Integral  von  1.  sein  soll,  orbält  man  dioBolation 
zwischen  l^  and  Y,: 

2.    Die  partielle  Differentialgloichnng : 

WO  a  eine  Gonstante,  T  eine  Panction  von  y  ist,  giebt  nach  x  par- 
tiell differcntiirt: 


wo  9r  nnd  8?  partielle  Differentialen  mit  der  Bedingung  x  —  const  sind. 
Einmal  integrirt 


wo  X  eine  beliebige  Fnnction  von  x  ist. 

Die  Integration  kann  vollfttbrt  werden,  wenn  a  =>  0  ist,  wo  es 
sich  also  nm  die  Integration  von 

handelt.    Das  Integral  wird: 

wo  X,  und  JT,  Functionen  von  x,   —  Y^  und  r,  Functionen  von  y 
sind,  zwischen  welchen  die  Relationen  bestehen: 
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3.    Die  partielle  DifferentialgleichDog: 

wo  a  eine  Constante,  F  eine  Function  von  y  ist,  giebt  nach  x  partiell 
diffprentiirt : 


|=-(l+|'+-/) 


oder  mit  «  diTidirt: 

3r       _ 

wo  3r  nnd  Bp  partielle  DifferenUalen  mit  der  Bedingung  k  =  coDBt  sind. 

Dieio  partielle  Differentialgleichniig  erster  Ordnung  fOr  r  kann 
integrirt  worden,  sobald  /  gegeben  ist 

Z.  B.  wenn  /  =  JT  eine  Function  von  x  ist,  föhre  man  statt 
j,  jr,  z  resp.  ^Z aJXtkc,  ■)/afYdy,  az  als  aene  Variabelen  ein.  Die 
zu  integrirende  Gleichung  wird: 

»  =  e» 

QDd  die  zngehfirige  Differentialgleicfanng  dritter  Ordnung: 

er 


wo  X  eine  beliebige  Function  von  x  ist. 
Durch  die  bekannte  Substitutioii 

wird  die  Gleichnng  fOr  w. 

^  +  l--sr=o 

woTon  das  Integral  ist: 

w  =  rt^t-i-  Y,x, 
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wo  Yj  and  Fj  beliebige  Fnnctionen  Ton  y  sind,  zwischen  X^  und  X^ 
besteht  die  Relation 

„  dX,  SX, 


also 

Bo  daaa 
und  hioranB 


Y»  =  ?>(*)    und    y-  =  i(>(y) 


_     <p"(k)  2v'(x) 

Partiell  nach  y  differentiirt  und  *  —  «*  ciogcfahrt  wird  das  gc- 
BQctite  Integral: 

V(»').<l''(y) 

Herr  Lionvillo  hat  die  Gleichung  *  —  e*  zuerst  integrirt*).  Er 
giebt  aber  die  Integrationsmcthode  nicht  an,  nur  das  fertige  Integral 
durch  nachträgliche  Rechnung  verificirt 

Klansenburg  (Ungarn),  September  1882. 


*)   HongB,    Application   de  l'nmilfae   fc  Ik  gdomltrio.     &■  Edition  p^r  M. 
LionvilU.    Png-  S9T. 


byGoogle 


DreieeksutK. 

Ea  soll  folgender  Satz  bewiesOD  irerden. 

Sind  in  einem  gradlinigen  Dreieck  zwei  Winkelhalbirende  gleich, 
so  li^n  die  halbirten  Winkel  an  der  Grundlinie  eines  gleichschenk- 
ligen DreiackB.    (S.  d.  Fig.) 

Yra.  Wkl.  BAD  —  CAD      \ 
Wkl.  ABE  —  CBE 
AD—  BE 
Beh.  Wkl.  A  —  B 
Beweis.    Es  ist 

also 

AB>  DB 

Da  ß  balbirt  ist,  so  hat  man 

AF:FD  —  AB-.DB 
mithin 

Ebenso 


AB^AE 
nnd  daher 

Wäre  nan 

so  häUe  man 

iJF>  AF  nnd  EF  nm  ebwisoviel  <  DF 
weil  die  ganzen  Linien  gleich  sind;  z.  B. 

£F=  AF+m  nnd  DF—  EF-{-m. 


Macht  man  nui 

so  ist 

aber 

letztwes  weil 
ist,  mithin 


Fd  —  FD  nnd  dx  parallel  AE 

FE-.FA  —  FD:Fk 

„^  „.       DF—m    ,DF 

DF-CAF-C,  BF 
FD:Fi!<CFD:BF  ond   ßt>B* 
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so  muGS  6  zniBclien  A  and  x  fallea.    Es  ist  aber 

8 
Dreieck  Fdh  ^  FDB    and   Wkl.  rfSF  =  ^ 

Als  AnsBcnwinkel  ist  jedocb   Wkl.  i}hF~^  x  oder  ^  iiu   QcgeDsatze 

&  a 

zur  Ann&hmc.    Ebenso  kann  ä  nicht  ^  ä  Bein,  also  mass 


Eine  Combi  DD  torlBohe  Deflnltlon  4er  Zahl  e. 

Unter  den  verschiedenen  besondero  Gruppen,  welche  man  aus 
dem  System  aller  Pcrmutationen  von  «  Elementen  herausgreifen  kann, 
scheint  die  folgende,  welche  meines  Wissens  noch  nicht  unt«rsQCbt 
worden  ist,  von  einigem  Interesse  zu  sein. 

Sei  133...n  die  Anfangsstoltang  der  n  Elemente.  Unter  den 
Permntationen  derselben  wird  es  eine  gewisse  Anzahl  geben,  welche 
mit  der  Anfangsstellnng  keinen  Platz  gemeinsam  haben.  Der- 
artige Permntationen  mögen  „absolute  Permutationen  der  Anfcngs- 
stellung"  genannt  werden.  Seien  b  ei  spiel  s  weise  vier  Elemente  vor- 
handen und  1234  die  Anfangsstellung,  so  sind  die  absoluten  Permu- 
tationen derselben  diese;  2143,  2341,  2413,  3142,  3412,  3421,  4123, 
4312,  4321,  also  nenn. 

Alsdann  gilt  folgender  Satzr 

Der  Wert  des  VerhftltnisseB  der  Anzahl  aller  Permutationen 
von  n  Elementen  zur  Anzahl  der  absoluten  Permutationen  der 
Anfangsstellnng  uähert  sich  mit  wachsendem  n  der  Zahl  e,  der  Basis 
der  natQrlichen  Logarithmen. 

Sei  N=  123... n  die  Anzahl  aller  Permutationen,  K  die  Aneahl 
der  absoluten  Permntationen,  so  ist 

,.    ^ 

hm  ^  —  e   fUr   n  =  00  . 
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Das 

Meisterschafts-System 

nnter  gleichzeitiger  Anwendung  der  labtttMa'scben  Methode 
fir  itn  Sehil-  ■■<  SelbstiRterrieht 

in  dor 

lateinischen  und  griediischen 
Sprache. 

Horanagegeben  von 

Dr.  pbil.  F.  Booch-Arkossy. 

Complet   in  J«   30   Lieferangoa    i,  50  Pf. 

ax^  SehlBsMl  dun  4  2  JKk.  ^e= 

Probebriofe   k    50  Pf.    portofrei. 

ProapeeC«   grstls. 

J^äpsg.  C.  A.  Eoeh's  Verlagsbuchhandlung. 

(J.  SearbHEob.) 


1  Im  Verlage   von   Orell   Fflsali   &   Co.  in  Zflrich  iit  or- 

I  schienen  und  darcb  jede  Bnchbandlung  zn  beziehen: 

GeBchichte 

der 

Mathematischen  Wissenschaften. 

I  Von  den  ältesten  Zeiten  bis  Ende  des  XVIll*"  Jahrhunderts. 

I  Von 

t  Dr.  Heinr.  Snter. 

2  Bändo  in  3  Abtheilnngen  in  gr.  8'^. 
I  Freit  23  Mark. 


In  Him»  Tolgt*B  Hofbnchhandlnng  in  Le^üg  ist  erschienen: 

Nomenclator 

der 

alpKabetische  Aufzählung 

Gattongen   aDd  Arten  der  bekannteo  GeftsscrjnptOKamen  mit  ihren 
Synonymen  und  ihrer  geographischen  Verbreitang 

Carl  BalVman. 

Preii  7  Uli.  ao  Pf. 
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MATHEMATIK  und  PHYSIK 

mit  besonderer  Bücksicht 

auf  die  Bedürfnisse  der  Lehrer  an  höberea 
UnterrichtsaiiBtalteD. 


GegrOndet  von 

J.  A.   CrHiert, 

tbrtgeMtit  von 

IL   H«ppe. 


Siebzigster  Teil.    Drittes  Heft. 


(Hil  S  tlthognpliirten  Tifola.) 


heifzlg, 

C.  A.  Koch's  Verlagsbuchbandlnng, 
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Nener  Verlag  von  Angr.  Stein  in  Pottdam. 


Sammlung  von  arithmetischen  mid  algebraischen 

Frsfjen  uiiil  AufgHbeii,    Tcrbandcn    mil    einem    sjatcroatischen    Aulbna  der  Be- 
griffe, Formeln  und  LehreUie  der  AiithmElib ,  ffir  hOhere  Schulen  Ton 
Dr.  H.  Schubert,  Oberlehrer  am  JohanaeBm  in  Hnmbnrg. 
Heft    1:  FOr  mittlere  Klnsien.      br.      1,S0  Uk. 
„      2:  Fttr  obere  Klnsicn.  br.      1,80  Ml. 

Urteil    in    SchlAmikh's    Zctlschrift   1883:     „Dar  Verf.  wollt«  uigen,    da« 


Strenge  >nnd   Fnsalicbkeit   schon   bei   den    ergten  anf  Koabea  berechneten  An- 


I    Einklang    bringen  I 


argaehatt  gewthri'n  kann,    daaa  der  Strenge  genügt  Ist,  s 


EU  kurz  gekommen  i 


■risaen,  jedem  Lehrer  aus  ürfabrang  bekannten,  Fehlern  steuern  auUeu- 

Meben  dienen  den  Schäler  warnenden  Fragen  mOcblen  wir  znr  Empreblnnit 


iBbcbleins  anf  die   ungemein   geBchmackrolle  Einkleidung   vieler  Aufj^aboi 


hiniretafln,  die  »ich  mannigfacb  an  die  aprachliehen  und  gMchiehtlichen  Unter- 


richtsgegengttnde  der  Mittelgchnle  anachiieaat. 


LMid  1er  Flysit,  nelist  AileitiiM  zm  Eipermenim 

Für  FrlparandennnstBliEn ,  hOhoro  Knnben-  und  Mldchenechulen ,  sowie  für 
Sudtscbnlen  and  mehiklaasige  Volksschulen  bearbeitet  Ton  A.  F.  L.  ClaMMl, 
Höoigl.  Seminarlehrer  in  Botow.    Mit  140  HoliHtichen.     gr.  8.    br.    1,60  Mk. 


VoD  einer  grössereo  Verlagsbandlung  wird  ein  tüchtiger 

Uebersetzer  for  ein  altitalienisches,  mathematisches 
Werk  gesucht.  Offerten  unter  „Altitallentseh  200  K."  au  die 
Expedition  dea  Invalidendank  in  Leipzig  erbeten. 


Verlag  von  Job.  Ambr.  Barth  in  Leipzig. 

HAMILTON,  W.  R.  Eleucate  d.  QnatereieMM,  de«tscli 
TOD  P.  eian.  I.  Bald,  XXIV,  746  Seit  gr.  8°.  si. 
Fig.    1883.    Preis  30  »ark. 

Vollständig  in  2  Bänden,  deren  I.  die  Theorie,  der  11.  (im  Druck) 
die  Anwendungen  enthält.  H.  „Elemente"  ist  dos  aasflihrlichsteWerk 
über  Q.  nnd  zugleich  durch  leicht  verständliche  Barstellnng  au- 
gezeicbnet.  Eine  dcutacbe  Ausgabe  entsprach  am  bo  mehr  einem  B€- 
dttrfniss,  a]s  die  englische  seit  Jahren  im  Handel  nicht  mehr  vor- 
kommt. 
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Gleichgewicht  eines  über  eine  Fläche  gespannten 
Fadens  mit  Berücksichtigung  der  Reibung. 


F.  August. 


Eb  ist  bekannt,  dass  aaf  einer  Flache  die  Qleichgewicbteli^e 
«nes  gewichtloseo  biegsamon  und  imanBdebnbaren  Fadens  —  einer 
Scbanr  — ,  venn  keine  Reibnng  vorbanden  Ist,  und  nur  in  den  End- 
punkten Krfifte  angreifen,  nm  die  Spannnng  herrorzabringen ,  die 
Gestalt  einer  goodAtiscben  Linie  hat.  Damit  die  Gleichgewichtslage 
stabil  sei,  rnnss  diese  geod&Uscbe  Linie  zwischen  den  gen&blten  End- 
punkten virklicb  relativ  Kürzeste  sein,  sich  also  nicht  dnrch  eine 
nnendlicb  kleine  Variation  bei  festgehaltenen  Endpunkten  in  eine 
kürzere  Oberfflhren  lassen,  was  anf  positiv  gekrümmten  Flächen  be- 
kanntlich nicht  immer  der  Fall  ist,  bei  Flächen  mit  der  ErUmmnng 
Nnll  and  hei  negativ  gekrümmten  Fl&cheu  dagegen  stets.  Der  Ein- 
flnss  der  Reibnng  ist,  soweit  mir  bekannt  ist,  nnr  in  den  einfachsten 
Fällen  berftcksichtigt  worden,  nnd  es  finden  sich  darüber  in  bekannten 
Werken  Angaben,  welche  zwar  nicht  falsch  sind,  aber  doch  das  Wesen 
der  Sache  nicht  treffen  snd  jedenfalls  einer  genaueren  Prftcibintng 
bedflrfen.  Sc  ist  z.  B.  in  Thomson  und  Taits  Handbuch  der  theore- 
tischen Physik  S  566  (deutsche  Ausgabe  Teil  II  Seite  11&)  gesagt, 
dass  in  diesem  Falle  eine  Schnur  auch  in  Ruhe  bleibe,  wenn  sie  Iftngs 
einer  so  laagen  geod&tischen  Linie  anf  einem  convexen  starren  Kfirper 
ausgespannt  ist,  dass  die  Länge  zwischen  ihren  Endpunkten  kdn 
Hinimnm  ist.  Dies  ist  richtig,  nnd  doch  findet  ein  wesentlicher  Unter- 
schied zwischen  diesem  Falle  nnd  demjenigen  statt,  wo  die  geodätische 
Linie  wirt^cb  Kürzeste  ist.    Vermehrt  oder  vermindert  man  nämlidi, 
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226      Augual:  GUiehgttulekt  chkj  über  tmt  Flicht  gupannUn  Fadem 

ohne  die  Änbngsapannung  zn  andern,  die  Endspannung  soweit,  wie 
es  ii^end  möglich  ist,  ohne  das  Gleichgewicht  zn  stOren,  so  wird, 
wenn  die  Tcrbindnng  ein  Minimum  ist,  jede  seitliche  Deformation 
ein  Znrdckkehren  in  die  Gleichgewicbtalage  zur  Folge  haben,  wenn 
die  L&nge  dagegen  kein  Minimnm  ist,  wird  eine  nnendlich  kleine 
seitliche  Deformation  eine  weitere  Entfernung  ans  der  Qleidigewichts- 
lage  znr  Folge  haben.  Ausserdem  aber  wird  durch  den  obigen  Aue- 
sprach  und  durch  die  beiden  folgenden  Paragraphen  leicht  der  Irr- 
tum hervorgerufen,  als  seien  auch  mit  Rflcksicht  auf  die  Reibung  die 
geodätischen  Linien  die  einzigen  Gleichgewichtslagen',  wfthrend  es  in 
diesem  Falle  zwischen  zwei  Punkten  unendlich  viele  Gleichgewichts- 
lagen giebt,  von  der  Art,  dass  das  Gleichgewicht  durch  eine  nnendlich 
kleine  Variation  der  Gestalt  und  der  Spannung  nicht  gestOrt  wird. 
Da  ich  auch  anderweitig  keine  genauere  Behandlung  des  Gegenstandes 
gefunden  habe,  so  möchte  ich  hier  auf  denselben  etwas  n&her  ein- 
gehen. Der  leichteren  Orientimng  wegen  schicke  ich  eine  kurze  Be- 
trachtung des  Falles  voraus,  in  welchem  keine  Reibang  wirkt. 


I.    Vorbetrachtung.    Gleichgewicht  ohne  Reibung. 

Nach  unserer  Voraussetzung  wirken  anf  das  Bogenelement  lU 
der  Zwang  Nd»,  welchen  die  Fl&che  in  Richtung  ihrer  Normale  aus- 
Obt,  und  die  Spannung  T  in  Richtung  der  Tangente  der  Corve,  welche 
wir  positiv  nehmen,  wenn  sie  eine  gegenseitige  Anziehung  benach- 
barter Bogen elementc  darstellt,  also  eine  Ausdehnung  verhindert. 
Wir  können  uns  auf  die  Betrachtung  des  FalleB  beschr&nhcD,  dass 
T  eine  im  Allgemeinen  positive  und  von  Null  verschiedene  Grösse 
sei.  Ware  nttmlich  T  constant  gleich  Null,  so  könnte  der  Faden 
jede  beliebige  Gleichgewichtslage  annehmen.  Wäre  aber  T  uegativ, 
wurde  also  der  Faden  einer  Verkürzung  widerstreben,  so  erhielte 
man  einen  Fall,  der  praktisch  kein  Interesse  hat,  nnd  der  zudem 
leicht  auf  den  ersten  znrUckgefQbrt  werden  könnte,  indem  man  alle 
Er&fte,  also  auch  den  Zwang  (nnd  später  die  Reibung)  in  entgegen- 
gesetzter Richtung  nähme.  Sollte  T  sein  Vorzeichen  wechseln,  so 
mfisste  es,  da  wir  Discontinuitäten  ausschlicssen,  durch  Null  gehen, 
und  an  der  Stelle,  wo  T  Nntl  ist,  kann  man  den  Faden  ohne  Störung 
des  Gleichgewichts  zerschnitten  denkcji. 

Sind  nnn  p,  q,  r  die  Richtnngscosinns  derjenigen  Richtung  der 
Normale  der  Fläche,  in  welaher  der  Druck  des  Fadens  auf  die  Fl&che 
wirkt,  also  — p,  — g,  — r  diejenigen  der  ihr  entgegengesetzten  Rich- 
tung, in  welcher  der  Zwang  wirkt,  so  werden  die  Bedingungoa  des 
Gleichgewichte 
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~Iiljpdt-{-d[T-r]  -=  0  and  die  Analogen, 

odo- 

d^        dT  da 
Np—T-^  ~ dT  rfi  ™  ^  ""**  '''^  Analogen.  I' 

da    du    dt 
Wir  msltipliciren  diese  Gleichungen  zuerst  bezQglicb  mit  y  3-.  ^. 

Dachher  bezüglich  mit  p,  q,  r  und  addiren,  dann  kommt  zuerst 

für 

j-  =■  0,  also  r  =  constanB,  II' 

ud  dann  mit  Bocksicht  auf  II' 


HO  p  den  KrOmmnngsradltis  des  NormalschBittes  der  Fläche  bedeutet, 
welcher,  die  Cnrre  berührt    Hierdurch  werden  die  Gleichungen  I' 

(As      p_     d*y       q ,     dh      r 
d»*       p '     dt*      p  '     (i«*  ~  p ' 

worans  folgt,  dass  die  Gleichgewichtslage  eine  geodätische  Linie  ist, 
und  daas  der  Druck  (bei  positivem  T)  nach  der  Seite  des  Krnmmongs- 
centmms  des  betreffenden  Normalschnittes  oder  der  geodätischen  Linie 
selbst  wirkt,  also  der  Zwang  nach  der  entgegengesetzten  Richtung. 

Beteichnet  man  den  vom  An^gspnnkte  an  gemessenen  Krflro- 
muDgswinkel  der  Cnrre  mit  r,  so  ist 


abo  folgt  ans  ni' 


/"■ 


d.  h.  der  Gesammtdmck  eines  endlichen  Teils  der  Schnur  ist  gleich 
Prodoct  SOS  der  Spannung  und  dem  Krammungswinkel  des  betreffen- 
des Cnrroiteils. 
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n.    Gleichgewicht  mit  RucksEcht  auf  die  Reibnng. 

Ist  Reibnog  TOrh&nden ,  8o  ist  aowoht  die  Gestalt  der  Cnrve  ii 
der  Sleichgewichtslage  als  auch  die  Spanonng  bei  gegebener  Anfangi- 
lage  nDd  Kichtiing,  oder  ancb  bei  gegebenen  Endpunkten  innerhalb 
gewisser  Grenzen  unbestimmt  Legt  man  z.  B.  den  Faden  an  einer 
bestimmten  Stelle  in  bestimmter  Richtnng  mit  bestimmter  SpanuBiig 
an,  nnd  wickelt  ihn  dann  weiter  auf,  so  kann  man  innerhalb  gewisser 
Grenzen  sowohl  die  unendlich  naho  Richtang  des  Nachbarelemenl«^ 
als  anch  die  NacbbarepanDnog  beliebig  wählen,  ohne  daas  das  Gleich- 
gewicht gestftrt  wird.  Es  wird  sich  also  wesentlich  um  zwei  Fragen 
handeln. 

1.  Wenn  die  Gestalt  dos  Fadens  nud  die  Spannnng  in  jedem 
Punkte  gegeben  ist,  zn  nntersnchen,  ob  der  Faden  Im  Gleich- 
gewichte ist. 

2.  Die  KoBsersten  GrenzfKlle  für  die  GleichgewichtszaBtinde 
unter  gewissen  Voran ssetzangen  zu  bestimmen. 

Wir  behalten  die  obigen  Bezoichnnngen  bei,  gehen  bei  der  Bei- 
bong  von  den  allgemein  üblichen  Annahmen  ans  und  bezeichnen  den 
Roibnngscoeffidenten  w&hrend  der  Ruhe  mit  m,  den  Reihnngswinkd 
mit  fi,  so  dass  m  =  tg^.  Sind  dann  «,  ß,  y  die  Richtnngscosinni 
der  Tangente  der  Flache,  nach  welcher  das  Element  des  Fadem 
gezogen  wtlrde,  wenn  die  Reibvng  nicht  vorhanden  w&re,  nnd  w^cbe 
wir  die  virtaelle  Bewegangsricbtnng  nennen  wollen,  so  liod 
die  Componenten  der  Beibnug  — Edt.a,  —R<b.ß,  —Rds.y.  Die 
Grosse  und  Richtung  der  Reibung  während  der  Bube  bestimmt  sich 
dadurch,  dass  die  Reibung  alle  anderen  Kräfte  aufhebt;  dio  Grfisse 
ist  aber  an  die  Redingnng  gebunden,  dass  sie  kleiner  bleibt,  sls 
mNds.    Wir  können  also  setzen 


S  —  miN 


■    < 


SO  dass  die  GleichgewichtsbediDgungen  werden 

-r+H+r-", 


bjGoogIc 
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Wir  babsD  nnn  im  den  ersteD  fOnf  Gleicbangen  noter  Elimina- 
tion von  N,  u,  ß,  y  die  Grösse  m,  zu  berechnen  und  diesen  Wert 
in  die  letzte  Ungleichung  einzusetzen,  um  die  Oleicbgewichtabedingang 
in  einfachster  Form  zu  erhalten. 


and  addiren;  dann  liommt 
oder,  wonn  man  setzt 


JVm^cos«-^-  n 

u  hedentet  den  Winkel,  welchen  die  virtoelle  BewegungsrichtnDg  mit 
der  Tangente  der  Cnrve  in  ^chtnng  der  wachsenden  Bogen  bildet, 
and  welchen  wir  positiv  zählen  wollen,  wenn  die  virtuelle  Bowegnnga- 
richtnng  nach  der  geodätisch  concaven  Seite  hinliegt,  d.  h.  nach  der- 
jenigen Seite,  nach  welcher  die  Projaction  der  Curve  anf  die  Tan- 
gentiidebene  concav  ist  Ans  dieser  Gleichung  (II)  erkennt  man,  dass 
die  Tangentialcomponente  der  Beibang  entg^engesetzt  ist  dem  Diffe- 
renziti  der  Spaonnng. 

Wir  multipliciren  ferner  die  drei  ersten  Gleichnngen  I  mit  p,  q,  r 
and  addiren,  dann  erbalten  wir 


Sind  nun  a^ß^y,    die  Richtnupcosinns  der  Hauptnonnale  der 
Cnrre,  nnd  ist  ^  ihr  Emmmnngsradias,  so  ist 


d.»" 


etc.. 


and  wonn  man  unter  ^  den  Winkel  versteht,  welchen  die  Hanpt- 
□onnala  der  Cnrve  mit  der  Normale  dar  Fläche  bildet,  letztere  in 
der  Richtung  gewählt,  in  welcher  der  Faden  anf  die  FUcbe  drückt, 

Bo  ist 

wonns  folgt,  da  N,  T  und  p,  positiv  sind,  dass  ^  ein  spitzer  Winkel 
ist.    Dft  fo  —  31  ist,  so  können  wir  diese  Gleichung  anch  schreiben 
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Wir  multipliciren  ondlich  die  drei  ersten  GleichnngeD  I  mit  den 
RichtnugscoefBcieutcn  «tßiYt  derjenigen  Tangente  der  Flache,  welche 
normal  zur  Cnrvc  nach  der  geodätisch  concaTen  Seite  gerichtet  ist 
Dann  ergiebt  sich  durch  Addition: 

-i¥m,{««.+|3^.  +  )7i)+~("i*'.+M.  +  yi)'t)  =  0- 
Hier  ist 

«i°i+Aft+rir»  -  <:°8(|  — <-)  -  an* 

immer  positiv,  nnd  da  die  flbrigen  Qröasen  ebenfalls  positiv  sind,  so 
ist  ai'i-\-ßßt-^YYt  auch  positiv,  und  ist  gleich  sinu,  woraus  folgt, 
daaa  u  stets  zwischen  0  nnd  n  liegt,  daas  also  die  virtnello  Bowcgnngs- 
richtnng  nach  der  goodätisch  concaven  Seite  der  Curve  gerichtet  ist. 
Die  eben  erhaltene  Gleichung  aber  wird  ein^her 

T 
Nm,  sinu  —  —  Biaii>.  IV 

Pi 

Durch  Elimination  von  »  ans  II  und  IT  erhält  man 


»W  =  5.1nf+(f)'. 


und  wenn  man   hierin  Sit  ^  seinen  Wert  ans  Illa  setzt  nnd  nach 
mj*  auflöst: 


"■'='«*"+sfi?('^'- 


Wir  setzen  noch 

rflnr  /^"" 

-^ -/(r),    also    r-To«»  ,  V 

wo  To  die  Spannung  im  Anfangspunkte  bezeichnet;  dann  wird  die 
Bedingung  für  das  Gleichgewicht 

oder 

(l  +  ».»)Bint*+/(t)'<m». 

Und  zwar  findet  bei  wirklicher  Ungleichheit  im  oben  besprochenen 
Sinne  indifferentes  Gleichgewicht  statt,  bei  Gleichheit  dagegen  ist  das 
Gleichgewicht  insofern  als  labil  zn  bezeichnen,  weil  gewisse  Varia- 
tionen der  Cnrve  nnd  der  Spannung  dasselbe  stOren,  fmdore  freilich 
nicht 
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Ans  T  and  VI  erkenot  man  sofort,  dass  das  Gleichgevicht  nicht 
gestört  wird,  venu  dio  SpaunuDg  T  mit  irgend  einer  Constanten  Zahl 
mnltiplicirt  wird,  also  beispieleweiee  darcbweg  verdoppelt  wird,  selbst- 
verBtdDdlich  wird  dann  N  mit  derselben  Zahl  moltiplicirt. 

Femer  zeigt  eich,  dass  man  if  nnd  f(t)  innerhalb  gewisser 
Oreazen  beliebig  geben  darf,  nm  einen  Gleichgewicbtsznstand  zq  er- 
halten.   Tor  allem  muss  tgi|'*^m*  sein,  also  der  Winkel  tfi  absolut 

kleiner  als  der  Reibnngawinkel  fi,  nnd  ebenso  mnas  stets  f(v)'  ™  m', 

also 


worans  nach  bekannten  Sätzen  der  Integralrechnaag  folgt: 

mi  r  /  A»)  **'  >  ~  ""' 
also  mit  Rücksicht  anf  V 

wodarch  T  zwischen  zwei  einfach  bestimmbare  Grenzen  eingeschlossen 
wird,  and  zwar  dürfen  die  änssersten  Grenzwerte  Ton  T  überhaupt 
Dar  vorkommen ,  wenn  i/i  ->  0  ist,  nnd  die  ftossersten  Grenzwerte 
von  i|i  nur,  wenn  A.T)  •=  0,  also  T  constant  ist. 

Wir   können   non   leicht   gewisse   ftnBserste  OrenzMe   für   das 
Gleichgewicht  angeben. 

Ist  znn&chst  if  constant  —  0,  so  ist  die  Gestalt  des  Fadens  eine 

T 
geodätische  Linie.   Dann  wird  N  '^  —  (III),  also  im  Allgemeinen  nicht 

Pi 
Nnll,  folglich  wird  nach  IV  sinu  —  0;  d.  h.  die  Reibung  wirkt  nur 
in  lUchtung  der  Tangente,  und  T  kann,  wie  bereits  gesagt,  alle  mög- 
lichen zwischen  den  oben  angegebenen  Grenzen  liegenden  Werte  an- 
nehmen. Soll  das  Verhältniss  zwischen  der  Anfangs-  und  Endspannung 
Tg  und  T,  möglichst  von  1  verschieden  sein,  so  mnss  entweder 

r—  7*0  «+'"1     oder     r=  Toe-^' 

sein.  Diese  beiden  extremen  Fälle  sind  von  besonderer  praktischer 
Bedeutung.  Für  die  gerade  Cylinderfläche  lassen  sich  diese  Fälle 
elementar  betrachten,  wie  dies  allgemein  bekannt  ist 

Ist  dagegen  if  constant  gleich   dem  Reibnngswinkel   n,  so  ist 
f{t)  —  0,  und  die  Spanntmg  T  constant. 
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Feiner  folgt  mb  ü,  III  iwd  IT: 

T  T 

^cosu  —0,    iV=  —  c«8ö,     iVsinu  —  —cos», 

oder,  wenn  mao  unter  q  wie  oben  den  KrttmntaDgBradinB  des  die 
Cnire  berthrenden  Normalachnitts  der  Flftche  versteht, 

T  T 

N  —  -,     Weiflu  —  -■ 
9  9 

W&re   nun    -  •=  0,  so  w&re  die  Cnrve  eine  asymptotische  Linie  und 

als  solche  entweder  gerade,  also  geodätisch,  so  dass  i>  -=0  und  nicht 
gleich   n   wäre,   oder   ihre   Haoptnormale   stände    rechtwinklig   zur 

Fl&cheDnormftle  (Hoppe,  FIftchentheorie  §  28),  also  wftre  i(i  =  t»— «• 
ww  nnmOglich  ist,  weil  der  Reihnngscoefficient  m  =  tgfi  nicht  nn- 
endUcb  sein  kann.  Hithln  folgt  ans  den  obigen  Bedingnngen  Obor- 
einstimmend,  daas  sinw  =-|-l)  also  cosu  t,  q  igt,  mithin  ist  dievir- 
tneUe  Bewegungsrichtang  rechtwinklig  znr  Corve  nach  der  geodätisch 
concaven  Seite  gerichtet,  die  Richtang  der  Beibang  entgegengesetzt. 
Uan  kann  sagen,  dass  die  Gestalt  der  Carre  in  diesem  Falle  am 
meisten  von  der  geodätischen  Linie  abweicht. 

Ton  den  mannigfachen  Zwiachen^en,  welche  möglich  sind,  sind 
beaonders  einfach  diejenigen,  bei  welchen  i^  constant,  aber  kleiner 
^E  fi  ist.  In  diesem  Falle  nennen  wir  m,'  den  Wert,  welchen  f{r)* 
nicht  überachreit«n  darf,  so  dass 

alao  kleiner  als  m'  ist    Dana  ist 


Macht  man  dann  die  Spannnng  gleich  T^e^^i^  oder  gleich  T^e 
so  ist  dio  Corre  eben  noch  Gleichgewichtelage. 


m.    Benrteilvng  der  Art  des  Gleichgewichtes. 

Bei  Problemen  des  Gleichgewichtes  mit  Rflckucht  anf  die  Rei- 
bung ist  der  Unterschied  zwischen  stabilem,  labilem  nnd  indifferentem 
Gleichgewicht  zwar  auch  vorhanden,  doch  empfiehlt  es  sich,  hier  noch 
einen  anderweitigen  Begriff  einzuführen.  Wir  wollen  das  Gleich- 
gewicht ein  „zähes"  nennen,  wenn  das  in  der  Gleichgewichtslage 
ruhende  System  dnrch  ein  Syitem  aaeadltch  kleiner  Kräfte  nicht  in 
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Bew^nng  gesetzt  werdeD  kann,  wsdd  es  aber  aDdrerseits  aacb  nicht 
du  Bestreben  hat,  in  Jene  Lage  zurück  za  kehren,  Ms  es  (durch 
endliche  Kräfte)  ans  jener  Lage  in  eine  Nochbaiiage  gebracht  isi 
Im  zfthen  Gleichgewicht  befindet  sich  beispielsweise  eine  schwere 
Hasse,  welche  auf  einer  schiefen  Ebene  gleiten  kann,  wenn  der 
Hrigungswinkel  kleiner  als  der  Beibongswinkel  ist.  Ehe  ein  solches 
libes  Gleichgewicht  aufhört,  tritt  ein  Znstand  ein,  den  wir  „Grenz- 
instand"  nennen  k&nnea.  Derselbe  ist  dadurch  characterisirt,  dass 
sich  das  System  gewissen  Bewegtingsaatrieben  gegenüber  wie  ein  zähes 
TGfhftlt,  während  andere  Bewegungsantriebe,  selbst  wenn  sie  beliebig 
klein  sind,  eine  endliche  Bewegung  einleiten.  Ein  solcher  Orenz- 
zuBtand  findet  aaf  der  schiefen  Ebene  statt,  wenn  der  Neigangswinkel 
gleich  dem  Reibnngawinkel  ist.  Einem  nach  oben  gerichteten  Be- 
wDgungsantriebe  g^enttber  verhalt  sich  die  Hasse  wie  beim  zähen 
Gleichgewicht,  der  geringste  nach  unten  gerichtete  Antrieb  leitet  ein 
Abwirtsgleiten  ein. 

Um  nun  für  das  Ecttenproblem  die  Frage  nach  der  Art  des 
Gleichgewichtes  zu  entscheiden,  kann  folgende  Erwägung  dienon. 
Tue  Tirtnello  Bewegnngsrichtung  ist  stets  nach  der  geodätisch  con- 
caieu  Seite  gerichtet,  bei  geodätischen  Linien  M\l  sie  in  die  Tan- 
gente, und  zwar  nach  der  Seite  der  wachsenden  Spannung,  bei  den 
Corven  H)  ■=•  fi  senkrecht  dagegen,  in  allen  ttbrigou  Gleicbgewichts- 
ttgen  zwischen  jene  beiden  Richtungen.  Solange  nun  ^  und  t  so 
gewählt  sind,  dass  in  VI  durchweg  das  Zeichen  der  Ungleichheit  gilt, 
wird  eine  tinendltch  kleine  Yariatton  der  Curvc  und  der  Spannungen 
stets  wieder  anf  eine  Gleichgewichtslage  fubren,  das  Gleichgewicht 
wird  zähe  sein,  und  dabei  macht  es  keinen  Unterschied,  ob  die 
Fadencurve  eine  geodätische  Linie  bildet,  oder  nicht  Erst  wenn  fOr 
irgend  einen  Funkt  der  Cnrve  in  VI  das  Gleichheitszeichen  gilt,  kann 
eine  nnendlich  kleine  Variation  eine  endliche  Bewegung  einleiten, 
sofern  sie  nämlich  auf  einen  Zustand  führt,  bei  welchem  die  Bedin- 
goDg  VI  nicht  mehr  erfüllt  ist.  Besonders  einbch  ist  der  Fall,  dass 
ohne  Aenderung  der  Gestalt  des  Fadens  die  Spannung  so  weit  variirt 
wird,  dass  die  Bedingung  VI  eben  anfhürt,  erfüllt  zu  sein.  Dann 
bewegt  sich  jedes  Fadonelement,  für  welches  dieser  Fall  eintritt,  nach 
der  geodätisch  concaven  Seite,  nnd  es  kommt  darauf  an,  ob  hierdurch 
die  Bedingung  VI  wieder  hergestellt  wird,  oder  nicht 

Sind  etwa  anf  einer  Fläche  zwei  Punkte  A  und  B  gegeben, 
zwischen  denen  ein  Faden  ansgespannt  werden  soll,  so  denke  man 
sich  dieselben  durch  einen  geodätischen  Bogen  verbonden.  Versteht 
man  nun  unter  t  eine  beliebig  kloine  Constantc,  so  werden  zwei 
CnrreD  «l*  =;  ±  £,  welche  A  und  B  verbinden,  zn  beiden  Seiten  des 
geodätischen  Bogens  in  beliebiger  Nähe  desselben  verlaufen,  vermehrt 
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inaD  e  unendlich  venig,  so  werden  aich  beide  Carven  Tor&ndeni,  und 
wenn  man  t  bis  zn  einem  gewissen  Werte  wachsen  l&sst,  der  höcli- 
Btons  gleicb  ft  sein  darf,  wird  man  eisen  gewissen  einfacb  zneammen- 
bängenden  Ftäcbcn streifen  zwischen  A  und  B  erhalten,  welcher  von 
jener  Scbaar  von  Cnrven  erfüllt  ist.  —  Es  kann  aber  kommen,  dass 
man  c  nicht  bis  zum  Werte  ^  wachsen  lassen  darf,  weil  die  Carren 
nicht  mehr  reell  bleiben,  oder  auch,  weil  der  Flächenstreifen  nicht 
mehr  einfacb  zusammenhängend  ist  —  Wir  wollen  der  Einfachheit 
wegen  annehmen,  dass  wir  in  der  oben  angedeuteten  Weise  bis  zn 
den  Gurren  if  -^-dlf*  kommen  können,  was  bei  hinlänglich  kleinen 
RoibnngscoeMcienten  stets  der  Fall  sein  wird.  Dann  ist  der  ab- 
gegrenzte Streifen  ein  solcher,  in  welchem  nnzftblig  viele  Oleich- 
gcwicbtscorvon  verlaufen.  Doch  muss,  wenn  der  Faden  ItLngs  des 
Randes  liegt,  die  Spannung  constant  sein  -,  verändert  mau  dann,  ohne 
die  Spannung  T^  in  A  zu  auderu,  die  Endspannnng  ^j  in  S,  so  dass 
das  Verbältniss  der  Fndspannung  zur  Anfauggspannung  Ti-.T^  sich 
immer  mehr  von  der  Einheit  entfernt;  so  wird  der  Streifen,  anf 
welchen  die  mt^licben  Gleichgewichtslagen  beschränkt  sind,  immer 
schmaler,  big  endlich  fdr  T^  -°  Tf,eiM^-,  wenn  r^  den  ErUmmnngs- 
winkel  des  ganzen  Bogens  bedeutet,  nur  die  geodätische  Linie  Übrig 
bleibt.  Ist  nun  die  geodätische  Linie  relatives  Minimnm,  so  werden 
aich  die  Cnrven  ans  jeder  Qleichgowichtslago  auf  diese  zusammen- 
ziehen, aber  auch  die  geedätische  Linie  hört  auf,  Gleichgewichtslage 
zu  sein,  sobald  r,  >roc-t^'i  oder  ?i<;ro«-/"<  ist,  nnd  es  leitet 
sich  eine  Bewegung  in  Richtung  der  wachsenden  Spannung  ein.  Ist  da- 
gegen der  geodätische  Bogen  keine  relativ  EDrzeste,  so  zieht  sich 
der  Faden  bei  der  angegebenen  Variation  der  Spannungen  überhaupt 
nicht  anf  ihn  zusammen,  sondern  vorlägst  den  Streifen,  und  macht 
eise  endliche  Bewegung.  Nur  wenn  der  Faden  ursprünglich  schon 
die  Gestalt  des  geodätischen  Bogens  AB  hätte,  könnte  er  bis  zur 
Aufhebung  des  Gleichgewichts  darin  verharren. 

Auf  negativ  gekrümmten  Flächen  oder  Flächen  mit  der  Krttm- 
mnug  Null  ist  nun  jede  geodätische  Linie,  welche  zwei  Pnrkte  ver- 
bindet, relativ  Kürzeste,  dort  findet  also  stets  der  erste  Fall  statt 
Die  verschiedenen  geodätischen  Bogeu,  welche  zwei  Punkte  Ä  und  B 
verbinden,  unterscheiden  sich  nur  dadurch,  dass  sie  die  Fläche  in 
verschiedener  Richtung  und  verschieden  oft  umwinden.  Anf  positiv 
gekrümmten  Flächen,  oder  anch  auf  Flächen  mit  teilweise  positiver 
Krümmung  dagegen  kann  auch  der  zweite  Fall  eintreten. 
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IT.    Uebsr  die  Cnrven  ifi  —  constans,  namentlich  auf 
Engeln  und  cylindrischon  Flachen. 

Dnrch  die  vorigen  Bctrachtangen  gewinnen  diejenigen  Cnrven 
einer  Fl&che  besondere«  InteresBe,  far  welche  i/j  oonstant  ist,  deren 
H&nptDormale  also  mit  der  Flach onnormale  einen  constanten  Winkel 
t  lüldet 

Anf  der  Ehene  hat  diese  Bestimmnng  keine  besondere  Bedentnng. 

FOr  jfMle  kmmme  Linie  der  £bene  n&mlicb  ist  if<  constant  gleich  „• 

Fftr  Jede  gerade  Linie  anf  der  Ebene  sowohl,  wie  auf  Jeder  anderen 
Fische,  Ist  i(f  unbestimmt.  Anf  der  Engel  sind  die  Cniren  ^  >-  const. 
Kreise,  deren  Ebenen  von  dem  Mittelpunkte  der  Engel  den  Abstand 
ddnil)  haben,  nenn  a  den  Engelradios  bedeutet.  FDr  beliebige 
Fl&chen  werden  die  Cnrren  dnrch  eine  Differenzialgleichung  zweiter 
Ordnung  bestimmt,  welche  wir  aufstellen  wollen.    Es  ist 

nnd 

also  ist 


''-[^si-'s.h   ""-rs-'Ä)'    '•-{''di—iii)- 

Go  dsag  die  Differentialgleicfanng  VII  übergebt  in 

r  /dyA      <h<fijA  ,      {ätd'x      dx  <Pz\  .      fdx  d^      dy  dV\] 

Da  die  Integration  der  Oleicbnng  der  geodätischen  Linie  nur  in 
wenigen  Fallen  ausfahrbar  ist,  so  wird  sie  fttr  die  hier  betrachteten 
Linien  noch  seltener  gelingen.    Doch  verdient  bemerkt  zu  werden, 
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daas  aaeeer  ßkr  die  Engel  ancb  fflr  die  cylindrischen  Flächen  jeui 
Carveo  durch  Qnadratnren  beatimint  Bind. 

Für  eine  cylindrische  Fläcbe  mit  beliebigem  Qnorschiiitt  kam 
man  setzen 

dx^~\-aitiUdu;     dy= — COSUdu;     dz  ^  du, 
WO  ü  eine  Fanction  von  u  bedeutet.    Setzt  man  dann*  - 


tiaU.k 


=  k,  90  wird 
t 

1 


d»« 


-    fc'    - 


A*fc' 


Setzt  man  dies  in  YII  ein,  so  kommt 

i  =  tg*,dtJ, 


woraus  folgt,  wenn  8j)  die  Integrationaconstante  bedeutet, 


also  BchlieiBlich 


iBt  der  Cylioder  ein  gerader  Kreiflcylinder  mit  dem  ßadint  n, 


and  man  erhUt 


^■is^[,'im+,-"^)+c. 
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d.  h.  die  geanchtoii  Linien  gehen,  wenn  miin  den  Cjlinder  in  die 
Ebene  abwickelt,  in  Kettenlinien  über,  deren  Symmetrie -Axe  irgend 
eine  Enengende  des  Cylinders  ist.  Alle  diese  Kettenlinien  sind  bei 
gleichem  i|i  congruent  nnd  haben  die  HOhe  actgili. 

Sind  anf  dem  Cylinder  zwei  beliebige  Punkte  gegeben,  so  kann 
man  den  dazwischen  liegenden  Teil  des  Mantels  in  die  Ebene  ab- 
wickeln nnd  dann  dnrch  die  Bogen  zweier  Kettenlinien  verbinden, 
welche  den  Werten  ^— -— fi,  «|;— -(-ft  entsprechen.  Diese  Bogen 
sind  congruent  und  können  dnrch  Drehung  um  die  Mitte  der  gemein- 
schaftlichen Sehne  zur  Deckung  gebracht  werden.  Sie  schliessen  nach 
der  Aafwickekng  auf  den  Cylinder  das  FltLchenstQck  ein,  auf  welches, 
wie  oben  bereits  besprochen  ist,  die  Gleichgewichtslagen  beschrankt 
sind  Nur  wenn  beide  Punkte  auf  derselben  Erzengenden  des  Cylin- 
ders  liegen,  nnd  der  Faden  den  Cylinder  nicht  umgeben  soll,  ist  die 
Gerade  bei  jeder  Spannung  die  einzige  Gleichgewichtslage. 

Aoch  in  dem  Falle,  dass  die  Basis  des  Cyliodera  eine  Ereis- 
evolYente,  oder  die  Evolvente  einer  solchen,  n.  s.  t  ist,  Iftsst  sich 
die  Integration  leicht  ansfohren. 

An  dem  geraden  Kreiscylinder  bat  man  das  einbcbste  Bebpiel 
fOr  den  ersten  Hanptfall,  in  welchem  die  Krammnng  negativ  oäea 
NaU  ist. 

Fttr  positiv  gekrümmte  Fl&chen  liefert  die  Kugel  das  ein&cbste 
Beispiel.  Lassen  sich  durch  die  beiden  Punkte  A  nnd  B  der  Kugel, 
welche  der  Faden  verbinden  soll,  zwei  reelle  Kreise  if  —  ±ti  legen, 
80  wird  die  Oberfläche  in  vier  Teile  geteilt,  und  die  möglichen 
Gleichgewichtslagen  sind  auf  diejenigen  beiden  FIBchenstDcke  be- 
schrankt, durch  welche  der  grOsst«  Kreis  AB  hindurchgebt  Doch 
nnr  das  kleinere  der  beiden  Stücke  verhält  sich  ebenso,  wie  der  von 
den  aufgewickelten  Kettenlinien  begrenzte  Teil  des  Cylindermantels, 
indem  z.  B.  wenn  man,  ohne  die  Anhngsspannnng  zu  ändern,  die 
Endspannnng  immer  grösser  werden  Iftsst,  die  Cnrve  sich  immer  mehr 
anf  die  letzte  Gleichgewichtslage,  den  kleineren  Bogen  des  grOssteu 
Kreises  AB,  zusammenzieht.  Dagegen  haben  die  im  Scheitelranm 
verlaufenden  Gleichgewichtslagen  <Üe  Eigenschaft,  daas  sie  zwar  auch 
zuoichst  ein  „z&hes"  Gleichgewicht  bilden,  und  zwar  bei  vermehrter 
Eadspannnng  nm  so  länger,  je  weniger  sie  von  dem  grosseren  geo- 
dätischen Bogen  AB  abweichen.  Ist  aber  einmal  der  Grentfall  er- 
reicht, so  ziehen  sie  sich  nicht  anf  den  grosseren,  sondern  anf  den 
kldnnren  geodätischen  Bogen  AB  zusammen. 

Sind  die  Punkte  A  und  B  so  weit  von  einander  entfernt,  das« 
die  beiden  Kreise  if*  —  ± »(  znsammenfallen  oder  gar  imagin&r  wer* 
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den,  so  geheo  durch  jeden  Pnokt  der  Kugel  Qleichgewicbtiluiien, 
während  im  Uebrigen  dasselbe  wie  oben  gilt  Liegen  eadlicli  die 
Punkte  diametral  gegenüber,  so  kann  jeder  sie  verbindende  Halb- 
kreisbogen eines  grOssten  Kreisee  letzte  Gleichgewichtslage  bei  ver- 
mehrter Endspannang  sein. 

Berlin,  im  Joli  1883. 


byGoogle 


WiCtiltiit:  BütkbHek  nv/ «um  ScIiaUenftacht  von  Laplact. 


XVI. 

Rückblick  auf  eine  Sohattenfläche  von  Laplace. 

Von 

Armin  Wittstelo. 


ZOgernd  ttbei^ebe  ich  hiermit  eine  kleine,  anaprochalose  Mit- 
leilnog  der  OeffenÜichkeit,  die,  als  ganze  Arbeit  meinerseits,  ein  Paar 
begleitende  Worte  zur  Repreduction  einer  Untersnchung  anfwirft, 
die  vor  fost  80  Jahren  ans  der  Heisterband  eines  Laplace  hervor- 
ging, Dnd  nnr  der  Oedanke  ermntigte  mich  zn  ihrer  Pablication, 
dasB  mAglicherweise  deqjenigen  Lesern  dieser  Zeitschrift,  welche  za 
einem  eingehenden  Stadium  der  „M£caniqne  Celeste"  keine 
Veranlasanng  gefbnden  haben,  der,  in  der  Ueberschrift  angedeutete 
Gegenstand,  ähnlich  wie  einst  mir  selbst,  einiges  Interesse  einzn- 
flössen  vermöchte. 

Es  betrifft  die  Ableitong  der  angemein  concinnen  Aasdrflcke, 
welche  Laplace  im  IVten  Bande  seines  „Trait4  de  m^caniqne 
cfiieete,  livre  VIII,  chapitre  VII  (Paris  1806.  40.)"  für 
die  Oberfi&chea  von  Kern-  und  Halbschatten  des  Planeten  Jnpiter, 
onter  Voranssetznng  des  Znsammenfaliens  seiner  Bahn-  nnd  Aeqnator- 
ebene  nnd  sonstigen  vereinfachenden  Annahmen  erhalten  hat  —  wo- 
von ich  im  Nachstehenden  in  angemessener  Ausführlichkeit  der  Dar- 
stellnng  handeln  werde.  Das  eigentümliche  Sobstitnt,  welches  Laplace 
an  die  Stelle  der  streng  geometrischen  Schattenform  setzt,  ist  zwar 
des  mathematischen  CliarakterB  letzterer  vorlastig  gegangen  (gestattet 
Q.  A.  anch  keine  Abwickelang  auf  eine  £bene  mehr),  genügt  Jedoch, 
dem  Qrade  seiner  Annäherung  an  die  wahre  Gestalt  nach,  den  An- 
forderungen der  theoretischen,  wie  praktischen  Astronomie  vollkom- 
men and  gew&brt  überdies  tnn  lehrreiches  Bei^iel  AtSOt,  wie  ^e, 
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immeFhin  nicht  zu  den  allereiufachsten  zu  rechnende.  Aaijgftbe  so 
Aherwandeo  werdon  kann,  dasB  ihre  Lösnng,  indem  sie  alles,  die 
Anwendung  anf  astronomische  Zwecke  Erschwerende  ansschliesst,  die 
gFÖBfltmögliche  Einfachheit  besitzt,  ohne  jedoch  durch  bedenkliche 
nnd  willkarliche  Beschränkungen  die  Anschmiegnng  des  abstrscten 
Problema  an  den,  in  concreto  gegebenen  Fall  gleichzeitig  zb  ge- 
filhtden. 

Unter  den,  in  der  Natnr  sich  darbietenden  and  zd  theoretischen 
Betrachtungen  anffordemden  Schattenflächen  ist,  so  viel  ich  weiss, 
wenn  man  vom  Rotationskegel  absieht,  ansser  der  des  Planeten  Ju- 
piter, keine  zweite,  welche  auch  BDcksicht  auf  die  Ge- 
stalt ilei  lenchtenden  Körpers  zn  nehmen  hat,  emstlicb 
in  den  Bereich  wissenschaftlicher  Untersuchung  gezogen  worden; 
eines  besonderen  Hinweises  aber  auf  die  hervorragende  Rolle,  welche 
sie  in  der  Geschichte  spielt,  bedarf  es  wol  nicht  Möge  die  in 
Rede  stehende  FUche  bald  wieder  dazu  bernfen  sein 
der  Wissenschaft  einen  bleibenden  Dienst  zn  leisten, 
d.  h.  möchten  sich  in  nicht  zu  ferner  Zeit  die  Astrono- 
men veranlasst  fahlen,  eine  Neu- Bestimmung  der 
Aberrations-Constante  aus  Verfinsterungen  der  Ju- 
piter-Satelliten dnrch  den  Schatten  des  Uanptplane- 
ten  Yorznnehmonl  Sechsundsechzig  Jahre  sind  seit  dem  Er- 
scheinen der  zneiten  Ausgabe  der  Delambre'scbeu  „Tables  ecliptU 
ques  des  sateliites  de  Jupiter  etc."  v^ossen,  ohne  dass 
dieser  directeste  Weg  znr  Bestimmung  des  TerhUtoiseei  zwischen 
der  Qeschwiudigkeit  der  Erdbewegung  und  der  des  Lichtes  inzwischen 
wieder  betreten  worden  wäre. 

lieber  den  Nutzen  einer  solchen  Neu-Bestimmnng,  sowie  aber 
die  Entwickelnng  unserer  ganzen  Aberrationstheorie  bis  anf  Gauss, 
Fresttel  und  Caachy  wflrde  ich  gerne  nodi  Einiges  gesagt  haben, 
wenn  ich  nieht  befQrchten  mtlnte,  durch  derartige  Digressionen  zn 
viel  des  Fremdartigen,  oder  wenigstens  schoinbar  des  directen  sach- 
lichen Zasammenbanges  mit  dem,  diesen  Zeilen  als  Titel  vorsoge- 
setzten  Thema  Entbeiirendee  herbeizuziehen. 


Definirt  man  den  Kern-  oder  Halbschatten,  den  eis  nndnrch- 
nchtiger,  von  einem  anderen  beleuchteter  Körper  wirft,  als  die  En- 
veloppe  der,  beiden  Körpern  gemeinschaftlichen  (gleichartig  oder  un- 
gleichartig berUbrendeu)  Tangentenebene,  welche  nur  einen  einzigen 
veriknderliclieu  Parameter  a  auth&lt,  oder  als  die  Grenzdftcbe  oiner 
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einfach  nneiiiUioheu  Scbaar  von  Ebenen,  so  ist  das  Resaltat  der  Eli- 

min&tion  von  a  ans  der  Gleichung  der  £bene,  u  ~  0  nnd  s-  —  0, 

oder  die  DiKriminant«  der  nrspranglichen  Qlcichnng  in  Bezog  aaf 
a,  eine  Gleichnng  in  x,  y,  ■,  nümlich  die  einer  abwickelbaren  Flficbe, 
welche  den  geometrischen  Ort  aller  DurchBctmittBlinien  zweier  auf 
einander  folgenden  Tangentenebenen  repr&sentirt ,  wenn  a  in  u=  0 
alle  möglichen  Werte  von  — oo  bis  -{-ix>  annimmt  Ton  d<'r  Eigen- 
schaft der  Ab  Wickel  barkeit  ttberzengt  man  sich  sehr  leicht;  denn  ans 
der  Gleichung 

einer  solch«!  allgemeinsten  Schaar  von  Ebenen  leitet  man  höchst 
einfach  die  folgenden  Gleichnngen  ab 

<.-;"(a)*+v'(«")*  +  l,    P -/(<•)  +  (/'{«)*+ V'(<»)y+1)^. 

nad,  wenn  q  -^  if>(p)  gesetzt  wird, 

•  -  ^'(P>,    t  =  ^'(p);    •»  -  ri  -  0. 

Die  letzte  sagt  ans,  dau  die  Fl&cbe  znm  Krammaogsmaasse  Null 
hat  nad  sich  ohne  Attsdebnang  durch  Bi^nng  einer  Ebene  darstellen 
l&BSt  ^). 

Die,  den  Oberflftchen  beider  KOrper  gemeinschaftlich  nmboschrie- 
bene  Abwickelnngsfläche  bestimmt  somit  anf  der  beleuchteten  Fl&che 
die  Carven,  welche  die  Gebiete  der  vollen  Belonchtuog,  des  Eem- 
nnd  Halbschattens  von  einander  trennen. 

Lage  statt  einer  Ebene  allgemein  eine  Gleichung  von  der  Form 
F(ii!,  y,  »,  a)  ~  0  vor,  80  würde  1  s-  =  0,  F—  0  >  die  Cnrve  aus- 
drücken, deren  geometrischer  Ort  die  Greuzflftche  ist  Diejenige 
Cnrve,  in  welcher  sich  zwei  anendlich  nahe  solcher  Curven  schnei- 
den, ist  die  Wcndangs-Curve   (oder  Cuspidal-Kante)  der  cichaar  von 

Fliehen  und  findet  ihren  Aosdrnck  durch  die  Gleicbni^n   <  F—  0, 


I)  Kd   Beitpiel   fQr   die  Orenifllchs  cinir  Scha&r  von  Ebenen 
nriabelem  Paranietcni  Uefett  di«  WellevAaeho  von  Freniel. 
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LäDga  der  Wendangscnrvo  berühren  sich  die  beiden  MSntel  der 
abwickelbaren  Fläche.  Die,  ans  den  zuletzt  angeschriebenen  Glei- 
chungen hervorgehenden  Werte  von  x,  y,  x  gehören  der  Reihe  von 
Pankten  an,   in  denen  jede  (nach  Monge  so  genannte)  charakteristi- 

sehe  Linie  IF— 0,   g-  =  01  von   der   benachbarten  charakteristi- 

liF  S*F       \ 

sehen  Linie  I  k- =  0,  äö~0)    geschnitten    and    im    Ällgenwinen 

zDglelcb  bertlhrt  wird. 

Fttr  den  Fall  einer  Ebene  sind 

.-/■(a)ir+y(a)y+a,  0  -  na)e+v'(a)y+l,  0 -/»«+9"(a), 

die  Gleichungen  der  charakteristischen  Linie,  und  ist  die  entere  die 
Schmiegnngsebene  der  Wondnugscarve ,  die  jetzt  dadurch  entsteht 
dasB  die  auf  einander  folgenden  Dorchschnitte  der  Ebenen  dne  Reihe 
von  geraden  Linien,  und  die  Durchschnitte  dieser  auf  einander  fol- 
genden Geraden  eine  Reihe  von  Punkten  bilden,  welche  im  Allge- 
meinen eine  doppolt  gekrümmt«  Carvo  bestimmen,  deren  Tangenten 
jene  Geraden  sind. 

Reprfteentiren 

y  —  gi(o)»-t-'C(«)  ' 

die  Oleichnngen  einer  erzeugenden  Geraden  der  Fläche,  so  werden 
die  Gleichnngen  der  Wendungscurve : 

*  =  -o/'(<,)+A«),    y--gp(a)/'{o)+/r(«)?'»'i«,   .--/■'(«). 

Die  LOsnng  der  nna  hier  beschäftigenden  Aufgabe  wird,  der 
Hauptsache  nach,  darauf  htuauskommen,  dass  mau,  wenn  x  =  air\-bt-^-t 
die  bewegliche  Ebene  ausdruckt,  />  und  c  als  Functionen  von  a  be- 
stimmt and  dann  ans 

fl!  =  (iy-|-6*-f  c 


0  =  1,+, 


da~rfo 


a  eliminirt,  wodurch  die  verlangte  Endgleichnng  in  x,  y,  •  erhalten 
wird. 

Betrachten  wir  zunächst  den  leuchtenden  Körper,  dessen  Ober- 
fläche durch  die  Gleichung  /(x,  y,  z)  •^  0  dargestellt  sein  mdge.  FOr 
die  Tangenten  in  irgend  einem  Punkte  (X,  Y,  Z)  der  Flache  be- 
steht dann  die  bekannte  Gleichung: 
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"  t'--^' \ »j- a^T  ar ■  3z"T" dz  r 

sntor  fi  =  0  Da^enige  versteDden,  was  ans/^O  wird,  wenn  man 
daria  dio  taufenden  Coordinatoo  durch  die  des  BerflliningapunktGB 
ersetzt.  Die  rechte  Seite  dieser  Gleichnug  verschwindet;  soll  somit 
ansere  bewegliche  Ebene  eine  TangentcnebeDe  des  lenclitendcn  Kör- 
pen werden,  so  muss  sie,  neben  der  Bedingung,  die  Coordioaten  des 
Berflhnuigapsiikt«t  zn  enthalten,  anch  der  anderen, 

genflgen.  Setzt  man  den  Wert  von  dX  ans  dX  «^  aäY-^bdZ  in  die 
zweite  Bedingung  ein,  so  folgt: 

welche  Gleichung  in  die  beiden  Gleichungen 

du  ba  bu  du 

zerf&llt  Die  Vereinigung  derselben  mit  (t  =  0,  X  =^  aY-\-bZ-\-e 
fährt  nach  der  Elimination  von  X,  Y^  Z  auf  eine  Endgleichnng  in 
a,  h,  c. 

Oeoaa  dieselbe  Betracbtungsweise  anf  den  belcncbtenden  Körper 
angewandt,  giebt  die  Glecbuogen 

worane  eine  zweite  Endgleichnng  in  o,  &,  c  folgt 

b  nnd  e  können  nun  als  Functionen   von  a  ausgedruckt  ond  in 
die  oben  angesetzten  Gleichungen  substitnirt  werden. 


In  seiner  „Analytischen  Geometrie  des  Raumes  (I.  S.  276.)", 
nad  zwar  in  dem  Capitel  ttber  die  Invarianten  nnd  Covarianten  der 
Systeme  zweiten  Grad^,  hat  bereits  Salmon  das  Problem:  die  zwei 
Oberflächen  zweiten  Grades  gemeinschaftlich  umbeschriebeue  abwickel- 
bare Flftche  zu  bestimmen,  kurz  behandelt  und  gefunden,  dass  die 
geaachte  Flftcbe  vom  8ten  Grade  in  den  Variabelen  nnd  vom  lOten 
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in  den  Coefficienten  der  Gleichnog  jeder  Fl&che  zweiten  Grades  ist-, 
die  gegebenen  Flächen  waren  dabei  auf  ihr  sogen.  gemeiDschaftlidieB 
Onadrupcl  harmonischer  Pole  bezogen  gedacht  Als  weitere  Ei^b- 
niese  waren  noch  hervorzuheben:  Die  BerUhrangscarren  der  abwickel- 
baren Fläche  mit  den  beiden  FlAclien  zweiten  Grades  sind  die  Dnrch- 
schnittscnrven  von  je  zwei  Flächen  zweiten  Grades;  nennt  man 
U^O,  I/'  =  0  die  beiden  gegebenen  Flächen,  so  ist  der  B^Ubnings- 
pnnkt  von  Ü  mit  einer  gemeinscbaftlichen  Tangentencbeae  von  U 
nnd  U'  der  in  Bezog  anf  (7—0  genommene  Pol  einer  Tangenten- 
ebene von  ü'  =  0.  Der  Schnitt  mit  einer  der  Hauptebenen,  d.  b. 
mit  einer  Ebene  des  Fnndamental-Tetraeders ,  endlich  liefert  einen 
zweifach  zählenden  EegelBchnitt  und  4  gerade  Linien. 

Auch  Professor  Heger  *)  beschäftigt  sich  mit  der  in  Rede  stehen- 
den Fläche  nnd  nennt  sie,  auf  Grnnd  der  von  ihm  angegebenea 
Eigenschaft,  dass  dnrcfa  einen  g^ebcnen  Pnukt  4  Tangentenebenen 
an  die  Fläche  hindurchgehen,  eine  Fläche  4ter  Classe,  Iter  Species, 
znr  Unterscheidung  von  anderen  Flächen  4t«r  Classe. 


3. 

Als  Anwendung  der  am  Schlüsse  von  (1)  angegebenen  Gleichungen 
erhält  man,  unter  Zugrundelegung  eines  orthogonalen  Coordinaten- 
Systems,  das  seinen  Ursprang  im  Sonnencentmm  hat,  far  die  Sonne 
(vom  Halbmesser  R)  die  Gleichungen: 

X  =  aY+bZ+c. 

Die  drei  ersten  nnd  dann  die  drei  letzten  geben 

j»(l^.a»+i>)  =  R*,      X(,l  +  a*+b»)  -  e 
also 

o»  =  ÄM-J-a»+i»). 

Den  Planeten  Jupiter  betrachten  wir  als  ein  abgeplattetes  Rota- 
tionBellipsoid ,  dessen  Mittelpuukt  auf  der  Axe  der  X,  in  der  Ent- 
fernung D  vom  Sounoncentrum,  liegen  müge,  und  setzen  voraus,  dass 
sein  Acquatcr  (vom  Halbmoascr  A)  mit  seiner  Bahnobone  zusaminen- 
falle.  Der  Irrtum,  den  wir  durch  diese  Annahme  begehen,  «Qrde 
filr  den  Fall,   daes  Jupiter  eine  kugelförmige  Gestalt  besftsse,  völlig 

!)  Handbuch  dsr  Mathematik,  unter  Mitwirkung  Ton  Prof.  Dr. 
Budt  und  Prof.  Dr.  Hegsr,  herausgegeben  von  Schlömilch  (in  der  £.  Tr«- 
wcndt'ichen  Encjdopftdie  der  NalurwiasenEchnftcn,  I  tc  Abteilung,  tier  Teil). 
Breilan  1881. 
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venchwindeo;  er  ist  von  der  Ordnung  des  Frodactes  ans  der  Ellip- 
tlcit&t  Jnpiter's  in  dio  Neigung  seiner  Aeqnatorebene  gegen  die  seiner 
Bahn,  welche  letztere  etwa  3"  26'  beträgt,  und  verändert  daher,  vom 
astronomischen  Standpnukte  ans  betrachtet,  die  Gestalt  der  Oberflächen 
von  Kern-  and  Halbschatten,  und  somit  die  Dauer  der  TerGnsternngen 
der  Jupiter- Satelliten '),  nar  in  so  geringem  lUaasBe,  dass  sein  Ein- 
flnss  völlig  vernachlässigt  werden  darf. 

Bezeichnet  R'  die  halbe  kleine  Axe   eines   solchen  EUipaoidee 
(^  seine  halbe  groBse),  so  ist  seine  Gleichung 


(X'-D)*+  F'»+.=r.(^"-Ä'»>  -  0. 


3)  Die  neaeiWn,  fllr  di«  Epoche  1879.'*  geltenden  BahnelemeaCe  der  « 
Japiier-Trabanten  bat  Dr.  W.  Schar  in  seiner  anigeieicbDetea,  grouen  Ab- 
h&ndlimg  Ober  die  „Beitlmmnng  der  Maiae  des  Flnneten  Jupiter 
sni  Heliometer-Beobecbtungen  derAbatlnde  aeiner  5  etelli  ten 
(Leopold,  Bd.  XLV,  Nr.  3;  Halle  ISBS.  gr.  I"}"  gegeben.  Der  Verfauer 
leitet  da»elb«t  ancb  f& r  die  beiden  ersten  Satelliten  Bxcentricl- 
tkten  ihrer  Bahnen  ab  and  findet,  daia  die  Exceniricit&t  der  Babo  des 
sweiteQ  nahe  gleich  der  Bahn  dca  dritten  ist,  «&hrend  die  Ezcentricit&t  der 
Bahn  de*  ersten  lehr  klein  aDafttlE.  Besael  Dimmt  noch  beide  Bahnen  krda- 
ISrmig  an.  Dieses  bemerken sirerte  Ergebniss  der  Schar'scbeo  MeHnngen  Ikut 
ein  eigent&ulichea  Streiflicht  auf  einen  Aussprach  von  Laplace  (in  der  Vor* 
rade  inm  IVlen  Bande  dar  M.  C.)  rnllon,  reep.  bestätigt  anfg  Neao,  das*  die 
Grenzen,  imierhalb  deren  er  sich  aarrecht  erhUten  l&aat,  eben  nar  mit  der 
VerTolIkomaiung  der  BeobachtangskanaC,  von  der  ja  die  Fortachritte  der  Astro- 
nomie so  wesentlich  Bbhl.ngen,  nach  and  nach  immer  enger  weiden  kOnaea; 
derselbe  laotet  folgeoderniuagen :  ,Ei  iat  merkwürdig,  wie  man  ao  »tu  der 
AnalTsii  dien  einMinen  Pbanomeno  herrorgehen  sieht,  welche  die  Beobachtung 
Dar  nndeotlich  erkannte,  da  jeae,  eine  Folg;  der  Vcceinigang  mehrerer  ein- 
facher  Ungleichheiten,  schon  tIoI  zq  complieirl  aind,  at«  dnss  die  Astronomen  ihre 
Oesetxe  bitten  entdecken  künaen,"  —  Besiehe  sich  dieaer  Satz  aach  nicht 
direct  aaf  Dasjenige,  wotdd  hier  die  Rede  iit,  ao  wohnt  ihm  doch  eine  solche 
Allgemeinheit  inne,  daas  es  mir  erlaubt  scbiea,  ihn  dabei  aaEnfQhren,  wenn 
ich  in  ErinneniDg  bringen  wollte,  wie  die  dnrch  Schar  erst  jetst  so«  Beobach- 
tangeo  nachgewiesene  Exieteni  der  fraglichen  Excentricitlten  schon  Laplace 
fttr  theoretiaeh  berechtigt  galt,  als  er  sich  hierOber  (ibidem)  dahin  lästerte, 
dsM  „aoch  fOr  diesen  Trabanten  (den  zweiten)  die  Beobachtoogen  keine  Ex- 
centricitit  seiner  Bahn  gezeigt  haben,  wol  aber  wieder  Dasselbe,  wie  beim 
ersten.  Statt  finde,  dass  gie  nlmlicb  aaf  die  Exceotricitlten  der  beiden  IctztOD 
Satelliten-Bahaen  etwas  Einflass  BnaObt". 
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In  letztere  die  Abplattung  p  =  — ^,--  eingeführt,    giebt   alt  Ans- 
druck  fdr  alle  Pankte  der  Oberfläche  Japiter'e 

(jr'-D)«+ F'»+(l  +  e)*(Z'*-J?'*>  -  0. 
Hierza  tritt,  nach  den  SchlnsBfonneln  in  (1),  Doch  hinzu 

y'+a(X'— ß)  — 0,       it'(l  +  p)»+i(Z'— Z))  =  0, 
X'—D  —  aY'-^bZ'-\-e—D, 
woraus  folgt; 


-  D  -  (l  +  ,)H')/l  +  .>+ij^, 


iBt  l  —       j^ — ,  ^*  —  ^„  _^.,— 1,  und  veniMhiaiBitit  Bttn 
dio  zweiten  Potenzen  von  p,  bo  findet  sidi  *): 

yr+5Mr4._(i_i)yr+7ä=jJ/i+.'  +  jj-^,, 
i+"-!±i'_a-,,yi+7-.  _  .  j  i+°'+fF^-j, 

a+o'+S'— 2(1  — J)yi+/'  =  21+«>1+4'1— »'jl, 
»■(l-l+2»l)+.>(l-«+2(l-i)  _  2(l-l)yi+7», 


1+ 


1— i   ■ 

-  R  yi  +  a'+jl, 
2,1', 


4)  Ich    i^bo   diese    üntwickclung    itbsichtlich  aiuftthrUcher ,    all   «   tod 
Ltptace  gtichehen  ist. 
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Die  aieichuDg  der  Ebene  wird  daher: 

and  geht,  nach  der  Differentiation  nach  a.  Ober  in 

1  — A  fi« 

Die  Elimination ')   von   a  ans  den  beiden  letzten   Gloichnngen 
wOrde  nnn  den  Ansdrack  für  die  Schattenfl&che  liefern,   allein  die 

tff 
Rechnung  wird  ein&cher,  wenn  man  annimmt  a  —  -y-^-i=T^  H-g-f  — 

Vs'  +»* 
da»  ente  Glied  recht«  giebt,  den  Planeten  IragelfOrmig  Toraaegesetzt, 
den  Wert  TOn  a.    Damit  erhält  man  znn&cbBt 


i)  3ie  Teriangt  eigentlich  die  AnflOannK  einer  Oleichnng  Tierten  Oradea, 
die  Lsplace  umgebt.  HItte  man  bii  dahin  gar  keine  Teroinfachnngen  ein- 
inlen  lauen  nnd  den  Uittelpnnkt  des  GUipeoidoi  irgendwo  in  der  Ebene  der 
XY  »Dgenommen ,  ao  wflrdc  man  tut  Beslimonng  von  o  ebanfalli  eine  Olei- 
chotig  Tierten  Grades  anfinlösen  haben,  in  der  noch  eine  iweiM  Tom  Steo 
Grade  in  a  hinintritt,  einerlei  ob  man  es  mit  einem  Umdrehnngi-  oder  drei- 
sxigen  Ellipsofäe  in  tan  hat,  nur  mit  dem  üotcrsehiede,  dast  im  ersten  Polle 
die  Coefficienten  von  a  einfacher  aind,  als  im  zveilcn.  Sobald  aber  der  Mittel- 
punkt dea  Etlipaoides  aoaserheib  der  Ebene  der  XY  liegt,  gestaltet  sich  der 
ganie  Proeesa  nm  ein  Bodentendcs  complicirter ;  ich  will  Jedoch  auf  dieae 
Mrengen  Qleichnngen  hier  nicht  weiter  eingehen.  Handelt  ea  sich  nm  die 
Scbattenfliche  eines  Botali onsellipsoidea  —  dabei  wieder  die  Voranseetzang, 
dsBi  seine  Aeqnaiorcbene  dnrch  den  Mittelpnnkt  der  lenohtenden  Kngcl  gebt 
—  H  hat  offenbar  die  Wahl  der  Luge  aeinea  Uittelpanktea  in  der  Ebene  der 
A 7  gar  keinen  Einfliiss  anf  deren  Gestalt;  es  erscheint  einem  Beobachter 
Ewiaehen  Eltipioid  nnd  Engel,  anf  der  Verbindungilinie  der  Mittelpankte  beider 
KArper,  atets  Tollitlndig  beleachlet ,  oder,  insofern  es  ein  Planet  iat,  ala  ateta 
Ton  denselben  Frojectionea  der  BeobacbtougacurTen  (denn  der  Halbechatten 
pirticipirt  ja  auch  hieran)  anf  den  HimmeUgrnnd  begrenit.  Andera  ist  ee 
beim  drdaxigeo  Ellipioid,  das  extreme  Belenchtnngi-  nnd  Schatten-Phasen 
leigt,  diq  damit  inaammenfallon,  daas  man  seinen  Mittelpunkt  in  den  Coordi- 
naten-Anfang  legt  nnd  den  der  Kugel  das  eine  Mnl  auf  der  Axe  der  X,  dai 
ander«  Mal  der  7  annimmt;  im  AllgemelDen  ericheint  es  einem,  wie  oben 
liioirten  Beobachter  nnrollsttndig  beleuchtet. 
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-(-Ä)|/ffi 


Vv-H-* 


und  fttr  die  Gleicbaog  dor  Ebene 
sowie  hieniDB; 


{.-Ä)'="-+-'^-¥^-»''-^'i 


Da   ZI  bedeutend   grösser  als   R  Ist,    bo   hat  man  aehr  nahe 
D 
/  —  —  Bf.  _  ij ,   nnd  zwar  mit  dem  oegatiTen  Vorzeichen ,  ireil 

D, 
«<[  j~ini  '^^'"'  '"'^  findet  fBr  einen  Schatten  von  Kreiskegel-Fonn 

(also  Jupiter  kngelfflrmig  angenommen)  x  —  r^jr,  »  -■  0,  i  —  0  ah 

Coordiuaten  aeinea  MittelpnnktoB,  bo  daBB  also  x ^ .  _|  hier   nicht 
mehr  in  Betracht  kommt 

Als  Gleichang  der  Figur  dos   Halbschattens   «Stalten 
wir  somit 

nnd  in   gani   ähnlicher  Weise  als   Gleichang  der  Figor   des 
Eernschattens 

da  l  Ifttr  don  Halbschatten  einen  negativen,   fftr  den  Kenwchatten 
einen  poBitiven  Wert  hat. 
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Betrachten  wir  jetzt  dea  Schniu  der  KerngcfaattonÖäeho ,  der 
dorch  eine,  anf  der  Äxe  der  X  Beokrectitc  Ebene,  in  der  EntferDiiDg 
r  vom  Mittelpankte  Japiter's  horTorgobracht  nird,  setzen  also 
s  =  D-\-r,  so  folgt  zan&chst 

und  dann  durch  TeniachlftBBignng -von  f. 

Diesen   Wert  von  V^+^  in  das  Ton  q  abhängige  Glied  der  vor- 
beigehenden Oleichong  eingesetzt,  giebt 


alBO  die  Oleichatm  einer  Ellipse,  deren  halbe  groBse  Axe 
nnd  deren  At^ttnng 


ist;  denn  man  braocht  die  Oleichong  einer  Ellipse   sich  nur  in  der 
Form 


9'  dabei  die  Abplattung  =  —s~ 

diegelbe  gebt  durch  VerDachläisignng  der  zweiten  Potenzen  von  9' 
über  in 

(l-\-e)R'  ist  die  halbe  groBse  Axe  der  erzeugenden  Ellipee  Jupiter*», 
oder  der  halbe  Durchmesser  seines  Aequators,  die  Grösse  ^  ist 
utlnt  fa.T  den  4ten  Satelliten  dieses  Planeten  nnbeträchtlich.  Bedient 
man  sich  der  d>en  «agegebenen  abgekürzten  Bezeichnungen,  so  wird, 
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icdor  mit  Rücksicht  &af  die  mehrfach  betonte  Vcrnachl&ssigang  der 
leiten  PoteozeD,  die  Gleichang  der  Schnitt-Ellipse 

1  drückt  daDD  die  'grüaste  Breite   eines  Eemschatten-Qaerscbnittes 

IS. 

Denkt  maD  sich  ia  a  und  p'  die  QrÖsse  i  mit  negativem  Vor- 
ichen  eingeführt,  so  stellt  die  voraafgehende  Gleichung  ebenso  den, 
if  der  Axe  des  Halbschattens  senkrechten,  durch  letzteren  gefQhrten 
:hnitt  dar.  Die  grOsate  Breite  des  Halbschattens  in  der  Entfernung 
vom  Mittelpunkte  Jupiter'e  vrird  daher  augcnscheinlicb  durch  die 
iiferenz  der  beiden  Werte  von   n  für  Kern-  nnd  Halbschatten  be- 

immt,  sie  ist  (l  +  g)li'jr,  oder  ~jr,    worin    R   den   Sonnenbalb- 

esser  bedeutet. 


Bei  dem  Entwürfe  der  perspectiviBcben  Ansicht  von  der,  im  Vor- 
ifgehenden  behandelten  Kernscbatten- Fläche,  welche  ich  diesem 
ufsatze  beigefügt  habe,  ist  der  Augenpunkt  so  angenommen,  daas 
T  Beschauer  von  Oben  herab  schräge  auf  die,  etwas  am  die  Ver- 
:ale  und  Horizontale  gegen  ihn  zu  gedachte  Figur  sieht;  die  Con- 
nrcn  und  einzelnen  Schnitte  werden  sieb  daher  dem  Auge  nicht  in 
ror  wahren,  soudem  in  einer,  dnrch  die  Perspective  etwas  ver- 
idorten  Gestalt  darbieten. 

Logt  man  die  Ebene  der  ¥Z  in  den  Fnnkt  t»=    .,   y  -=  0, 

^0),  den  ich  ein  ftkr  alle  Male  Mittelpunkt  nennen  werde,    bo 

cht  man  zunächst,  dass  das  Gebilde,  welches  durch  eiue  Fläche 
tcn  Grades  dargestellt  wird,  alle  3  Coordinaten-Ebenen  zu  Sym- 
ctrie-Ebeneu  hat. 

Der  Darchschnitt  mit  der  Ebene  der  JEI*  führt  auf  die  Gleichung 

(..f-,)(.f+,)-o, 

eilt  also,  was  am  Ende  auch  von  selbst  klar  gewesen  wäre,  zwei  sieb 
1  Mittelpunkte  schneidende  Gerade  («,  «')  dar.    Dabei  ist  a  =  j^r- 
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Die  Contonren  dor  FIAche  in  der  EbeDo  der  YZ  sind  zwei  Hy- 
perbeln (6,  h') 


(fJ^ 


l-i/ 


TOB  denen  nur  je  ein  Ast  vorbauden  ist.    Hierbei  wurde  gCBetzt 


Jeder  Schnitt  mit  einer  Ebene,  parallel  der  Ebene  der  XY,  z. 
der  fDr  »=b,  liefert  eine  Gleichung  von  der  Form 


welche  einer  Curve  6ten  Grades  (c,  c',  c„  c,')  angohOrt,  die  ans 
zwei  congmenten,  nacli  beiden  Seiten  hin  sich  in's  Unendliche  er- 
streckenden Zweigen  besteht.  Sie  liegt  gegen  beide  Axen  dea  be- 
treffenden rcchtwinlcligCQ  Coordinaten-Systems  vollkcmmcn  symme- 
trisch und  besitzt  geradlinige ,  in  der  Fignr  nicht  angedootetc 
Asymptoten 

(ii:'-yVa)(*'+yyaj-o, 


die  wieder  zu  der  Hyperbel 


Schneidet  man  schliesslich  die  Fläche  durch  uino,  durch  den 
Mittelpunkt  gebende  und  der  Ebene  der  YZ  parallele  Ebene ,  so  er- 
hält man  wieder  eine  Cnrve  6ten  Grades  [d,  d')  von  der  Form 

^-^      1-i 

Die  DiscuBsion  dieser  Curve,  fUr  welche  der  Mittelpunkt  ein 
sogen.  InSeiionspnnkt  wird,  h&ngt,  der  HauptBacho  nach,  von  der 
Auflösung  zweier  Gleichungen  dritten  Grades  (die  eine  iu  ^,  die 
andere  in  ^  ab.  Sie  setzt  sich  ans  zwei  congmenten  Teilen  zu- 
sammen, deren   einer  ganz  oberhalb  und  deren  anderer  ganz  nnter- 
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bftlb  dor  Ebene  der  X¥  Üegt,  hat  einige  Aebnlichlceit  mit  einer 
Lcmniskate  und  läset  sich  näbernngsffoiBe  durch  zwei,  in  einer 
Ebene  angenommene  EUipaeu  ersetzen,  deren  kleine  Axen  in  eine 
Gerade  fallen  nnd  im  Mittelpunkte  znsammentreflen.  3c  weiter  man 
sich  von  letzterem  Pnnkt«  entfernt,  desto  mehr  werden  die,  der  Ebene 
der  TZ  parallelen  Schnitte  Ovalen  ähneln,  rcsp.  Ellipsen,  die  vir 
oben,  nach  dem  Laplace'scben  Verfahren,  ala  allgemeine  Schnitt- 
figaren in  dem  zuletzt  bosprocbenen  Sinne  kennen  gelernt  haben. 

Leipzig,  im  UOrz  1863. 
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lieber  einige  Eigenschaften  einer  besonderen 
Kegelschnittschar. 


Von 

Dr.  Carl  Hossfeld. 


Unter  den  Dbenen  Gebilden  II.  OrdnaDg  von  einfach  nnendlicher 
Idaunigfaltigkeit  bat  das  EegelschDittbOschel  und  die  Eegelscbnitt- 
achar  mit  vier  gleic bärtigen  (reellen  oder  imaginären)  Grundelementen 
die  eiDgebendste  Betracbtang  er&hren  *). 

Nicht  weniger  interessante  EigenschafteD  wie  jene  Gebilde  zeigt 
die  sog.  gemischte  Kegelschnittscbar ,  deren  einzelne  Cniren  durch 
drei  feste  (zoid  Teil  imagiutLro)  Punkte  hindnrchgehn,  und  eine  feste 
Gerade  berOhren. 

Wir  betrachten  zanächat  den  Fall  der  Realit&t  sftmmtlichcr 
Grnndelemente. 

£s  seien  gegeben  drei  feste  Funkte  A,  li,  C,  die  nicht  in  einer 
geraden  Linie  liegen,  and  eine  feste  Gerade  d,  welche  keinen  dieser 
Punkte  enüiilt.  Die  durch  diese  vier  Elemente  bcstjmnito  Kegel- 
schnittBchar  könnte  am  einfachsten  dadurch  erzeugt  werden,  daas 
man  den  Berührnngspnnkt  auf  d  fortschreiten  liesBo;  wir  wenden 
DOS  jedoch  einer  andern  Erzengungsweise  zn,  welche  uns  anmittelbar 
auf  wichtige  Eigenschaften  der  Schar  fOhrt. 


tchnitt. 


*)  SchroeUr-St einer ,   Torl«inngon  Ober  gjrnthctiiche  Oeonictri« 
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Nimmt  man  in  eiuem  der  drei  gegebenen  Panttc  z.  B.  in  C  «ne 
Tangente  c  beliebig  an,  so  giebt  es  immer  zwei  (reelle  oder  imagin&re) 
Kcgelschuitte,  welche  die  fünf  Carrenelemente  A,  B,  C,  e  nnd  d  ent- 
faalteu  *) 

Um  ibre  Berahrnngspunkte  anf  d  za  erhalten,  mflssen  wir  anf 
der  gomoinschaftlichen  Sehne  AB  •»  «  da^enige  einzige  (reolle  oder 
imaginäre)  Pnnktpaar  W,  ff  bestimmen,  welches  sowol  die  Punkte 
A  und  ß,  als  anch  die  Schnittpunkte 

A(td)  -=  Z)    und    (m)  -=>  S 

barmonisch  trennt.  Die  reellen  oder  imaginären  VerbindangBlinien 
des  Ponktes  C  mit  VI  nnd  Wi  bestimmen  auf  d  die  BerOhningBpnnkte 
eines  reellen  oder  imaginären  E^elschnittpaares.  Drehen  wir  die 
Taugente  e  nm  den  Punkt  C,  so  schrotet  S  auf  t  fort,  nnd  wir  er- 
halten aftmmtiche  Kegel  sehn  ittpaare  der  Schar.  So  lange  die  Tan- 
gCDto  c  die  Sehne  «  anf  derselben  Strecke  AB  trifft,  welche  auch  d 
schneidet,  sind  die  Curvonpuaro  reell  j  sie  werden  imagiu&r,  sobald 
A  und  B  durch  l£  and  3)  getrennt  erscheinen.  Da  das  Pnnktpaar 
v.tt'  stets  harmonisch  durch  die  beiden  festen  Punkte  A  nnd  B  ge- 
trennt wird,  so  beschreibt  es  hei  der  Erzeugung  der  K^elschnitt- 
Bchar  —  und  in  Folge  dessen  auch  das  Paar  Berührungspunkte  aof 
rf  —  eine  hyperbolische  luTolution. 

llit  Hilfe  des  Gefundenen  können  wir  den  Ort  des  Poles  einer 
allen  Kegelschnitten  der  Schar  gemeinschafUichon  Sehne  in  Bezug  anf 
jene  bestimmen. 

Wir  ßthren  diese  Bestimmnng  fOr  die  Sehna  AB  ->  t  ans.  Fftr  jede 
bestimmte  Tangentenlago  c  erhalten  wir  im  Allgemeinen  zwei  Punkte 
als  Pole  von  «  iu  Bezug  auf  die  durch  e  bestimmten  zwei  conjugirten 
Kegelschnitte.  Diese  Pole  sind  die  Schnittpunkte  der  Polaren  y  des 
Punktes  (£  mit  den  beiden  Polaren  ä  nnd  S'  des  Pnnktes  3>.  Die 
Polare  y  ^^^^  >ch)  indem  ich  C  mit  einem  Funkte  &'  auf  j  v^- 
binde,  welcher  dnrch  A  nnd  B  harmonisch  von  d  getrennt  wird;  die 
Polaren  i  nnd  S'  sind  bzhw.  die  Verbindungslinien  der  BerUhrnngs- 
punkte  D  nnd  D'  anf  d  mit  einem  festen  Funkte  %'  anf  «,  wacher 
dnrch  A  und  B  harmonisch  von  2)  getrennt  wird.    Die  Schnit^nnkte 

iyi)  —  21,     und     (yö')  —  11, 

sind  also  die  Pole  der  Sehne  «. 


*>  Vergl.  ineine  Inane.-DiH.i    Constraction   i 
Teil  imog.  Cnrvcnelamenlen.    Jena,  Deiituog. 
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Nun  mdisen  aber  anch  die  Terbimlangslbien  des  Scbnittpoolcts 
W)  =•  i5  mit  V  and  A'  dio  Pole  n,  und  U,  entbalten;  da  aber  die 
vier  Strablen  d,  SÜ',  e,  S-H  ein  bannODieches  Büschel  bilden,  bo  sind 
dio  Tier  Pankte 

n,,  c,   iis   (ii,iV)  —  s' 

Tier  harmonische  Pnnkte. 

Drehen  wir  jetzt  e  stetig  nm  C,  erzeugen  also  die  Eegelacbnitt- 
Bcbar,  80  beschreiben  die  ätrahlen  ^'D  und  %>'D'  eine  Involution. 
Anf  jedem  Paar  conjngirter  Strahlen  SS'  derselben  liegen  die  Pole 
der  Sehne  *  in  Bezug  anf  das  dorcb  sie.  beatimmte  conjngirtc  KegeN 
schnittpaar,  und  man  findet  diese  Pole  i7,  und  H^,  in  dem  man  den- 
jenigen Strahl  von  C  aufsucht,  dessen  Schnittpunkte  n,  und  Z^  mit 
i  und  i'  durch  C  und  seinen  Schnittpnnkt  mit  d  harmonisch  ge- 
trennt Verden.  Daraus  folgt,  dass  die  Polpaare  U^  und  12^  auf  einer 
Corvo  n.  Ordnung  liegen,  welche  «  im  Pankte  S)'  borOhrt  und  in 
Bezug  auf  welche  C  und  d  Pol  und  Polare  aiud. 

FaaseH  wir  das  Ergebniss  unserer  Betrachtnng  noch  einmal  in 
dem  Satz  znaammen: 

„Lftsst  mau  eiue  Kegelschnittach&r,  deren  einzelne  Gurren  durch 
„drei  reelle  Punkte  hindurchgehn  und  eine  reelle  Gerade  berühren, 
„dadurch  entstehen,  dass  man  dio  Tangente  in  einem  der  drei  Paukte 
„stetig  nm  diesen  dreht ,  so  erhalt  man  unendlich  riel  Paare  ein- 
„ander  sugeordneter  reeller  oder  imaginärer,  in  dem  gewählten  Punkte 
„Dch  berohrender  Kegelschnitte,  deren  Beziehnngspnnktpaare  auf 
„der  festen  Geraden  eine  hyperbolische  luvolntion  bilden.  Die  Pole 
„einer  gemeinschaftlichen  Sehne  aller  Gurren  der  Schar  in  Bezug 
„auf  a&mmtliche  conjugirte  Kegelachnittpaare  bilden  eine  iuTolntori- 
„scbe  Pnoktreihe  zweiter  Ordnung,  deren  Träger  die  gemeinschaft- 
liche Sehne  berOhrt  und  in  Bezug  auf  welche  der  nicht  auf  der 
„gemeiDBchaftlicbeu  Sehne  gelegene  dritte  Punkt  der  Pol  —  der  ge- 
„gebenen  festen  Geraden  ist" 

Wir  dehnen  jetzt  nnsere  Unteriuchnngen  anf  eine  Kegelschnitt- 
schar ans,  fOr  welche  zwei  der  ursprOnglichen  Gmndpnnkte  imaginär 
sind.  Es  sei  C  der  reelle  Punkt,  d  die  reelle  Gerade  und  >  die  re- 
elle Verbindungslinie  der  zwei  imaginären  Punkte,  welche  durch  eine 
elliptische  Pnnktinvolution  anf  *  definirt  sind.  Durch  die  Annahme 
einer  beliebigen  Tangente  e  im  Punkte  C  sind  zwei  Kegelschnitte 
der  Schar  bestimmt,  welche  C,  ä  und  die  imaginären  Doppelpunkte 
auf  »  2a  Gmndelementea  bat. 
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Die  Beruh nuiKapiiDkte  D  und  D'  beider  Kegfilachnitte  Bind  da- 
durch zu  finden,  daee  raan  aof  «  dasjenige  einzige,  allzeit  reelle 
Paar  conjogirter  Punkte  V&'  der  gegebenen  Involntion  anfsncht, 
welches  sowol  die  Pankte 

(«i)  =  3)    und    («)  —  « 

als  anch  deren  resp.  conjugirte  Punkte  'S)'  und  (£'  harmonisch  trennt, 
dasselbe  mit  C  verbindet  und  die  Verbindungslinien  mit  d  zum  Dntch- 
schnitt  bringt 

Es  folgt  hieraus  ohno  Weiteres,  dass  die  BerQhniDgspnuktpaare 
D  und  D'  auf  d  eine  luTolntion  —  und  zwar  eine  elliptische  — 
beschreiben,  wenn  durch  Drehung  der  Tangente  e  um  den  Punkt  C 
die  ganze  Eegelschnittschar  erzeugt  wird. 

Sind  durch  eine  bestimmte  Tangeuteulage  e  zwei  Kegelschnitte 
der  Scbar  gegeben,  so  construirt  man  die  Pole  CT,  nnd  H,  der  Sehne 
» in  Bezug  auf  dieselben,  indem  man  die  Geraden  ^'D  und  Zi'D'  — 
das  sind  die  Polaren  des  Punktes  S)  —  zum  Durchschnitt  bringt  mit 
C&',  der  Polaren  des  Punktes  S.  Durch  diese  Durchschnittsponkte 
ZT,  and  Ilf  gehen  aber  offenbar  auch  die  Terbindungslinien  des 
Schnittpunkts  (ed)  —  S  mit  W  und  VI ;  da  nun  diese  nebst  o  und  d 
ein  harmonisches  BDschel  bilden,  so  sind  auch  die  Tier  Pnnkte 

n„  c,   n,  {Zij//,)  =  s* 

harmonische  Pnnkte.  In  ganz  gleicher  Weisn,  wie  oben,  schliessen 
wir  hieraus,  dass  11^  und  U^  die  Polpaoro  der  Sehne  «,  auf  einem 
Ecgelscbnitt  hingleiten,  wenn  durch  stetige  Drehung  der  Tangente  e 
die  Eegelschnittschar  erzengt  wird.    Wir  haben  also  das  Besultat: 

„Lässt  nuw  eine  Eegelschnittschar,  deren  einzelne  Gurren  direct 
„durch  einen  reellen  nnd  zwei  imaginäre  Punkte  hindnrchgefan,  nnd  eine 
„reelle  Gerade  berOhren,  dadurch  entstehen,  dass  man  die  Tangente 
„in  dem  reellen  Punkt  um  diesen  dreht,  so  erhält  man  unendlidi 
„viel  Paare  cioandor  zugeordneter,  allzeit  reeller,  in  dem  reellen 
„Punkte  sich  ber&hrcudor  Eegelschnitto,  deren  BerDhrungspnnktpaare 
„auf  der  reellen  Geraden  eine  elliptische  Involntion  bilden.  Die 
„Pole  der  VerbiDdungssehno  der  imaginären  Punkte  in  Besag  auf 
„sämmtliche  conjugirte  KegelBchniltpaare  bilden  eine  inTolntoriache 
„Pnnktrelhe  II.  Ordnung,  deren  Träger  die  Sehne  bertkhrt,  und  in 
„Bezug  auf  welche  der  reell  gegebene  Punkt  der  Pol  der  reellen 
„Geraden  ist." 

Dieser  Satz  klärt  uns  Ober  den  allgemeinen  Ursprung  der  fol- 
genden beiden  Sätze  auf; 
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1)  „T}ie  Uittelpttokte  «Her  äfaalicheo  and  Ähnlich  liegenden  Kegel- 
,^hiiitte,  welche  durch  einen  festen  Punkt  hiudurchgehn  nnd  eine 
„futte  Gerade  berflhreii,  liegen  auf  einer  Parabel,  in  Bezug  auf  welche 
„der  feste  Punkt  der  Pol  der  festen  Geraden  ist." 

2)  „Die  Mittelpunkte  ,aller  Kreise,  welche  durch  einen  festen 
„Paukt  hindurchgebn  nnd  eine  feste  Gerade  hciUhren,  liegen  anf 
„einer  Parabel,  für  welche  der  feste  Punkt  der  Brennpunkt,  die  fest« 
„Gerade  die  Directrix  ist." 

Wir  Bind  nun  im  Stande,  mit  Hilfe  der  zuletzt  betrachteten 
Kegeischuittschar  die  Aufgabe  zn  Ißsen:  einen  Eegelechnitt  zu  con- 
ilrairea,  welcher  zwei  imagin&re  und  einen  reellen  Punkt  enthält, 
ansserdem  zwei  -reelle  Gerade  berührt. 

Wir  finden  nSmlich  die  Pole  der  Sehne  »  in  Bezug  anf  die  ge- 
suchten Kegelschnitte  und  somit  diese  selbst  als  Schnittpunkte  zweier 
geometrischer  Oerter. 

Ist  ausser  deu  bereits  gegebenen  Tier  Elementen  eine  Tangente  « 
gegeben,  so  wissen  wir,  dasa  die  Pole  der  Sehne  *  in  Bezug  auf  alle 
Segelscbnitte ,  welche  C,  d  uud  die  imagin&ren  Doppolpankte  auf  i 
enthalten,  auf  einer  Curve  k  II.  Ordnung  liegen;  weiterhin  ist  der 
Ort  des  Poles  der  Sehne  ■  in  Bezug  anf  alle  Kegelschnitte,  welche 
d  nnd  e  herQhren  und  durch  die  imaginären  Pnnkte  hindnrchgehn, 
durch  zwei  Gerade  gebildet,  welche  dnrch  den  Schnittpunkt  (<{«)=  Z 
hiudurchgehn,  U  und  e  harmonisch  trennen,  zugleich  aber  auf  •  ein 
Paar  co^jugirter  Punkte  ^  nnd  ^üi  fixiren,  —  also  durch  ein  üu- 
denüg  bestimmte«  Strahlenpaar. 

Die  Schnittpunkte  desselben  mit  k  sind  die  Pole  der  Sehne  •  in 
Bezog  tuif  die  gesuchten  Kegelschnitte;  die  Anzahl  derselben  ist  also 
im  allgemeineu  Tier. 

Es  läsBt  sich  aber  leicht  zeigen,  dass  zwei  derselben  stets  imaginär 
sein  mflssen  *).  Wir  baheu  gesehen,  dass  die  Strahlen ,  welche  lom 
Schuit^uukte  S  der  Tangente  e  mit  d  nach  zwei  conjugirten,  durch 
e  bestimmten  Polen  i7,  und  11^  hingingen,  auf  «  ein  Paar  coqjngirter 
Punkte  der  Involution  fixirten,  ferner  sieht  man  leicht  ein,  dass  alle 
conjugirten  Punktpaare  der  Involntion  auf  *  von  C  ans  als  coqjugirta 
Punktpaare  deijenigen  luToIntion  auf  d  projicirt  werden,  welche 
dieser  Tangente  in  Bezug  auf  Ic  zugehört.  Hieraus  folgt,  dass  jedes 
Strahlenpaar  5/7,    und   811,   Tangentenpaar   an   die   Cnrve   k  ist; 


*)  Zu  denuelben  Reaoltat  bin  ich  dnrch  mne  gao»  Kudera  Dabarlegopg  in 
■edner  Lwng.-Diai.  gekominen. 

Tril  LZZ.  IT 
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ferner,  dass  jedes  Tangentenpaar  aas  irgend  einem  Punkte  der  Tan- 
gente d,  z.  B.  aus  S  Ui  h  gelegt,  auf  a  ein  Paar  conjngirter  Pnokte 
der  Involntion  X,  X'  bestimmt.  Das  Pnnktpaar  8®'  wird  aber 
jedenfalls  durch  .X^' getreust,  also  auch  das  Strahlenpaar  £8,  £6' 
durch  £X,  SX'\  es  Kann  mithin  nar  ein  Strahl  des  ersteren  die 
Corre  k  in  reellen  Punkten  treffen,  welche  die  Pole  der  Sehne  »  Id 
Bezug  auf  die  gesuchten  beiden  Kegelschnitte  sind.  Fällt  jedoch 
$,  S)'  mit  X  resp.  X'  zusammen,  so  haben  wir  vier  Losungen ,  von 
denen  je  zwei  zasammenf^len. 

Jena,  den  29.  Juni  1882. 
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xvm. 
Die  Cochleoi'de. 


C.  FalkenburQ, 

MMcbiDCobaa-Ingenicar  der  ActiCDgescllschait  AtUs  la  Amslcrditm, 


Terfosser  dieses  Aufsatzes  hat  neulich,  indem  er  beschAftigt  war, 
sich  die  Vorgänge  einer  von  ihm  erfondenen  Stenerangsconstniction 
fOr  Dampfmaschinen  dorch  eine  matbematiache  Vorstellung  deraelben 
klar  zu  machen,  eine  Ijnie  entdockt,  welche  besonders  merknardige 
Eigenschaften  zeigt,  und  sich  durch  eine  schneckenartige  Gestalt 
durakterisirt. 

Er  hat  sie  daher  die  Cochleolde  genannt,  tod  Cochlea  = 
Schneckenhaus. 

In  seiner  Steuerung  kommen  uAmlicb  zwei  Dampfschieber  vor, 
welche  Ton  Ezcenteni  bewegt  werden. 

Diese  Excenter  haben  i^>er  nicht  wie  gewöhnlich  dieselben  Winkel- 
geschwindigkeiten,  sondern  es  macht  das  eine  die  doppelte  Anzahl 
Touren  des  andern  in  derselben  Zeit. 

Um  sich  nun  die  gegenseitige  Bewegung  dieser  Excenter  gra- 
phJMh  zu  veranschaulichen  in  einem  Schieberdiagramm,  machte  er 
Gebrauch  von  dem  ans  der  niederen  Geometrie  bekannten  Satz,  dass 
ein  Winkel  an  der  Peripherie  eines  Kreises  halb  so  gross  ist  als  der 
entsprechende  Centriwinkel,  und  es  entstand  dadurch  das  Diagramm 
Fig.  1.  OKh  sei  die  Todlage  der  Kurbel ,  O  das  Scbwangradwellen- 
mittel,  OE  die  ExcestricitKt  des  langsam  gehenden  Excenters,  wel- 
ches sich  mit  der  Schwnngradwalle  dreht,  und  O^E  die  des  zweimal 
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ao  Bchnoll  gehenden  Excenters;  derart  dass  00,  —  OjB;  so  ist  für 
jede  beliebige  EurbelatellDtig  OK,  welche  den  Winkel  a  mit  der  nr- 
BprUnglichen  Todlage  OKh  macht,  der  Winkel  E^OiKi,  —  2a.  Es 
orachien  ihm  nnn,  durch  Annahme  vergchiedener  GrOsBCn  von  O^O, 
derart  dass  die  Excenterkreise  EE^O  immer  die  Linie  Oy  bcrflluten, 
eine  Reibe  von  Pankten,  welche  ihn  auf  die  Existenz  einer  Linie 
Bchliessen  liess,  welche  durch  folgende  Definitionen  bestimmt  wird: 
Fig.  2.  Die  Spitze  0  eines  gleichschenkligen  Dreiecks  OÄB  dnrcb- 
Iftoft  die  FAxe,  w&hrend  der  Pankt  A  seiner  Basis  fest  liegen  bleibt, 
und  der  andere  Schenkel  OB  stets  mit  ^  F  einen  Winkel  bildet,  der 
mit  der  Länge  AO  umgekehrt  proportional  ist  Der  Ponkt  B  be- 
schreibt die  Cochleolde,  wovon  die  Oleichnng  auf  Polarcoordi- 
saten  lantet: 

991  —  nr  sin  qo 

and  auf  rechtwinklige  Coordinaten 

(e»+y*)arctg-  —  «ry, 

wenn  man  mit  r  die  halbe  Entfernung  von  A  aus  bezeichnet,  wo  die 
Corre  nun  ersten  Male  durch  die  Y  Axe  geht. 


Es  sei  gegeben  (Fig.  2.)  OA  ^p  X  mal  den  Radius  des  Kreise«  r, 
wofür  der  Centriwinkel  BOA  =  180"  — n  wird,  so  ist,  weil  OAt=pr, 

der  Winkel  AOB  •=  -,   d&   sich  die  Winkel  mit  den  Schenkeln  nm- 

P 
gekehrt  proportional  verhalten.    Nennt  man  nun  AD  —  9  ond  WkL 
DAX  *-  91,  so  ist  CD  =  2pr  =  AC  und  hat  nun: 

Wkl.  ACD'=  iDAX 


dahor 


.     «        AE 
8in9-8inT;--T7,-  ; 


woraiu  folgt 

sinv-  ^x| 
oier 

ftp  —  nrtiaip 
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Hierin  fOr  Tranaformation  auf  rechtnlnkUge  Cooidinatea 

und 

<p  ■=  arctg- 
gesetzt,  wird 

sin o)  —    ,  ^^  ■  ■  =  -,-^*  ■■  ■■  , 

nnd  «ird  also  die  Gleichung  auf  rechtwinklige  Coordinaten   dorch 
Substitution  obiger  Wert«  in  die  Polargleichnng : 

(«;*+ S»)»rctg|  =  nry. 
Es  folgen  hieraos  mehrere  merkwürdige  Eigenschaften: 

Fflr  Ol  —  0  wird,  weil  g  =  itr nnd fOr  »  =  0  den 

Grenzwert  1  erhalt,  ^  —  nr;  das  heisst; 

Fflr  <p  —  0  rectificirt  der  Radinsvector  die  halbe  Peripherie  des 
Kreises,  welcher  mit  r  beschrieben  ist. 

Die  mittlere  Proportionale  zwischen  diesem  Radlnsvector  tr  nnd 
dem  Radius  r  des  angenommenen  Kreises  ist  also  die  Seite  des  Qua- 
drats, dessen  Inhalt  gleich  dem  Inhalte  dieses  Kreises.  Wenn  also 
(Fig.  2.)  OA  —  r,  80  ist 

PA  =  nr 
und 

AQ-r-^n. 

Jeder  andere  beliebige  Punkt  C,  D,  E  u.  s.  w.  ist  nun  leicht 
mittels  der  gefundenen  Gleichung  zu  construireo. 


E.  folgt 

fflr 

»-30« 

iBt 

t=ir-AC 

„ 

»-90»    -J 

,, 

f  =  ir  =  ÄB 

,, 

7  _  180°  -  IT 

,-0    =A 

„ 

»-270»_^ 

„ 

,-i     -AU 

_, 

»  =  360»  -  üi 

„ 

S  =  0    ~A 

„ 

,  =  «0.-^ 

„ 

,-l    =AN 

bjGoogIc 


fttr  V  =  &40*  ==  S«  ist  p  —  0  =  ^ 

„  ^  =  63(fi=~  „  g~^  =  AS 

„  V  —  72ff»  —  4re  „  p  =  0  =  -1 

„  V  —  810»  =  ^  „  e  =  J  —  JS    u.  8.  W- 

Die  Entfernangen  AB,  AM,  AN,  AR,  AS  n.  a.  w.,  in  deoea  die 
Cochleolde  darcb  die  y  Axe  geht,  bildon  also  eine  Reibe,  velche 
anagedrOckt  wird  durch  die  BrachEahten 

1    1 


1'  3'  5'  7'  9  '"■  »■  "  —  i'  i^'  1-1-2  X2'  1+3  X 2" 
_1 
1  +  4X2  "'  ^'  "■ 

Ans  der  Gleichung  der  Curve  findet  man : 


nud  Bnbstitnirt  man  hierin  für  <p  die  Werte  «,  a+n,  o+2w,  (*  +  3it, 
d+ln,  BO  bilden  die  hinter  einander  folgenden  Wert«  von  ^  eine 
Reihe,  welche  mit  abwechselnden  Zeichen  +  und  —  versehen  iat, 
deren  Glieder  aber  die  Reciproken  einer  arithmetischen  Reihe  ent- 
halten. 

Bedenkt  man  nan,  dass  die  negativen  Werte  derart  aoBfallen, 
dass  dieselben  mit  den  positiven  in  Wirklichkeit  immer  an  nnr  einer 
Seite  des  UrBpmngs  zu  liegen  kommen,  so  ist  es  klar,  daaa  joder 
Radinsvector  der  Cochleoide  von  der  Carve  selbst  der- 
art geschnitten  wird,  dass  die  Stücke  desselben  eine 
harmonische,  divergente  Reibe  bilden. 

Für  g)  ="  |ffl,  lin,  S^te  u.  s.  w.  fanden  wir  schon  die  Reihe  1, 
h  h  h  4  1.  s.  w. 

Die  Cnrve  bat  zwei  asj^iptotiscbe  Punkte,  nämlich  P  für  9—0, 
nod  A  ftlr  9)  =-  00. 

Gleichzeitig  aber  ist  A  auch  ein  Berührangspankt  anendlichster 
Ordnnng,  denn  es  passirt  die  Cnrve  denselben  eine  nnendlicbe  An- 
zahl Male,  während  sie  die  X  Aie  berührt 

Vermittels  der  Cochleoide  läSBt  sich  aach  der  nte  Teil  mnea 
beliebigen  Winkels  a  constmiren. 

Es  kommt  bei  dieser  Frage  erst  darauf  an,  den  Eckpunkt  des 
Winkels  a  derart  anf  ^ä^zu  stellen,  dass  von  beiden  Schenkeln  durch 
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die  Coct-leolde  gleiche  Stacke  &bgeBcbiiitt«n  werden ,  während  einer 
der  beiden  Schenkel  anf  ^Iff  liegen  bleibt;  sei  FKA  z.B.  der  Winkel 
a,  go  innsB  KA  —  KF  werden. 

Ist  also  (Fig.  2.)  -  —  o,  so  wird  9>  -=  7-  =  t  ;  d.  h. 

Ist  die  Cochleo'lde  gegeben,  so  mache  man  Wkl.  DAP^j 
(Fig.  3.)  nnd  beschreibe  darauf  ein  gteichschenkliges  Dreieck  ADI\ 
vodnrch  AJD  ^  ^  wird.  Nimmt  man  nun  AK  —  \AI  ond  zieht  KF, 

wo  ID  die  Cochleolde  schneidet,  so  ist  gleichzeitig  AK  ^^  KF  nnd 

Wkl.  AKF  —  a. 

Teriangt  man  nun  den  nten  Teil  des  Winkels  er,  so  nehme  man 
AH^nX  AK,   beschreibe  mit  UA  =  HC  einen  Kreisbogen   BO, 

and  ziehe  HC,   so  ist  Wkl.  AHC—  -■ 

Ans  der  Gleichnog  sowol  als  selbatTerständlich  aus  der  Fignr 
folgt  noch  eine  andere  Definition: 

Eine  unendliche  Anzahl  Kreise  bertthren  eine  Gerade  AX  in  dem- 
selben Punkt  A.  Man  nimmt  von  A  aus  auf  jedem  dieser  Kreise 
einen  Bogen  von  constanter  Länge  nr.  Der  geometrische  Ort  der 
in  dieser  Weise  erhaltenen  Punkte  ist  p<p  =■  nrain^. 

Beschreiben  wir  D&mlicli  aas  /  als  Mittelpunkt  einen  Kreis  mit 
lA  als  Radins;  dieser  Ereia  geht  durch  D.  Ds  nun  JA  dem  Winkel 
AID  umgekehrt  proportional  ist,  ist  auch  die  L&nge  des  Bogens  CD 
constant. 

Fig.  4.  3f  sei  ein  Punkt  der  Cochleolde.  Ziehen  wir  OM'  — 
und  parallel  mit  NM,  so  beschreibt  M'  eine  hfperbolische  Spirale; 
denn  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Radius  0.1/'  ist  der  Geschwin- 
digkeit des  Punktes  M'  auf  dieser  Geraden  umgekehrt  proportional. 
Aber  MM'  —  OM',  woher   eine  neue  Definition  der  Cochleolde: 

,^in  Punkt  M'  beschreibt  eine  hyperbolische  Spi- 
rale; zieht  man  MM'  =  dem  Radiusvector  OM'  nnd  pa- 
rallel mit  Or, so  ist  der  geometrische  Ort  des  Punktest 
die  Cochleolde." 

Ferner:  Verlängern  wir  ON  um  ÄS  —  OM  und  ziehen  SA/,  so 

iat,  ytsi\\SM=  OS—ON,  der  Winkel  OSM=  {ONMaad  OA£S  — ^. 

Datier  ist  SM  eine  der  Lagen  des  Schenkels  NM  des  Terftnderlichen 
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gleichgcheDkligen  Dreiecks,   nnd  macht  man  also  SP  —  80,  bo  ist  P 
eis  Punkt  der  Cochleolde.    Hieraus  leitet  man  ab: 

„Ist  OSP  das  ?er&nderUclie  gleichacheBklige  Drei- 
eck, dessen  Pnnkt  P  die  Cochleolde  beschreibt,  so  ge- 
hört aach  die  Projection  M  des  Punktes  O  auf  dem 
Schenkel  SP  zu  derselben  Cnrve." 


Die    UmhflUsngscnrTe. 

Fig.  4.  Der  Ter&nderliche  Schenkel  NM  oder  SP  bat  eine  Um- 
bflUnngBcnire  (enreloppe),  die  wir  Torlftnfig  mit  (K)  bezdchoeD 
wonen.  Da  nun  M  die  Projection  von  0  aaf  eine  Tangente  an  (S) 
ist,  kann  man  sagen: 

„Die  Cochleolde  ist  die  Pedale  oder  Fnsslinie  des 
Poles  O  mit  Beziehung  zu  (f )",  oder  auch  noch: 

,4)ie  UmhftllnngscnrTe  (enveloppe)  des  drehenden 
Schenkels  NM  ist  die  Antipedale  ron  O  bezaglich  der 
Cochleolde  selbst" 

Wir  suchen  jetzt  die  Oleichnng  von  (Jf).    (Fig.  3.), 

Setzen   wir    Vkl.  AID  =  a ,   den   Bogen    AD=  OP—  «r,   so 

haben  wir  .^/  X  "  —  «'"  oder  AI . 

Die  Gleichung  tou  JD  wird  sein 

y  =  xtsDIA-y-  OI=  —  iBCotg«-!-  ~  (1) 

Differentiiren  wir  (1)  bezOglich  a,  so  kommt: 

^-5=0    oder    «(l  +  cotgM-5-0  <2) 

Ans  (1)  folgt: 

cotg« ~, 

welchen  Wert  wir  in  (2)  snbstitniren ;  das  gibt: 


,(,  +  <I!L;Lf>0.')_5_o 


oder 

"V+y*>— 2«r«y-|-«*r»— «r«  —  0, 
woraus: 
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jwy  j:  ywra;(K'-f-y* — nrx) 

'-  ^+,> 

1        .»irTy'T«(.'+»'-«n.) 
a  nr  (»r  —  «) 

Die  Gleichong  (1)  fahrt  jetst  zur  Gleichung  von  (K): 

oder 

try  ±  ygne(!i'+y'— »n-»)       3!yq:y)wa;(e'+y'— är^ 

*™*         «M+y» la^^ 

=?+y »««'t« i(Si^^ 


Die  gesachte  Gleichung  ist  daher  in  ihrer  einfachsten  Form: 
oder 

.    «ry  q:yjrpj!(»»+y'  — «r«)        *y±yjwa!(«*+y*  — «r«) 

«"« ?+? 5S?=;3 

IHe  Gleichung  (2)  Alirt  znr  Bestimmung  des  Berahmngipnnktes 
der  Geraden  fiM  mit  der  Cmhüllnngscurre  (enveloppe).  ]|£an  hat 
(Fig.  5.) 

nr  Bin'« 

aber 

"  "  ÖW' 

daher 

Öig'Bin'w      ^^'ainV      MH* 
*  ~         nr         ""         nr         ^    OB 

Nun  ist  ilf/r  fleakr.  anf  Or,  KP  senkr.  aaf  OX  und  £>0  die 
Abscisse  des  Berühmngspnnktes  von  MN  mit  {K),  man  hat  also : 

0E*=  oex  OB 
"ortns  folgt: 
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BeBchroibe  man  auf  OB  als  DDrchmesser  einen  Kreis,  ziehe  die 
Ordinate  ME,  beschreibe  ans  O  als  Mittelpunkt  mit  OE  einen  Kreis* 
bogen  EF,  ziehe  FGI  senkr.  auf  OX,  so  ist  /  der  gesncbto  Pnnkt. 

Die  CoDEtmctlon  der  Tangente  an  die  CoohleoTde  and  des 

Berttbrnngspnnktes  des  drehenden  Schenkels  mit  dessen 

VmbailnngDcnTTe  (K). 

Es  fuhren  uns  sehr  einfache  kinematische  Betrachtungen  zur 
Constraction  der  Tangente  an  die  Cochleoide  und  des  oben  genannten 
Bertkhrimgspnnktes . 

Man  hat 

ONXa  =  7tr 

woraus 

rfOJV  ,   „„rf«       „ 


Geschwindigkeit  des  Punktes  M,  als  auf  NM  fest  liegend  betrachtet 
während  der  Rotation  von  NM  nm  JV,  die  Gleichung  wird  also  zu- 
rUckgefttbrt  auf  a  X  Geschw.  von  N  +  Oeschw.  von  M  auf 

™-°("-5s) 
oder 

Oeschw.  von  N       Gescbw,  von  M  auf  NM 


Flg.  6.  Stellt  man  die  erste  dieser  beiden  Geschwindigkeiten 
durch  OiV  vor,  so  wird  die  zweite  dnrch  MO  senkr,  auf  J^Jf  und 
—  nr  bezeichnet.  Unter  dieser  Voranssetzung  hat  der  Pankt  M 
gleichsam  eine  Geschwindigkeit,  welche  als  die  Resnltante  der  3 
nachfolgenden  Geschwindigkeiten  za  betrachten  ist: 

1.  Eine  Geschwindigkeit,  welche  dnrch  MW—  nnd  parallel  NO 
wird  vorgestellt,  als  herkttnftig  von  der  gleitenden  Bewegung  von  N 
auf  0¥, 

2.  Eine  Geschwindigkeit,  welche  durch  MQ  senkr.  anf  MN  nnd 
=  nr  — >  OB  wird  vorgestellt,  und  herrührt  von  der  Rotation  von 
NM, 

3.  Eine  Geschwindigkeit  vorgesteUt  durch  MN,  entstehend  aus 
der  gleitenden  Bewegung  von  Af  auf  //iV  derart,  dass  MN  =  NO. 
Die  Resultante  der  Geschwindigkeiten  MN  und  MW  wird  MO.  Die 
von  MO  nnd  MQ  ist  MU,  wenn  Oü  =  nnd  parallel  MQ.  Hieraus 
folgt  die  höchst  einfache  Regel: 
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Um  die  Tangente  ftn  einen  Pnnkt  üf  der  Gochleolde 
la  constrniren,  ziehe  mau  Oü  senkr.  auf  MN  nnd  ^  OB 
^  xr;  ziehe  ferner  Mü  so  wird  dieie  die  Tangente  sein. 

Es  aei  jetzt  der  BerOliniDgspnDkt  der  UmhttUnogscBrve  von  SM 
mit  dieser  letzten  zn  bestimmen. 

Hierzu  snchen  wir  das  Centram  der  momentanen  Drebnng  der 
vcrilnderlichen  Geraden  MN.  Da  der  Pnnkt  N  die  Gerade  OP 
durdilfiaft,  ist  die  Normale  zn  seiner  Trajectorie  NZ  senkr.  anf  OY. 

Bliebe  NM  constant,  so  vQrdo  die  Tangente  zur  Tn^ectorie  Toa 
M  die  Richtung  derjenigen  Geschwindigkeit  sein,  welche  aas  den  Ge- 
schwindigkeiten MW  nnd  MQ  resultirt     Drehen  wir  diese  beiden 

Geschwindigkeiten  um  ^  um  M,  so  wird  MW  die  Lage  MW'  senkr. 

anf  OX,  nnd  OQ  die  Lage  OQ'  einnehmen. 

Ziehen  wir  Q'L  =  nnd  senkr.  auf  MW'  nnd  ziehen  ML,  so  ist 
diese  die  Normale  znr  Cnrre  von  M  beschrieben  unter  der  Vorans- 
setznog,  dass  M  fest  Degen  bleibt  auf  WM  während  der  Rotation 
dieser  Geraden  WM. 

Der  Schnittpnnkt  Ton  NZ  ond  ML  wird  also  das  momentane 
Centmm  der  Drebnng  der  Geraden  NM  sein;  die  Projection  von  D 
atif  MN  daher  der  BerOhrnngspnnkt  von  MN  mit  der  Umhallangs- 
cnrre  dieser  veränderlichen  Geraden.    Daher  die  folgende  Regel: 

Man  nehme  auf  MN,  MQ'—  «r  =  OB,  ziehe  Q'L  par&U.  OX 
ond  -^  MW  •<>  ON,  ziehe  ML,  so  schneidet  diese  die  Linie  NZ 
paraU.  OB  in  einem  Punkte  D,  welcher,  projicirt  auf  MN  den  Punkt 
P  als  Berahrongspnnkt  der  aogenblicklichen  Scbenkelstellnng  MN  mit 
ihrer  TTmhtUlnngscnrve  (fj  gibt. 

Amsterdam  am  25.  März  1883. 
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Neue  Methode  zur  Berechnung  der  ExcentricitöX 
bei  aatronomiBchen  Instruineuten  und  Uhren. 


Franz  Carl  Lukas  in  Wien. 


Eb  Stolle  LL'  die  Alhidade  des  zu  nDtersnchenden  iDstrameutes 
vor;  ferner  sei  die  Teilung  des  AbleaangskreiBes  von  c  aas  vorge- 
nommen, nährend  die  Drehnug  der  Alhidade  im  Pnnkte  c^  erfolge. 

ffir  die  Coordinaten  des  Punktes  e,  mit 


und  beziehen  alle  Berechnungen  auf  ein  rechtwinkliges  Coordinaten- 
Bfstem  in  c,  bei  welchem  der  Bequemlichkeit  halber  die  x-Aie  mit 
dem  Nnllpankte  der  Teilnng  znsammenfkUt,  so  wäre  die  Lfisang  der 
Aufgabe  dann  gegeben,  wenn  die  Werte  S  und  o  und  eventnell  der 
Abstand  cci  geftinden  ist. 

Nnn  sind  wir  in  der  Lage,  die  Winkel  xcL  und  xeL'  der  Alhi- 
dade abtalesen  tind  seien  diese  Winkel  in  verschiedenen  Lagen  der 
Alhidade  LL'  -mit  o,,  o„  «„  ...  a„  am  oberen  Ende  L  and  mit 
«i'i  ff«'i  ",',  ...  »«'  am  unteren  Ende  L'  bezeichnet  Dadurch, 
dasB  diese  Winkel  bekannt,  ist  es  ermöglicht,  die  Coordinaten  der 
Punkte  m  und  m'  in  verscbiedenen  Lagen  der  Alhidade  in  Bezng 
auf  das  Centrum  in  e  anzugeben,  so  dass  sich  ans  der  Figur  folgende 
Oleichiingen  ergehen  würden. 
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bd  atlroitoMiieltta  Initnimtaten  vad  Vhren. 
Für  das  obere  Ende  L  der  Alhidade: 


PuDkt  »4 

;^-r.oo!«. 

j,  _  r.  .In», 

PuDkt  mj 

^-T.m«, 

j, -r.iin«. 

Punkt  m. 

^Th  — r.coso« 

y„  — r.8m«H 

PQr  das  untere  Endo  L' 

der  Alhidade: 

Punkt  m,' 

»i'— r.C08«i' 

y,'— f-.sin«i' 

Funkt  ^' 

«,'=r.C0B«g' 

y,'-r.n«»,' 

Punkt  Wh'  jcb'—  r.C08<rfl'  l 

y«'—  r.smffH'  '  ' 

Hierbei  ist  vonmagesetzt,  dass  die  Punkte  »ij,  m,,  m,,  m«,  ... 
m.  die  Stellen  bezeichnen,  wo  der  obere  Teil  der  Alhidade  des  In- 
stmmeutea  den  Kreis  (Teilkreis)  des  Instmnientes  trifft,  ebenso  wie 
diCB  in  den  Punkten  n^',  m^',  i»,',  m^',  . . .  •»»'  von  dem  nnteren 
Teile  der  Alhidade  geschehen  wttrde. 

Der  Kadins  des  TeükreiseB  in  c  ist  mit  r  angenommen,  so  dass 
c,n>j  -=  cjux  =■  (WI5  =  ...-=  oTOn  — '  r  8) 

CjW4'=>  em,'—  em,'—  .  .  .  -=  em^'—  r  9) 

ist.  Da  die  Lagen  der  Punkte  m,,  m,,  m,,  m^,  ...  m«,  wie  auch 
der  zugeordneten  Punkte  m^',  m^',  m^',  mj,  ...  mn'  in  Bezug  anf 
das  der  Berechnung  zu  Grunde  gelegte  Axensystem  bekannt  sind, 
Bo  ist  es  ein  Leichtes,  die  Albidaden  in  den  verschiedenen  Lagen 
darzustellen,  da  man  bloa  die  Gleichangen  der  Linien  tnim,',  mt'nt'i 
in,ni,',  m^m^',  . . .  niHinn'  ZQ  bestimmen  bat,  fOr  welche  man  ans  den 
Formen  2)  bis  10)  erhält: 

Linie  ii»,mi'  y  — Ji  ■ 

Linie  m^m,'  y — jj  - 
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Setzt  mftU: 


*i  "  Si  —  'h'i  —  1/t  — «h*! 
6,  —  y«  — OfOi  ■=  fft'— <V=l' 


D»  —  jft,  — o»ft.  — y.,  — o«tf^ 

)  kann  man  die  Gleicbnogen  in  10)  auch  so  schreiben : 

Linie  ■»!>»}'  y=:o,*-J-*i      \ 

Linie  m^mj'  y  =  a^-\-bf       I 


Linie  niH>»ii'  y=  a^-\-bn      I 

Von  der  Richtigkeit  kann  man  sich  dnrch  Tergleicbnng  der 
Werte  fiberzengen;  übrigens  braucht  man  bei  der  Form  12)  nnr  xu 
bedenken,  dass  die  Funkte  itI],  m,,  m,,  m^,  ...  m^,  wie  anch  die 
Pnnkte  n4,  m,,  m,,  m«,  ...  i».'  Fonkte  der  betreffenden  linieo 
fn^nt^  ,  trtgfnf  ,  m^vn^  j  fn^m^  i  ■  -  ■  ^v^i^hi    Sind. 

Um  die  Coordinaten  des  Punktes  e  zn  erbalten,  bitte  man 
Bämmtliche  in  IS)  znm  Dnrcbscbnitte  zu  bringen,  was  am  besten 
mit  Hilfe  der  Oaass'schen  Methode  der  kleinsten  Qnadrate  geschieht, 
wonach  man  erhält: 

Ans  diesen  zwei  Gleicbnngen  erhalten  wir  ftkr  die  "Werte  £  ond  v 
demnach : 

»=  =  £  =  -^^isi """,=1  """^^  15) 
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16) 


"i'^M  ="lK]"z[a,]  16) 


Nennt  man  den  Abstand  cc^  =:  9,  so  hat  man  zn  deassn  Beatün- 
mnng  die  Formel 

p  =  y^4v  17) 

wodurch   die  Lage  des  Punktes  c  in  Bezng  auf  den  Mittelpunkt  des 
Tcünngskreiaes  Tollkommen  bestimmt  erscfaeinL 


n. 

Diese  hier  dargestellt^u  Werte  £  und  t>  kOnnen  noch  in  anderer 
Weise  bestimmt  werden,  wenn  man  n&mlicb  bedenkt,  dass  die  Be- 
dingung, der  Punkt  e  gehjtre  der  Alhidade  LL'  in  den  verschiedenen 
Lagen  an,  durch  folgende  Oleichnngon  gegeben  sind: 

^n?l  „  ""^i'  _  Vi  — Vi   _ 

t— z,  ""  £— «i'       *!— a;/ 

p— yi  ^  "— y»'  ^  y»— gl'  ^ 


p— yn  ^  «"-yw  ^  Vn—y»  , 
£— le«       £  — «■!.'       (Tm— iT«'  ■ 


Durch  Wegscbaffnng  der  Nenner  dieser  Oleichnngen  erhält  man 
weiter  folgende  mit  18)  identSsche  OleichaDgen: 

(ii~«^>  — (ft— y,')£=  yi(«i— «i')  — «^(yi— yi') 

—  yi'(ifi— jBi')— «i'(yi— yi')  =  «ly/— yi^si' 

(e,— a:,>  — (y»— y»')t  —  yi(«j— i=»')— «»(y*— yt')  19) 

=  y»'(*»— ä=j')— »i'(ys— yi')  =  ^—vti^' 

{x%—xn')o  —  {y*—y*')i  =»»(«»— «f.')— «^(yH—y»') 
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Obwohl  in  Fonn  19)  die  von  t  ond  e  freien  Glieder  ToUkommen 
einander  gleich  sind,  wie  man  sich  darcb  AnöOEung  leicht  flbarzengen 
kanu,  so  soll  für  die  weitere  Berechnung  doch  nur  das  letzte  von 
t  und  V  freie  Glied  zor  weiteren  Entwicklung  benutzt  werden.  Die 
Bestimmung  der  Worte  i  und  v  geschieht  auch  hier  wieder  am  besten 
nach  der  lUethode  der  kleinsten  Quadrate,  wonach  man  wieder  er- 
hielte: 

Setzt  man  zur  Bequemlichkeit  bei  der  Berechnung: 
"1  [(«,—«■„')']  -» 

2[(y--ff»')']  =  P 

«=1 

80  lassen  sich  die  Formen  in  20)  kürzer  schreiben: 

mv  —  nt  =  q     \ 
nv-pt  =  .      i 

woraus  man  endlich  die  Werte 

„      Pg— "     1 


erb&lt 

Diese  Werte  unterscheiden  sich  von  jenen  in  15)  nur  durch  die 
Darstellung,  sind  aber  mit  denselben  identisch;  ebenso  wie  die  Glei- 
chungen in  19)  mit  jenen  in  13)  in  naher  Beziehung  stehen,  wie  sich 
Idcht  zeigen  IftssL 
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ni. 

Bei  den  in  I.  und  IL  entwickelten  Methoden  wurde  voraus- 
gesetzt, daB9  eowofal  eine  Ablesung  in  L,  wie  in  L'  möglich  sei. 
Bei  Uhren,  wo  selbst  für  den  Fall,  wo  der  Secundenzeiger,  dessen 
ExccDtricit&t  man  eben  bestiraraen  will,  in  L  nnd  L'  gleichzeitig  ein- 
gestellt and  abgelesen  werden  kann,  diese  Ablesung  in  Folge  der 
raschen  Bewegung  dca  betreffenden  Secundenzeigers  jedoch  nicht  L 
nnd  L\  sondern  nnr  in  einem  der  beiden  Punkte  möglich  erscheint, 
ist  es  am  besten,  den  SecandenscblEtg  hierza  za  benutzen,  d  h.  man 
nimmt  die  Lagen  der  Secnndenschlägc  0,  1,  2,  3,  ...  29  als  zuge- 
ordnete zu  jenen  von  30,  31,  32,  ...  59  au,  indem  man  eratere  als 
Ablesungen  in  L,  letztere  als  fiugirte  in  L'  betrachtet. 

Wirft  man  die  Frage  auf,  ob  es  hesser  sei,  bei  der  Berechnung 
der  Exccntricität  die  Methode  in  1.  oder  jene  in  II.  zn  wählen,  so 
nird  mau  sich  für  die  Methode  in  I.  schon  deshalb  entscheiden  müs- 
sen, weil  die  Berechnung  der  Werte  von  b  {siehe  Form  15))  schon 
einen  Anhaltspunkt  für  die  Genauigkeit  der  Ablesungen  der  Winkel 
'ii  "»!  "st  ■  ■  ■  «tt  nnd  ö,',  flj',  <(j',  ...  ffn'  giebt,  indem  die  Werte  6 
ein  Steigen  oder  Fallen  vom  Positiven  ins  Negative  ergeben  müssen, 
widrigenfalls  die  gemachten  Voraussetzungen  nicht  zntrefTen. 

Es  kann  nämlich  folgendes  der  Fall  sein : 

1)  Die  Alhidade  ist  statt  einer  geraden  Linie  eine  in  e^  oder 
einem  anderen  Punkte  gebogene.  (Bei  der  Uhr  wäre  die 
Voraussetzung  des  gleichmässigen  SecnndeuBchlages  irrig.) 

2)  Die  Excentricität  könnte  eine  mehrfach  veränderliche  sein, 
iusbesondere  dann,  wenn  mehrere  Ualscn  sich  im  Mitt«lpunkte 
bewegen. 

3)  Das  IngtmmoDt  enthält  unberücksichtigt  gebliebene  Teilangs- 
fehler. 

Im  Falle  3)  wäre  einfach  vor  der  Rechnung  eine  Correctar  der 
Werte  ffj,  a„  ffg,  ff^,  ...  a«  und  Oj,  e^',  Uj',  Oi,  ...  a„'  vorzuneh- 
men. Im  Falle  1)  und  2)  müsste  man  sich  mit  der  „gefundenen 
mittleren  Eicentricität"  begnügen,  wenn  man  es  nicht  vor- 
ziehen wollte,  eine  genauere  und  eingehendere  Untersnchnng  mit 
Rücksicht  auf  die  gegebenen  Verhältnisse  vorzunehmen,  worüber  ein 
andermal  abgehandelt  worden  soll. 

Diese  hier  gegebene  Methode  erlaubt  für  den  Fall,  wo  sich  am 
Instrumente  eine  zweite  Alhidade  L"L'"  befindet,  die  senkrecht  auf 
der  enteren  LL'  steht,  eine  neue  ControUo;  für  die  Bestimmung  bei 
Uhren  mUaste  wieder  der  Secnndenschlag  massgebend  sein. 
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Setzt  man  voraus  (siehe  Figur),  die  Aihidade  L"L''  ogebe  bei 
der  Ablesung  iu  den  Punkten  m",  n»"  die  Worte  o"  und  «*,  »  «■ 
giebt  sich  nach  Analogie  der  früheren  Punkte  m  und  m'  falgesdn 
System  ans  den  Ablesnngen  in  L": 


24) 


m," 

jEj"— r.OOBffj" 

y,"=r.8inff," 

mt" 

xt"=r.coaat" 

y,"-r.Bino," 

ntn" 

«„"— r.cosV 

yn'—r.siaiSn" 

nnd  obenso  ftlr  die  Ablesnngon  in  L": 

Paukt  nt,"  !,"■=  r.costf,*  i 

yj"-  r .  Bin  a*  | 

Punkt  uij*  «s* 


aim 
Für  die  Visurlinien  erhielte  man  nach  Form  10): 

»-»."- ^i^  <--."' 


Linie  m,"»»,* 
Linie  m»"»»»* 


ff  — Sj   ■ 


V— a^ 


's(x-V) 


oder  falls  man  wieder 
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und  daher 

6«  —  y»"—  aJxn'^  y»*—  a»'a%," 
seUt,  fflr  die  Gloichnngon  io  30}  folgende  Schreibweisen : 
Linie  m^'m^"  y  =-  a^'x-^b^'     \ 

Linie  m,"m,"'  y  =»  at'z-|-6f'     i 


33) 


Linie  mj'm^"  y  —  an'x+i»'     ' 

Bei  diesen  hier  gegebenen  Gleichungen,  wie  aach  bei  jenen  in 
2)  bis  13)  gegebenen,  wird  mau  nicht  die  Werte  o„  a^  . . .  o», 
^i\  ^s't  ■  ■  ■  ""')  "i")  "^i')  ■  ■  ■  """)  "i*!  "i*!  ■  ■  -  •'""i  sondern  die 
entsprechenden  verbesserten  Werte  q^,  (>^,  ...  fn,  Ci,  lh\  •  - '  f«'i 
Pi"i  P»"i  ■  ■  -  P"")  Pi*i  ^»"1  ■  ■  ■  fn"  benutzen,  wenn  man  eine  solche 
Correctnr  anzubringen  wünscht. 

Da  LL'  und  L"L''  aufeinander  senkrecht  stehen,  so  müssen  die 
Gleichungen  in  14)  und  38)  folgenden  Bedingungen  entsprechen : 
a,a,'=  — 1       \ 


a,a»  - 


34) 


Oder  mit  Rücksicht  auf  die  gegebenen  Werte  n&re: 

y, — y,'       siuff,  —  siuff,'  ,   a,4 

a,  =  - — ",  —  — ^ — >  —  —  cotg  ^ 

'       «1  — i^i        cos  öl  — cos  ßj  ^ 

„     ,    ät  —  W       Bingj  — eina/  ^„,„Vi 
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SO  dass  die  Oleichuogen  in  34)  folgende  Formen  anDebmen: 

'■•+».■ 


»■*+».■ 


«»•«  -^-f-" —  tg 


«■"+».' 


.0^'^^ 

-■-- 

1«       2 

«.«•■+' 

■'-- 

-•8^- 

worans 

weiter 

folgt,  dasi 

2 

±2 

■"        2 

2 

±f 

«,"+«,- 

«.+.. 

+  -- 

««"+»»" 

sein  mOflste,  wobei   fflr  die  Auordnaug  nach  unserer  Fignr  nnr  das 
obere  Zeicheo  (?Jns}  zu  w&blen  ist 

Da  diese  Bedingangen  io  39)  Jedoch   im  allgemeinen  aicbt  za- 
treffen  werden,  so  bestimmen  wir: 

«,  +  ",'  ... 
2        —  " 

2        ~ 

c..+ff»'    _ 
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»■"+«■■    ^, 

2 "■ 

2         ~    * 

—5 "■' 

und  ermitteln  weiter  die  Werte; 

1^        "1— Vi" 


l''.-^^+3 


womit  wir  die  conigirton  Werte  durch  folgendes  Syetem  von  Gld- 
chnugeii  erhalten: 

p,  —  ff,  —  -J 


*i  -  <f  1  -  2" 

ft  —  ff»  —  -^ 


^  '=  «»"+  -5- 
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fi  -»1  +-2- 

e'-  ».'+  Y     \  «) 


;.  1 


HeiBsen  dio  vorbcBBerten  Werte  von  a  oDd  o'  entsprechend  ß 
und  ß',  so  hat  man  weiter: 

^1       ffi  +  ffi'       '^1      \ 
ßi  -"i  — "2--        2        ~  2 

Pi  -  «.  -  y  -        2        ~  2        )  47) 


fl    „„   _^=  ""  +  ''■' 
nnd 


«.     »'j.£>      '■+"1:4.^ 
ft-'.+T 2+1 

« '     .  'j.  ^'      »■"+«1'  j.  £ 


49) 


C"  -  °-  +  2  -      2      +  _    , 

Von  der  Richtigkeit  dieser  hier  gegebeneo  Gleichnngen  in  43) 
bis  48)  kann  man  sich  leicht  obcrzengen,  wie  auch  von  der  Kichtig- 
kelt  der  nachfolgenden  Relationen,  die  sich  ans  47)  nnd  48)  e 

«■+•■'- ft  +  C'     ) 
',+','- ß.  +  ß,'     { 

..+«.'- fc+(i.'     ) 

Die  BereclinQng  der  ExcentricitjLt  hatte  man  mit  den  anf  diese 
Weise  verbesserten  Werten  nach  einer  der  beiden  Methoden  in  1. 
oder  II.  durchzuführen,  wobei  es  bei  Bestimmnngen  an  Uhren  gnt 
erscheint,  die  Verwandlungen  in  das  Gradmass  sogleich  vorznnehmen, 
da  sonst  durch  die  Correcturcn  allein  schon  grössere  Fehler  ent- 
stehen konnten,  indem  eine  Zchntel-Secnnde  im  Bogenmasse  den 
Wert  von  36  Minuten  besitzt. 
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Bezüglich  der  ContiDnität  dos  Wertes  b  gilt  dasselbe,  was  schon 
frflher  gesagt  mirde,  nur  kann  hifr  der  Fall  eintretOD,  dass  dio  Con- 
tinaiUt  durch  die  Coirectar  entweder  hervorgerufen  oder  seibat  anf- 
gehoben  wurde. 

IV. 

Um  die  Abh&ngigkeit  der  berechneten  Grössen  in  BezDg  anf  die 
Genauigkeit  der  beobachtRten  kennen  za  lernen,  ist  es  am  einfachsten 
die  Gleichungen  in  19)  za  differentiiren,  gleichgiltig  welchen  Weg 
man  für  dio  Berechnnag  der  Eiceutricitfit  gewählt  hat 

Man  erhält  demnach: 

('s— V)S"  — (y*  — ysOSf"*  (£— !=»')3yi— (£— i»»)9ys' 

-  C«'-J'8')3*,+  («~y,)SV  }  50) 

—  {v—yn')dxn-{~(v  — yB)9*B' 
Setzt  man  der  Eftrze  halber 

«■,  —  (t— *i')5j'i— (t~«»%»'— ("— y»')aEj+(o— yi)5iE,' 

Bo  wären  die  Glelchangen  in  50)  gegeben  dnrch 

(ii,-ir,')9«~(y,-j,i')ae=  JT,      \ 
(a:,  — jcg')9o  —  (y, — yi')9£  =  Si       ' 


(Xn-'>^')&«—(ynSn')dt-Sn      ' 

wobei  dio  Werte  E,y  £j, . . .  Kn  nach  aasgeftthrtor  Rednction  folgende 

Gestalt  annehmen: 

jr,  =  r[|co8»,(£-a:i')+8mfl,(«-y/))3<r, 

-{c08a/(£-jr,)  +  BinB,'Cp-y,)!Öff,'] 

iT,  =  r[|cosffg(?~!i!j')+sinö,(i>~ys')}.9''» 

—  {cos  ■»/(£  -  ir,) + sin  o,'(» — y,)|  3«,']      }  53) 

ir,  =  r[|co8O»(e-a:„')  +  Bin<I„(»-y„')}0ff„ 

—  {cosöh'(£— a:„)  +  Bina„'{v— y«)}aff„'] 
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Um  aoB  den  GletchnngeD  in  50)  reBp.  in  52}  die  Werte  dv  und 
d£  za  bestimmen,  crscheiDt  es  am  beatcn,  wieder  die  Hetbode  der 
kleJDsten  Quadrate  iu  Anwendniig  za  bringen,  wodurch  man  folgende 
BestimmnngBgleichnngeu  erhielte: 

3e"f '  [(:,,  -  ,„')■]  -  0£"|W  -  yn)  (rn  -  X»')]  -"f  [Ä«(^-  ~  »=-'}] 

Nimmt  man 

"l'[{j-„-i„')'Q  -Af 

2jÄ,{y,-y.')]  -  S 

an,  EO  kann  man  die  Gleichungen  in  54)  anch  schreiben: 

Jtf9o  —  iV3£  —  Q       1 

Sdv  —  PSi  —  S       t 
woraoB  man  endlich  erhält: 

-        FQ-m         \ 


9r 


■  MF—N* 

NQ~~MS   . 
'  MP~  N* 


Zq  erwähnen  wäre  noch,  dasa  es  am  besten  ist,  gämmtliche 
Werte  in  Teilen  von  r  auszudrücken,  d.  h.  r  =^  1  zu  setzen;  man 
hat  in  diesem  Falle  in  aänuntlichcn  hier  angefahrten  Formen  ein&ch 
den  Wert  r  wegzulassen. 
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XX. 

Zur  perapectiviachen  Projection. 

Von 

Emil  Harn. 


Die  Stralen,  welche  von  einem  beliebigen  Funkte  des  Ranmes 
ZD  den  Pnnkten  irgend  eines  Teiles  der  Erdoberfläche  geEOgen  wer- 
den, schneiden  eine  beliebige  Ebene  in  Pnnkten,  deren  Geaammtbeit 
die  perspecti Tische  Projection  jenea  Oberfläcbenteiles  genannt  wird. 

Ist  diese  Ebene  parallel  xom  Horizont  des  angenommenen  Punktes 
A,  so  erh&lt  man  ein  kreisfanniges  Bild,  welches  dem  Panorama 
eines  AnssJchtspanktes  A  entspricht.  E  sei  der  Mittelpunkt  der 
Erdkugel,  AE  treffe  ihre  Oberä&che  in  O. 

Wir  ziehen  einen  Kreis  vom  Mittelpunkte  E  und  dem  Badias 
EO  -^  r  und  an  denselben  von  A  eine  Tangente ,  welche  die  Peri- 
pherie in  B  trifft.    Die  Tangente  in  O  treffe  AB  in  ff. 

Damach  ist  ^  ein  Punkt,  von  welchem  an  den  gedachten  Kreis 
die  zwei  Tangenten  HO,  HB  gezogen  sind.  Nach  einer  bekannten 
Eigenschaft  des  Kreises  ist  dann 


Die  Dreiecke  SEO,  HEB  sind  congruent    HE  treffe  den  Kreis 
(die  ErdoberfiOche)  in  C.    Dann  ist : 

Bogen  OC  =  Bogen  CB 

C  liegt  in  der  Mitte  von  O  und  B.    AC  schneide  HO  in  D. 
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Denken  wir  uns  nnn  zwischen  O  and  A  eine  horizont&Ie  Karten- 
ebene;  dieBö  werde  von  OA  in  0',  von  OB  in  B',  von  OC  in  C 
getroffen.  Zwischen  O'  und  C  erscheint  also  das  Bild  der  Stellen 
von  0  bis  C,  während  die  andere  Hälfte  BC  zwischen  B'  nnd  C 
abgebildet  ist. 

Eine  Zeichnung,  in  welcher  AO  gegen  OE  sehr  klein  angenom- 
men wird,  zeigt,  dass  die  Strecken  OD,  DH,  also  auch  O'C,  C'B' 
ungleich  Bind.  Der  Rand  des  Panorauia's  vod  der  Breite  BC  wird 
anf  der  Karte  weniger  breit  als  der  mittlere  Teil  OC  erscheinen. 

Der  Zweck  dieser  Zeilen  iat  nun,  das  Verhältniss 

O'C  _  OD 
C  B'  ~  DJB 

anzugeben,  wobei  neben  einigen  goniometrischen  Formeln  die  Fnnda- 
mentalsätze  der  ebenen  Trigonometrie  in  Anwendung  kommen. 


Die   bestimmenden    Grösaen    znr    Ausmittelnng   des   gesuchten 
Wortes  sind: 

der  ErdradiuB  EO"-  EB  =  EC—r 


Der  Radius  EB  steht  im  Berührungspunkte  B  auf  der  Tangente 
AB  senkrecbt  Das  Dreieck  ABE  ist  also  bei  B  rechtwinklig.  So- 
mit ist  nach  dem  Pythagoräischen  Lehrsatze: 

AE'=zÄff+ß£? 
Nun  ist: 

AE  —  r-\-h 
BB  —  r 

also  :  

(T+k)»-AB*-i-r* 
Zß*={r  +  A)*  — r* 
AB*  —  r»+2rA+ft»— r» 
AB  =  y2rA  +  A«  —  VA ,  V^r+h 

Ferner  ist  das  Dreieck  .^Oi/^ebenblls  rechtwinklig;  die  Katheten 
Bind  AO,  HO;  die  Hypotenuse  ist  HA. 

Wir  haben  also: 

ÄH*  =  AÖ*+HÖ* 
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Bodienen  wir  nna  der  AbkOrzaug: 

HO=a 

sod  bedenken  wir,  dass  die  Strecken  HO,  HB  einandor  gleich  sind; 
Bo  bekommen  wir: 

HA*  =  h*-\-a* 

(ÄB-a)*-h*-\-a* 
'lB*—2AB.a-\-a*  —  Ä*+a» 
AB*  —  iAB.a=  A» 
Setzen  wir  den  gefnodenen  Wert  von  AB*  ein,  so  erhalten  wir 
2rh+k*—2ÄS.a  —  A*, 
irh—2lB. a  —  0. 


Zur  Bestimmang  des  Wertes  HC  betrachten  wir  das  bei  3  recht- 
mnklige  Drdeck  HBE.    In  demselben  ist: 

kh'  —  HB*+BE' 

Schreiben  wir  der  Kürze  halber 

HC  —  e, 
80  folgt: 

■WO  die  Qaadratworzei  positiv  zn  nehmen  ist. 

m. 

Wir  setzen: 

Winkel  OAff=a 
Winkel  OHC  —  ß 
]>aan  ist: 

Winke!  JffO  —  90»  — « 

Die  trigonometri Beben  Fanctionen  von  a   ergeben  sich  aas  der 
BetrachtOQg  des  rechtwinkligen  Dreiecks  ABE,  es  ist: 
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Die   gemeinsame    Seite   EH   der   congraenten   Dreiecke   HEO, 
HEB  halbirt  den  Winkel  BHO.    Wir  liaben  daher : 

2/J+90"  — o  =  180<* 

2ß  =  90«+« 

Ferocr  brauchen  wir  im  Folgenden  den  Winkel  AEC 
Es  ist: 

Winkel  AEC  =  i  Winkel  ABB 
=  i(90»-B) 

=  töO~l- 

IV. 
Um  nun  das  Verbältniss 

OD:  DH 
zn  finden,  betrachten  wir  die  Strecken: 

AD,     CD,    AC. 

Aus  dorn  Dreiecke  AOD  ergibt  sich,  wenn  wir  den  spitzen  Winkel 
bei  D  mit  J  bezeichnen: 

-iO Ä_ 

~  sin  ä  ~  sin  J 

Nach  dem  Sinnssatze  erhalten  wir  in  dem  Dreiecke  CDH: 


CD      sin^ 
CH  "  sin  i 


"+ti 


i  +  .Bin  {&+fj 
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Dor  Carnot'Bche  Satz  gibt  für  daa  Dreieck  AEC\ 
M^  =  'ÄE? -^-C^ —2ÄE  .  CEcoaAEC 
AC  —  yirh  +  Ä»  +  2r» -  2r(r  +  h)  COS  Üb" -  ^ 

Tergleichou  wir  die  beiden  für  AC  gefundenen  Worte,  so  1 
kommen  vir: 


Ä+eBn(450+?) 


^2rA  +  Ä*+2r»-2r{r4-A)c08(45''-^) 

OD  =  Acotd 
DÖ=o— Acota 

Acotd  A 


a  — Acoti       otangJ  — Ä 

Die  Grossen  a,  c  sind  dorch  r  and  A  ansgedrOckt;  damit  ist 
sin  6  und  tangS  bekannt.  Sonach  ist  die  Formel  fttr  den  Wert  des 
gesucliten  Verhältnisses  g^eben. 


FOr  die  gewöhnlichen  VerhältniBse,  wo  A  gegen  r  sehr  klein  ist, 
fordert  die  in  IV.  gegebene  Formel  zu  viel  Rechnang;  man  kann 
aber  in  diesem  Falle  sich  eines  Nähemngswertes  bedienen ,  den  wir 
Bof  folgende  Weise  finden. 

Wir  haben  gefunden: 


"■/arA  +  A* 


Dividirea  wir  Zahler  nnd  Nenner  dies  Ansdrocks  für  a  dnrch  r 
erhalten  wir: 


■iyss+5i")/f+5 

D„.„ab,GoOgIc 
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Fflr  den  angeDommenen  Fall  ist  -  ein  sehr  kleiner  echter  Brndi, 
also  kann  -j  vernachlaisigt  werden.    Dann  wird 


.-i 1/5 


Die  Substitution  dieses  Wertes  für  a*  iu  den  Ansdrack  flir  t 


Wenn  s  ein  sehr  kleiner  echter  Bruch  ist,  so  kann  in  der  iden- 
tischen Gleichung: 

('+0*='+.+? 

der  Brach  v  Ternachlässigt  werden.    Dann  erhalten  vir: 

Nnn  ist  ö"  ein  eehr  kleiner  echter  Brncli,  alao  ist: 

^  =  ^[^  +  l)-r  =  \ 

Fflr  eine  geringe  HOhe  h  kann  man  die  Verticalen  der  Orte  O 
nnd  B  nahezu  paralld  annehmen;  dann  folgt  aus  der  AehnKchkät 
der  Dreiecke  ADO,  CDU: 

OD:DH=  OA-.CH^h-.e 
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Wir  erhalteD  sonach  in  erster  Annäherung: 
OD:DH=4:l. 


Mittelst  der  Formel 
tang 


(«•+!) -J4±i 


kann  der  in  IV.  gegebene  Ausdnick  für  tmi  von  trigonometriBcfaen 
FnnctioiieD  frei  gemacht  werden.    Wir  erhalten  dann: 


.(«.+!) -K^ 


2(r  +  ») 


<-'-'hvm, 


2r+A 


¥ 


Werden  diese  Werte  in  die  Formel 


A+c8in(45'>  +  ^) 


■/2rA  +  A*  +  2r'-M'-+ft)co8l45»— gl 
eingesetzt,  so  findet  man  nach  allerdings  längerer  Rechnung: 

(r+A)V2(rfÄ)-ry2rpi 

tauga ^ 

SabstJtuirt  man  diesen  Wert  in  die  Gleichung: 

OD-.DH ; — K — r 

atango  — A 

so  erhält  man  schliesslich  i 

r-J-A 
Pleaer  Ausdruck  vird  ftlr 
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am  grfiSEteD,  nämlich :  4 : 1  and  für 


in  nelchem  Fall' das  Projectionacentrnm  A  in  dio  UnoDdlichkcit  rückt, 
am  kleioston  nnd  zirar: 

(l  +  y2):l  —  2-41:1. 

Ferner  erhalten  wir  für  Sie  Fälle: 

*=1       ±.  -^ 

r         '      100  1000 
dio  Werte 

3-23:1,     3-98:1,  3-99:1. 

Der  letztere  Wert,  der  also  dem  TerhältniaBe  4:1  aohr  nahe 
kömmt,  entspricht  einem  Anasicbtspnnkt  von  der  Hfthe  von  6367 
Meiern. 
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Erümmungslinien  in  den  Nabelpunkten 
von  Flächen. 


R.  Hoppe. 


£in  Nabelpankt  sei  Ao&og  der  xyi,  die  Beruh mogsebene  Ebene 
der  xg,  die  Normale  Axe  der  «.  Betracbtet  man  eio  ancndlich  kloiaes 
FlftcfaenatOck ,  welches  den  Nabelpankt  umgibt,  so  Iftsst  eich  die 
Gleichnng  der  Fläche  im  allgemeinen  schreiben: 

— 5-+"+«.  «) 

wo  f  deo  ErttmmQDgsradias  des  NormalscbnitU  im  Nabelpankt, 

»  =  |'"  +  ä"»+^^'  +  |»'  (2) 

eine  beliebige  homogene  ganze  Fanction  3.  Grades  von  x,  y,  und  R^ 
einen  in  ntGr  Ordnung  mit  x,  y  verschwindenden,  nicht  in  Rechnung 
kommenden  Rest  bezeichnet.  Sind  femer  p,  g,  r  die  Richtnngs- 
cosinns  der  Normale  in  {xy») ,  und  drOcken  wir  die  partiellen  Diffe- 
rentialqnotienten  von  w  nach  x  nnd  y  bzhw.  durch  die  Indices  1  und 
2  aas,  Bo  ist 
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^      dz 


:--:-• H+J!. 


-«■  +  K. 


s 

Sj 

1 

>0   QMS 

P  =  -^-«,  +  Ä,;       g  =  -|-«,  +  7ii  (3) 

Die  parüellen  DifferoQtialqnoticDteu  von  p  nnd  q  lasBen  sich  in  der 
Form  dantollcn: 

0y  9a:  '  9y  * 

Die  durch  diese  Fenn  definirtcn  Coefficientcn   haben  (bei  Vernach- 
lasaigang  von  R^)  also  folgende  Werte: 

p         111  1 

•'=  —  "i»i         ''i  —  — p— »It 
Sie  sind  anch  die  Coefficienten  der  Oleichaag 
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Jit»  +  (if— /i)A  — Ä",  =  0 
welche  das  VariatioasTerhältniBB 

k  '^  Sy  :  Ba 

fbr  die  HanptkrQmmnDgsrichtnngen  beatimmt.    Sioso  Oloicliang  lantet 
nach  EinsetzüDg  der  obigen  Wcrto: 

«»**+(%i-"tt)*~«i.  -  0  (4) 

Oeht  HDD  eine  der  Erflnunangslinieii  vom  Punkte  (xipi)  durch  den 
Nabelpnnkt,  ao  ist 


Setzt  man  fOr  u  seinen  Wert  (2),  so  wird  hiernach 

Dies  eingeführt  in  Gl.  (i)  gibt: 

yA»+(2|3-3)fc*+(«-2y)t-jJ  =  0  (6) 

Jede  reelle  Wurzel  dieser  Gleichung  bestimmt  im  allgemeinen  dio 
Bichtang  einer  vom  Nabelpunkt  anagehenden  Erümmungslinie.  Von 
einer  Ansnahme  wird  später  die  Rede  sein. 


Die  Gl.  (4)  ohne  dio  Relation  (5)  hat  bekanntlich  stets  2  rooUo 
Wurzeln  i,  und  ig,  entsprechend  den  2,  verschiedenen  Scharen  au- 
geb&rendcu  Erämmungslinien.    Ein  Vorzoichen Wechsel  von 

bedeutet  also  einen  Uebergang  von  der  einen  Scbar  zur  andern. 

Von  dieser  Quadratwurzel  ist  Gl.  (6)  unabhängig.  Betrachtet 
mfu  nun  zwei  zum  Nabolpuokt  entgegengesetzt  liegende  Punkte  (x,  y) 
QUd  (—X,  — y),  so  entsprechen  diesen  entgegengesetzte  Werte  von 
Wjti  dagegen  gleicher  Wert  der  Quadratwurzel,  folglich  entgegen- 
gesetzte Werte  von  ki — te^.  Daraus  erhellt  1)  dass  jede  Krilm- 
naongslinie,  die  den  Nabelpunkt  erreicht,  ihn  in  nn- 
vorUnderter  Richtung  überschreitot,  2)  dass  sie  im 
selben  Angcnblicko  von  einer  Schar  zur  andern,  d.  i. 
TOin  KrOmmungsmaximnm  durch  dio  constante  KrQmmnng  zum  Erllm- 
mangaminimum  oder  umgekehrt,  Übergeht. 
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Ql  (6)  hat  3  oder  1  reelle  Wurzel  (fttr  y  —  0  moBS  die  Wurzel 
k—o),  d.  i.  ii;  =  0,  mitgez&hlt  werden).  Ihre  Geltnng  setzt  iDdes 
voraoB,  dase  nicht 

ist  Unter  den  Wurzeln  können  gleiche  TorkommoD;  doch  bildet 
dieser  Fall  im  allgemeinen  keine  Äuanahmo,  weil  sich  die  Wurzeln 
in  höherer  Ordnnng  unterscheiden  können.  Endlich  ist  auch  der  Fall 
zu  berficksichtigen ,  dass  sii^  >  nicht  bis  zn  3.  Ordnung  entwickeln 
Ifisst. 

Das  Resultat,  lofem  es  die  genannten  AusnabmeAllo  von  der 
Betrachtang  ansschliesst,  lautet: 

Von  einem  Nabelpnnkt,  dessen  Umgebung  die  Form 
(1)  hat,  wo  u  nicht  coustant  null  ist,  gehen  entweder  6 
oder  2  Zweige  von  Erftmmnngslinien  ans,  parweise  in 
entgegengesetzter  Richtung.  Von  jedem  solchen  Pare 
verfolgt  der  eine  Zweig  die  grösato,  der  andre  die 
kleinste   NormalschnittkrUmmung. 

Ist  u  constant  nnll,  so  tritt  an  seine  Stelle  ein  in  if«  enthalte- 
ner Ausdruck  höherer  Ordnung.  Ist  das  n&cbste  Glied  der  Eut- 
wickelung  von  > 

also 

SO  bleibt  der  Oaug  der  Rcchnnng  derselbe,  und  in  Ol,  (4)  ist  nur  t> 
für  u  zn  setzen.    Gl.  (6)  wird  alsdano: 

ai*+(3,— ()*>+3(p-a)i'+{«-3y)A-?  -  0      ■        (7) 

Da  ti,j,  Du,  Djf  bei  Vorzeicbenwechsel  von  a  nnd  y  unverändert 
bleiben,  so  gehören  hier  die  2  entgegengesetzten  Zweige  der  vom 
Nabelpunkt  ausgehenden  KrUmmungslinien  derselben  Schar  an.  Solcher 
Pare  giebt  es  dMia  vi^,  zwei  oder  keins. 

Ein  weiterer  Unterschied  ist  folgender.  Die  CoetQcienten  der 
Ol.  <7)  Terscbwinden  fOr 

jS  =  4  =  0;    a-'3Y  =  t 
nnd  es  wird 

wihrend  die  Coefficienten  der  Ol.  (6)  nur  mit  u  verschwinden  können. 
Ist  der  Rest  Ba  gleichMs  Function  von  x'+g*,  so  Ueibt  k  «ili- 
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kürlicli,  die  Flftche  wird  eine  Rotationtfl&cbe,  der  Nabelpunkt  ihr 
Scheitel,  und  in  diesem  treffen  in  allen  lUchtangen  Er&minnngsliniea 
denelben  Schar  zusammen. 

Seien  nnn  x,  1,  ^  die  (reellen  oder  imaginären)  Wnrzeln  der 
Gl.  (6),  also 

ß  =  «ifr 

wonns: 

Setzt  man  diese  Werte  in  Ql,  (1)  ein,  so  stellt  die  Gleichung 

'-'^^+6l'*''  +  '"'>''*  +  ^^+^"^**!'  (9) 

eine  Flache  dar,  welche  im  Anfongspnnkt  der  xyi  sph&risch  gekrammt 
ist,  in  einem  Pankte  von  welchem  in  den  (reellen  oder  imaginären) 
RtRbtangen 

y  =  «a;;    g  =  la;    v  =  fus  (10) 

KrammnngsUnien  ausgehen.    Wir  wollen  sie  Hauptstrahlen  nennen. 

Betrachtet  man  diese  Eigenschaft  nebst  den  6  Hauptstrahlen  als 
gegeben,  so  zeigt  sich,  daes  im  allgemeinen  eine  Classe  von  Flächen 
(tieselbe  realisirt,  und  dass  die  Termo  der  Entwickelnng  von  z  bis 
in  3.  Grade  durch  diese  Kigenachaft  und  durch  die  Constantenwerte 
(,  y  bestimmt  sind,  während  alle  zu  dieser  Classe  gehörigen  Flächen 
eii'h  durch  die  ganz  willkürlich  bleibenden  Terme  hohem  Grades 
iülein  unterscheiden. 


KrBmnnnfslinlen  In  der  Umgebung  des  ITabelpiinkts. 

Die  DifFerentiolgleichnng  der  Krtlmmnngslinien  in  der  Nähe  des 
Nabelponkte  war  nach  (4): 

«*i.V+C«*»-"M)ß«8y-"jt9**-0  (U) 

Der  Radiosvector  eines  Punkts  der  Erlluimnngslinie  wird  ein  Uazi- 
mnm  oder  Minimnm  nur  für 

xdx-{-yd}/  ^  0 
weon  9y :  &:  der  Torifun  Gleichung  gentigt,  also  nur  für 
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das  ist  dieselbe  kabiscbe  Gleichung,  welche  darcb  die  3  VerhältoiBS- 
werte  (10)  erfQllt  wird.    Hieraus  folgt  der  Satz: 

Der  Radinsvector  eiuer  ErümmnngBlinie  in  der  Nähe 
desNabelpunkta  kann  nur  in  einer  vom  Nabelpunkt  aus- 
gehenden KrQmronngsliDie  ein  Maximum  oder  Minimnm 
haben. 

Noch  umfassender  läsat  Bich  Aas  Resultat  dahin  auBBprechen, 
dass  kein  andrer  vom  Nabelpunkt  ansgehender  Strahl  von  einer 
Erümmungslinia  normal  geBchnitten  werden  kann.  Daraus  folgt,  dass 
keine  KrtkmmnngBlinic  einen  solchen  Strahl  berabren 
kann,  weil  sonst  die  zweite  KrUmmnnftslinic  in  demaolbeu  Punkte 
den  Strahl  normal  kreuzte. 

Verfolgt  man  nan  eine  ErQmmungslinio  erster  Schar,  so  mtiBS 
sie  solange  alle  consecntiven  Strahlen  überschreiten,  bis  aio  aus  dem 
unendlich  kleinen  Felde  der  Betrachtung  verschwindet,  also  nach 
beiden  Seiten  hin  sich  schliesBÜch  vom  Nabelpnnkt  entfernen,  da  eie 
mindestens  einen  Strahl,  nämlich  denjenigen,  welcher  KrUmmnngs- 
linio  derselben  Schar  ist,  nicht  überschreiten  kann.  Folglich  ist  ein 
Minimum  des  Radinsvcctors  unausbleiblich,  mithin  ein  Maximum  an- 
mAgtich. 

Dieses  Minimum  findet  im  Durchschnitt  mit  einem  Hauptatrabt 
statt  LäBst  mau  auf  letzterem  deu  Durchschnittspunkt  stetig  bis  zum 
Nabelpuukt  rttcken,  so  wird  die  ErUmmungslinie  1.  Schar  eine  Suc- 
ceBsion  ebensolcher  durchlaufen  und  in  der  Endlage  in  die  nOchEtcn 
2  Hauptstrahleu  übergehen,  welche  demnach  Krfimmnngslinien  1. 
Schar  sind.  Demnach  liegt  jeder  zur  2.  Schar  gehörige  UanptatrabI 
zwischen  2  zur  1.  Schar  gehörigen  Hauptstrahlen.  Oder  mit  andern 
Worten: 

Die  Hauptstrahleu  gehören  abwechselnd  der  ersten 
und  zweiten  Schar  an. 

Gibt  08  nnr  2  entgegengesetzte  Hauptstrahleu,  so  ist  der  Winkel 
zwischen  2  gleichnamigen  Hauptstrahlen  =  4R,  nnd  letztere  fallen 
zusammen. 

Aus  den  vorstehenden  Betrachtungen  ist  die  Form  des  KrOm- 
mnngslinien-Netzes  vollBtindig  zu  erEchen.  Der  Ellrze  wegen  heisse 
ein  Strahl  erster  oder  zweiter  Art,  welcher  der  1.  oder  2.  Schar  von 
KrflmmuBgslinien ,  bzhw.  von  grOsster  oder  kleiuster  Norraalachnitt- 
krümmuug,  angehört. 

Im  Falle  von  6  Hauptstrahleu  gmppirea  ^h  die  übrigen  KrOm- 
mnngalinien  in  6  Scharen  hypcrbel-ähnlicher  Carven,  welche  einen 
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DOgleichoamigen  Haoptstrahl  znr  gemeinBamen  Haiiptaze  und  die 
zwei  nftchateo  gleicfanamigea  Haaptstrablen  zn  gemoinsamen  Aeympto- 
teo,  mithiii  den  Nabcipankt  zam  gemeinBamen  Mittelponkt  haben. 
Die  Felder  der  benachbarten  Scharen  decken  sich  znr  Hälfte,  so  dass 
der  rechte  Arm  einer  Qnasi-Hyperbcl  auf  dem  Nachbarfelde  rechts, 
der  linke  links  zam  rechtwinkligen  Durchschnitt  mit  der  Hälfte  der 
aogrenzenden  nugleichnamigen  Schar  gelangt.  Die  Hyperbelzweige 
in  den  Scheitelwinkeln  sind  sDglelcher  Art. 

Im  Falle  von  2  Hanptstrahlon  haben  gleichfalls  die  2  Coiren- 
scharen  die  2  entgegengesetzten  Hanptstrahlen  znr  gemeinsamen  Aze, 
aber  der  Nabelpankt  liegt  hier  snf  der  concavon  Seite  zwischen  bei- 
den nnd  die  Scheitel  der  einen  Schar  aof  der  concaven  Seite   der 

andern. 

Ansser  diesen  2  Netzformen  f^bt  es  nor  SpeciaUäUe,  die  sehr 
mannicta faltig  sind  nnd  sich  nicht  wo!  erschöpfen  lassen. 


Gleichung  der  aaf  die  BerOhran^sebene  projlclrtea 
KrOmmangsIlnlen . 


cot  2» 


•^""M 


SO  lantet  nach  (11)  die  Differentialgleichnng  der  Krammnagilinien : 

ds*  +  2dxSycot2n—dx*  =  0 
und  gibt  nach  AnflOsnng  die  2  Werte: 


j^  —  tgw,       —  COtM 
Beide  sind  Functionen  der  einen  Variabein 


und  nach  Elimination  von  y  erh&lt  man: 

dt> 
X  r  +0  —  tg«,      — cot« 

Vorweilen  wir  bei  dem  erstem  Werte,  indem  der  zweite  durch  Sub- 
stitation  n-\~R  for  u  daraus  hervoi^t,  so  kommt: 

--,-^  (U) 

IT  tg»— 1>  ^        ' 
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Ndd  ist 

daher  nach  Gl.  (12) 

wonus: 

n  —  y  — 2^  cot2M 
"  ~        P  — d  — 2j-cOt2« 
oder,  wenn  man 

netzt; 

(.-y)lH-(l(l'-l) 

Das  gibt:        ^ 

H'4-(2^-a)l'+(i.-2y)l-/» 
"■"  (|J_a),  +  ,(|._l) 

Der  Zablor  Terschniadet  für  ( •.•  K,  A,  fi,  daher  ist 

yd-.)  (1-1)  (1-1.) 

•-      (J_«),+y(^_l) 

Gl.  (17)  differentiirt  gibt: 

.      Wi-rt+ßO-flW+t'» 
"  ~      [(()_j),+,(,>_i)]. 

dabcr  gebt  Ql.  (14)  über  iD 

^  _  ■/i.'-y)+fi.>-f) !+'* * 

»       (^-«)l+y(l'-l)  (l-«)(l-ij((-^)  y 


(^_J),+,(,._I)  _  y(,_,)  (,+  !) 

te .ifi+t')af 

"         «:-<)(<+;)  ((-»)(1-1)(1-|.) 
=  Aedt[ 
+  - 


U«-»)(.-i)(.-|.)(l-.) 

^ 

(l  +  o.)(l+.l)(l  +  .f)(l+l) 
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Boppf.    Eribmininytlim 


, L±»! 

wo 

^  _  r(«-y)-W-W  _  (i+,^,(i+^,)(i+ri)      (20) 

Dks  iDtegral  tut  die  Form: 

*(*-«y((+^)* ((-*)*('-*)'('-»•)-  -  C  (2l) 

Dnrch  SabBÜtation  Ton  —  -,   C  für  t,  C  geht  darau  die  Oleidiang 

der  zweiten  KrOmmoDgiliDicnschu  hervor. 

Hier  zeigt  sich  sogleich,  dass  die  Rechnung  fflr  einen  Fall  on- 
gttltig  wird,  oSmlich  fOr  ^  =  0.  Dieser  findet  statt,  sooft  zwei  Hanpt- 
strahlen  einen  rechten  Winkel  bilden,  eo  daes  einer  der  Factoren 
des  Prodacts  (20)  verschwindet.  Hier  wird  nach  Gl.  (16)  w  constant, 
daher  die  Snbstitntion  (17)  nnanwendbar.  Geht  man  anf  die  Ol.  (13) 
zurQck,  so  ergeben  diese  ein  Netz  von  2  sich  rechtwinklig  schnei- 
denden Scharen  paralleler  Gerades ,  welches  mit  dem  dritten  Hanpt- 
strahl  anvereinhar  iat  Dieser  Umstand  erklärt  sich  dnrch  die  Form 
der  Gl.  (4),  deren  linke  Seite  hier  in  2  Factoren  zerMt,  einen  nur 
von  8z,  dy,  einen  nnr  von  x,  y  abhangig.  Das  Verschwinden  des 
letztem  kann  keine  Eminmangslinie  l>estimmen,  weil  es  onabh&ngig 
von  der  Variationsrichtung  stattfindet.  Folglich  wird  hier  die  kubi- 
sche Gleichung  (6)  ungültig.  Wir  mflssen  daher  einen  aufgestellten 
Salz  jetzt  folgender massen  ergänzen: 

Es  Iftsst  sich  stets  eine  C lasse  von  Flftchen  mit  einem 
Nabelpnnkt  angeben,  von  welchem  in  3  beliebig  ge- 
wählten, nur  nicht  normalen  Richtungen  ErOmmungs- 
liniea   auslaufen. 

Die  gleiche  BescfarILnknng,  aasgedr&ckt  durch 

r(«-r)  +  ?(J-«<o  (22) 

liegt  der  flbrigen  Rechnung  zugrunde. 

Will  mau  die  Gleicbnng  der  ErOmmungslinien  (21)   in  x  und  y 
darstellen,  so  kommt  die  Bemerkung  zustatten,  dass 
j-t-A-ffc+J-f  m—  0 
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298  Hoppt:  KrümmungtlinUn  in  dtn  Nabtlpuaklm  UOR  Flamen. 

Boin  mnss,  weil  im  Zähler  des  Aasdnicka  (19)  der  Goel^cicDt  von  C 
null  ist.  Man  kann  domnach  alle  6  Dignanden  mit  einem  beliebigen 
gemeinsamen  Factor  mnltiplicireu  und  dadurch  den  Nenner  von 

(  =  ±V("n— "w)'— ^"li'  — "ii  +  «St  ,23, 

4a,,  ' 

entfernen.    Die  Gleichung  enthftlt  2  Irrationale: 


enthalten  in  r-  und 


Das  Torzeichen  der  erstem  liat  keinen  Einfluss,  das  von  d  hin- 
gegen, welches  bei  Substitntion  von  —  ^  fUr  <  wechselt,  entscheidet 
darQber,  ob  die  KrUmmnngslinie  die  grössto  oder  kleinste  Normal- 
EchnittkrUmmung  verfolgt.  Ein  Uebergang  von  der  einen  Schar  lat 
andern  durch  J  =  0  kann ,  bei  Voraus Botzung  von  (22) ,  nur  bei 
«  =.  0,  y  =  0  stattfinden. 

Cieodfttlsche  ErOmmang  der  Krflmmontrslinlem  Im  Scheit«!. 

Gem&sB  der  Gl.  (13)  ist  a>  der  Winkel  zwischen  der  Tangente 
der  ersten  Erflmmungsliuie  and  der  x  Axo ,  d.  i.  der  Knimroangs- 
Winkel  der  anf  die  Bertthrnngsebeac  projicirten  Curve  s;  folglich  ist 
die  Krtlmmnng  dieser  Projoction 

du       Bt      ,         8'       , 

g^=g-^COS«<»  =  g^C0S»O. 

das  ist  nach  Ol.  (19): 

a«      ('-«)('+;)  ('-*H'-A)('-c)co86» 

<"" V        '/ ,251 

ST  -  (i+l(.Kl+fi»«)  (!+«*>  *      ' 

Wir  suchen  nun  den  Wert  dieses  Ausdrucks  fdr  dos  Uinimnm  des 

Radinsvectors ,  d.  i.  im  Durchschnitt  mit  einem  Hauptetrahl.  Isl 
letzterer  y  •=-  kc,  so  ist  für  denselben 


also  für  die  Tangontialrichtong  der  Cnrve 


Vl  +  ^ 
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Boppt!  KrümmuHgiUititn  in  dtn  Nabalpunktln  von  fläehm,  S 

Dies  eingefahrt  gibt: 

8m  a  +  exW^—e) 

Bezeichnet  rg  den  Radinsvoctor  des  Scheitcia,  so  ist  im  Scheite) 


(26) 


Fflr  jede  der  6  Scharon  KrUmmiiDgslinien  einzeln  ist  demDach  der 
Krfimmangsradins  im  Scheitel  proportional  dem  Radiasvoctor.  In 
den  2  gegeDUbcriicgDnden  Scharen  ist  das  Vcrbältniss  dasselbe.  Der 
Aasdraclc  (26)  gilt  gleicherweise  fttr  reelle  nie  für  imaginäre  1,  fi. 


Sind  die  Winkel  zwischen  den   Hanptstrahlen  gleich ,  and   man 
nimmt  den  ersten  zur  x  Axe,  so  wird 

Die  Gleicbnng  der  Flftcbo  lantet,  wenn  wir  Ä^  =  0  setzen: 

Da  ferner  hier  cot2«  —  0,  eo  ist  «  =  ^Ä,  «  —  1,  femer  -1  =  ~  2, 
and  die  Entwickelang  (19)  er^bt; 

7  ~  \  r^  +  (+1  ~  3  (,  ( +  r+73  +  (-ys) !  ^ 

integrirt: 

C       t*(t*~3)' 

-.■^{.-,-^+*(^)-! 

Nan  Ut  nach  Gl.  (16) 

'... --„!„-  (21) 
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300         Moppt!  Xrdnmun^fMÜn  üi  dm  Nabtlpunktm  von  FtSchai. 
a  +  V^+v* 

^_^xf"'-ry  (28) 

daher  nach  (27)  '' 

nnd  nach  (28) 

2(7— is{«»— V)±(«*+y*)' 
und  rational  dargestellt 

(3«»— y»)V+4Cli<-i»— 3y»)-4C»  —  0 
als  gemeinBame  Gleichung  des  ganzen  Systeme  Ton  Erünmnngglinion. 
Die  geodätische  Krflmmnng  im  Scheitel  wird: 

ß»  "2ro 

Da  alle  6  Scharen  dnrch  dieselben  Bodingnngen  bestimmt  sind,  so 
ist  von  Anfang  klar,  daas  sie  einander  congruent  sein  mSasen,  woraus 
dann  die  Gleichheit  der  KrUmmuDgen  in  allen  6  Scheitoln  folgt  Dies 
bestfttigt  sich,  wenn  man  im  Ansdmck  (26)  «,  A,  n  vertauBcbt. 

Algehraiiche  FlKcben  mit  einem  Nabelpnnkt. 

Die  Gleichung  einer  FlILche 

F(x\  y',  ,')  -  0  (29) 

wo  F  eine  ganze  Function  bezeichnet,  sei  durch  Coordinatentrane- 
formation  mit  Einfahrnng  eines  Flächenpnukts  als  Anfang  der  xys 
und  der  Normalen  in  demselben  als  z  Ase  in 

fi«,  y,  >)  -  0  (30) 

Übergegangen.  Dann  sind  der  constante  Term  nnd  die  CoeEGclenten 
von  X  und  y  null.  Soll  jener  Flächonpnnkt  ein  Nabelpunkt  sein,  so 
wird  weiter  erfordert,  dass  der  Coefficient  von  ry  null,  und  der  von  x* 
gleich  dem  von  y'  sei,  während  der  von  3  im  allgemeinen  nicht  null 
sein  darf,  so  dass  er  sich  =  1  setzen  Iftsst.  Dann  hat  f  folgende 
Form: 

20  6 

+  («+fo)«+Q'  ,  (31) 

wo  Q'  alle  Tenne  von  hOhemt  als  dntten  Grade  in  Bezug  auf  «,  y, 
y«  enthält.    DafOr  kann  man  achreiben: 


fix,  y,»)=z 
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-i{(.-|>.+3(,-^)^+3(,-0v+(a'-^..)+« 

mit  gleicher  Bodeutang  von  Q.  Da  nno  Q  ohne  EinfluM  anf  die 
Krammangslinien  in  unendlicher  Nahe  des  NabelpnnbtB  ist,  ao  kann 
man  die  allgemeinste  Gleichung  algchraischer  Flächen  mit  einem 
Nabelponkte  prhaltcD,  von  welchem  ans  6  ErttminuiigBlinienzweige  in 
den  durch  x,  1,  fi  relativ  bestimmten  Richtungen  gehen,  indem  mau 


aetit  und  auf  Gl.   (31)   die   allgemeinste   Coordinatentransformation 
anwendet. 

Diese  neue  Darstellnngsform  nnteracheidet  sich  von  der  an- 
ßlngUcben  wesentlich  dadurch,  dass  der  Uebergang  zwischen  ihr 
and  einer  beliebigen  algebraischen  Gleichung  (29)  lediglich  durch 
lineare  Sabstitationon  vollzogen  wird,  w&hreud  Gl.  (1)  als  Auflösung 
einer  Gleichung  nach  i  und  Entirickelnng  in  eine  unendliche  Reihe 
betrachtet  ward.  Dadurch  wird  namentlich  das  gewonnen,  dass  man 
Aber  des  Orad  der  Gl.  (29)  ohne  Einbusse  an  Allgemeinheit  verfttgen 
kann.  Soll  z.  B.  die  allgemeinste  Gleichung  einer  Fltlche  3.  Grades 
mit  einem  Nabelpankt  und  gegebenen  amiiegenden  Erümmnngelinien 
aufgestellt  werden,  so  braucht  man  nur  in  Qt.  (30)  den  Rest  (31)  auf 
folgende  Tenne  zu  beschränken: 

und  die  allgemeinste  lineare  Coordinatentransformaüon  anunfahren. 
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Einfache  Methode,  beim  Interpoliren  die  zweiten 
Differenzen  in  Bechnung  zu  ziehen. 


S  1. 


Zar  Erleicbtening  der  Lösnng  mathematiBChcr,  phjsikaliicber, 
astroDomiscbor  Probleme  bedient  man  sieb  fortwährend  der  Tafeln, 
wolcho  die  numeriacheu  Werte  gewisser  Functionen  der  Eingangs- 
zableD  (Argamente)  enthalten.  Durch  die  Interpolation Brechonng  er- 
hält man  die  betreffenden  Fanctions werte  aacb  für  solche  Worte  dos 
Argumenta,  welche  in  der  Tafel  nicht  angcgobon  sind.  Am  einfacb- 
Bten  macht  sich  das  Interpoliren,  wenn  gewisse  Aendernngon  des  Ar- 
guments proportionale,  oder  doch  fast  proportionale  Aendcrungen 
der  Function  zur  Folge  haben;  mit  anderen  Worten,  wenn  die  zwei- 
ten nnd  höheren  Differenzen  gleich  NqII,  oder  doch  so  klein  sind, 
dasB  man  sie  ausser  Acht  lassen  kann.  Dies  erfordert  indes,  dasa 
dio  Argumente  nach  ziemlich  kleinen  Intervallen  fortschreiten,  wo- 
durch die  Tafel  fast  immer  eine  naverhältnissmässig  grosso  Ansdoh- 
nung  erhalten  mttsste. 

Seien  nun 

a,    a-\-w,    o+Sio,    a-fSw  ...  die  anfoinanderfolgenden  Argumente, 

f{a),  /ta+w),  /(0  +  2«'),  fia-\-^w) ...  die  zugehörigen  Fuoctionswcrtc, 
J'y  J",  /f"  ...  die  erste,  zweite  und  dritte  Differenz, 

so   erhält  mau  den  zwischen  a  und  (a-\-v>)  liegenden  Wert  (a-|-i) 
nach  der  bokanuten  InterpoIatiouBfonnel : 
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—  n  gesetzt.    Die  Zaiil  n  bewegt  sieb  stets  zwischen  den 
I  0  and  1.    Wir  aehmen  nun  an,  ^"  sei  so  klein,  dass  das 
letzte  Glied  nicht  in  Betracht  komme,   and  können  daher  schreiben: 


Aa+,)=/(«)  +  n(^' 


W&re  der  AoBdrnck  in  der  Klammer  nnveränderlich,  so  kCunto  man 
mittelst  desselben  einfach  interpoliren.  Beachtet  man,  dass  ^'  immer 
beträchtlich  kleiner  sein  wird  als  ^' ,  nnd  dass  »  zwischen  0  und  1 
liegt,  so  wird  man  keinen  allzogrossen  Fehler  begehen,  wenn  man 
in  der  Klammer  rt-^  \  setzt    Hiernach  findet  sich 

rp  Stellt  den  begangenen  Fehler  vor;  derselbe  findet  sich 
v  =  JJ"«("-l) 

Snbtrahirt  man  daher  von  jeder  ersten  Differenz  den  vierten  Teil 
der  zweiten,  so  gibt  tp  den  Fehler  an,  der  dadnrch  entsteht,  dass 
mit  jener  Zahl  einfach  interpolirt  wird. 

Um  dentlich  za  tlbersehen,  wie  gross  dieser  Fehler  in  Jedem 
Falle  sein  wird,  betrachten  wir  n  als  Abscisse  und  91  als  Ordinate 
einer  Cnrvo,  und  lassen  n  die  verschiedenen  Werte  von  0  bis  1 
darchlaofen.  (Fig.  1.)  AOBD  stellt  diese  Curve  (Parabel)  vor;  die 
Ordinate  gibt  an  jeder  Stelle  die  GrOsse  des  Fehlers  <p  an.  FQr 
n  =  0  nnd  n  =  J  verschwindet  der  Fehler;  für  n  =  J^  =  AF  ist  er 

ein  M&ximnm  nnd  beträgt  — ö»-  ^n  der  zweiten  Hälfte  des  Inter- 
valls wächst  er  rasch  nnd  erreicht  für  n  —  1  den  Wert  CD  —  -j-- 

Hätte  man  dagegen  die  zweite  Differenz  ganz  vernachlässigt,  so 
wäre  der  Fehler  v'==  — = — J"  (Cnrvo  AEC).  71'  verschwindet  am 
Anfang  nnd  Ende  des  Intervalls,  ist  aber  in  der  Mitte  am  grOssten, 
nämlich    =  BE  =• g-- 

Man  ersieht  hieraus,  dass  der  Fehler  ^  namentlich  nur  in  der 
ersten  Hälfte  des  Intervalls  kleiner  ist  als  qo',  dass  er  aber  beträcht- 
lich grösser  wird,  wenn  dio  Zahl  n  sich  der  Einheit  nähert  Dieser 
grössere  Fehler  lässt  sich  dadurch  vermeiden,  dass  man  in  der  zwei- 
ten Hälfte  des  Intervalls  rttckwärts  interpolirt.    Dafitr  ist 
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A«  +  .)  -Aa  +  »)-(l-«)(^+5^) 
Setzt  man  im  letzten  Factor  wieder  n  =  },  so  wird 

Ao+«)  -  Ao4-«')-a-"){-^'+J^')  +  9 

Die  Constroction  dieser  Gleichung  fflr  n  =■  J  bis  n  =  i  gibt  die 
Carve  BJC;  9  Terschwindet  für  n  =:  }  und  filr  n  =  1  und  erreicht 

für  n  =  }  den  grAastea  Wert  ^ — =0- 

Werden  in  einer  solchen  Tafel  überall  statt  der  ersten  und 
zweiten  Differenzen  die  Zahlen  (.tf'—  i^")  und  (d'-{-  ^ä")  angesetzt, 
so  hat  man  nicht  mehr  Arbeit,  als  beim  einfachen  Interpoliren.  Ist 
J"  nicht  grösser  als  16,  so  beträgt  der  Fehler  im  ungünstigsten  Falle 
höchstens  eine  halbe  Einheit  der  letzten  Decimale  der  Function  und 
kommt  also  nicht  in  Betracht 

§2. 

Der  Fehler  9,  welcher  bei  dem  vereinfachten  Interpolations- 
Tcrfahren  b^angen  wird,  lässt  sich  noch  etwas  TCrmindcm,  wenn 
man  in  dem  Ausdruck  für  fia-\-t)  die  GrOsse  J"  mit  einer  Zahl  x 
multiplicirt,  welche  grosser  ist,  als  \ 

/(<■+.)  =Aa)  +  »C^'~*^")  +  T 
also 

(Fig.  2.)  Man  «rhäit  dann  die  Gurre  A2SK  statt  AGB.  Sei  MN  die 
grfisste  (negative)  Ordinate,  so  wählen  wir  nun  a  so,  dass  BK'^  —  MN 
wird;  dies  fahrt,  da 

Bi^-   g-(4*  — 1)   und  AfW -g{l— 2ii;)» 

ra  der  Bedingung: 

4«— 1  —  (1  — 2«)» 
daraus 

«_l—y^- 0,29289 

^' 
Der  grösste  Wert  von  ip  wird  dadurch  —  jgM-     Wenn   daher   die 

zweite  Diffnenz  nicht  grösser  ist  als '23,  so  ist  der  Fehler  im  nn- 
gttnstigsten  Falle  immer  noch  kleiner  als  eine  halbe  Einheit  der 
letzten  Dedmale.    Wir  haben  nnn  also 
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du  mwt(«n  Difftrt 


1  Rtthnu 


305 


für  das  Vorwftrtointerpoliron  Aa+»)  =  Ao)  +  n(^'— 0,29289  J"), 
für  das  Rttckwartsinterpoliren  fl,a+s)-'f[a-i->e)—(l—n)(J'-\-0,2Q2m^") 
waun  man   dio  dritte  Differenz   vernach- 


Um  auch  m  wissen, 
lässigen  kann,  setzen  wir; 


n(n -!)(«- 2) 


/*'" 


Dieser  Wert  wird  t 


i  grOsBtan  fdr 


Ea  kann  daher  die  dritte  Differenz  bis  zu  7  Einlicitcn  betragen,  ohne 
dass  deren  Vernachlässigung  einen  merklichen  Eiußuss  auf  das  Re- 
sultat der  Interpolatiou  ausOben  würde. 


yN   \J' 


10,000 1  , 
10,488 .  T^ 
10,954  ^ 
11,402  t^ 

11,832  t?y 

12,247  £^    -.. 

12,649  f±    -13 

13,038  ^t   —II 

13,416  m   —10 

13,784  tri! -10 

li143  •^f'    _  9 


—18 

—18 
-15 
-13 


13,VB4    , 

14,142  - 


iV 

yjv 

V 

R 

100 
110 
120 
130 
140 
160 
160 
170 
180 
190 
200 

10,000 
10,488 
10,954 
11,402 
11,832 
12,247 
12,649 
13,038 
13,416 
13,784 
14,142 

494,4 
471,3 
453,3 
434,4 
418,8 
406,8 
392,2 
380,9 
370,9 
360,6 

481,6 
460,7 
442,7 
425,6 
411,2 
398,2 
385,8 
375,1 
365,1 
356,4 

Um  die  Anwendung  dieser  Regeln  zn  zeigen,  sind  iu  Tafel  I. 
die  Quadratwurzeln  einer  Reihe  von  Zahlen,  nebst  den  ersten  nnd 
zweiten  Differenzen  angegeben;  in  Tafel  II.  dieselben  Wurzeln  und 
lianeben  die  nach  den  obigen  Regeln  gebildeten  Intcrpotations zahlen, 
die  durch  die  Ueberschriften  V  und  R  daran  erinnern,  welche  Zahl 
beim  Torw&rts-  nnd  welche  beim  RUckwärtainterpoliren  zu  gebrauchen 
JBt.    Es  soll  z.  B.  yil2,75  berechnet  werden.    Hier  ist 


«  -=  2,75,    w  =  10, 
Da  n  <^  i,  so  wird  vorwärts  intcrpolirt 


10 


—  0,276 


V'112,75  —  yilO+0,275. 471,3  —  10,488+129,6  —  10,618 
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Dio  Benatzung  der  Tafel  I.  Dach  dor  Formel 

h&tte  ergeben: 

■V'liV6-ViiÖ4-P,275. 466  +  ^^^^-18-10,488+128,15+1,79 

yil2,7Ö  -  10,488+129,94=  10,618 

Sei  ferner  V  128,33   zb  berechnen.    Hier  wird  man,  da  n  —  0,833, 
rückwärts  interpoliron 

yiäpS-ViäO—fl  —  ^^j  442,7  =  11,402  —  78.9  =  11,328 

54 

Die  Anwendung  der  vereinbebten  laterpolatJonametbode  soll 
nocb  an  einer  Tafel  gezeigt  werden,  welche  dazu  dient,  die  Berech- 
nung der  Ereissegmentflächen  zu  erleichtern.  Sei  r  der  Halbmesser, 
«  der  Centriwinkel  nnd  S  der  Inhalt  eines  EreiBsegments,  so  besteht 
die  Beziehnng 

S-  ir'f"*  — sine) 

Bezeichne  ferner  2a  die  Sohne  nnd  b  die  PfeilhOho  des  Segment», 
so  erhält  man  a  nnd  r  durch  die  Formeln 


Die  Berechnung  von  S  nach  der  angefahrten  Formel  ist  eioerseits 
umständlich,  andererseits  erhält  man  dadurch,  namentlich  bei  flachcD 
Segmenten,  nur  eine  geringe  Genauigkeit  Denn  sei  z.  B.  o  —  7*  12', 
so  gibt  die  78telltg6  Logarithmentafel  logaina  ^  9,0980662,  also 
ein«  =  0,12633323;  Bogen  a  -  0,12566371,  b— sin«  -  0,00033048 
und  log(n— sin«)  —  6,5191452  —  10. 

Nun  ist  aber  anf  12  Decimalstollen 

o  -0,125663706144 
sinn  — 0,120333233564 


«  — sina  =  0,000330472680 
Sucht  man  hiervon  den  Logarithmen,  bo  wird 

log(<t  — sin«)  -  6,5191364  —  10 
also  gegen  das  vorbergefondene  Bestütat  ms  98  Einheiten  der  sieben- 
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ten  Decimale  verBchieden.  Hau  sieht  also,  dus  in  diesem  Falle  bei 
ansscUieBBlicher  Anwendung  der  siebenstelligen  Logarithmeutafel  der 
Wert  von  \og{«  —  siaa)  auf  höcbstens  5  Decimalen  richtig  gefnoden 
werden  konnte.  Der  Grnnd  davon  ist  darin  za  suchen,  dass  bei 
einem  kloinea  Winkel  Bogen  und  Sinua  in  den  ersten  Decimalstellen 
Dbereinstimmcn,  folglich  in  der  Differenz  der  beiden  eine  geringere 
Anzahl  geltender  Ziffern  vorkommt 


§6- 

Im  vorigen  Paragraphen  haben  wir  gesehen,  daes  ein  flaches 
Kreissegment  mit  Uiklfe  der  Sinustafd  sich  nicht  besonders  genan 
berechnen  l&sat,  wir  wollen  es  deshalb  versnchen,  den  Inhalt  in  an- 
derer Weise  zu  bestinunen. 

(Fig.  3.)    Sei  ADCB  die  H&lfte  eines  Kreissegments, 

-    ÄECB    -        -  -      Parabelsegments, 

so  ist,  wenn  BC  -=  a,  AB  ^  6,  das  letztere  =-  iab. 

Setzen  wir  die  Ordinate  FD  des  Kreisbogens      —  y', 
-     -  -        FE    -    Parabelbogens  =  y, 

BO  ist 

Entwickelt  man  nach  dem  binomischen  Satze,  so  findet  sich; 

l/«(li(i— «)         1   bKb—')*    .     1.3  b\b—x)> 

»-»-"Kätä—^ä B       «*       +  2.4.6  ~iS         . 

1.3.5    a*(i-a!)*  ,        1 
"2.4.6.8        o*       "*"■■■( 

Wird  der  Inhalt  des  ganzen  Kreissegments  wieder  dnrch  S  bezeichnet, 
so  ist 

iS  =  iai>-{'J(l,'—s)dx 

0 

Setzt  man  ftr  (y'— y)  die  obige  Reihe,  and  fflhrt  die  angedeutete 
Integration  ans,  so  erh&lt  man: 

80» 
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Diese  Reihe  für  don  Inhalt  des  KrciBaogmonts  kann  nan  auch  benutzt 
werden,  am  die  transcendento  Grüsso  (a  -  ama)  zu  berechueo.   Denn 


daher 

~     o  (        1 
_     4|»+6'« 

Da  nun  auch 

5=^(0  — sine) 

so  erhält  man  durch  Gloichsctzang  der  beiden  Werte  von  jS 

Setzt  man,  wie  in  §  4.  «  =  7"  12',  folglich 

I  =  30  36',    I  =  1«  48' 

so  erhält  man  mit  Anwendung  der  siebenstelligen  LogarithmoDtafel 

o  —  Bin  «  t=  0,0003  3040  735 + 0,00000006  626  —  0,0000  0000001  = 

0,00033047  260 

also   sehr  nahe  ubereinstimnieiid  mit  dem  genau  berecbnctea  Werte 
in  §  4. 


Die  in  §  5.  entwickelte  Reihe  für  S  zeigt,  dasa  fOr  ganz  flache 
KreiSBegmente  gesetzt  werden  kann :  S  =  |a£ ;  für  den  Halbbreis  bl 

b  =  a-=  r,  also  dafttr  5  =  h  »■*  oder  =■  ^  "*■  Setzen  wir  jetzt  all- 
gemein für  irgend  ein  Segment  S  ^  kab,  so  ist  k  ein  CoefGcient. 
der  sich  innerhalb  der  Grenzen  |  =  1,333333..  and  ~  —  1,5707% 
bewegt,  welcher  sich  daher  mit  Vorteil  in  eine  Tabelle  toingco  lasst 

Zur  Berechnung  von  k  hat  man  nach  den  Entwickelongcn  des 
g  5.  den  folgenden  Ansdruck: 

Nimmt  man  beiderseits  die  Logarithmen,  so  findet  sich : 
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,     ^        ,      4   ,    Mlb\*       llM/bY  ,    UM  ßY       11029itf  ßY  , 


logj- 04249387366 

'•«ü  -  '■**"^'' 

log --8,93881 131 

>ogH^J^  =  ,,e»,9 

log  ^-8,3241652 

Hiemach  wurde  die  beigefügte  Tafel  berechnet    In  der  mit  A 
b 
bezeichneten  Spalte  finden  sich  die  Werte  von  log-  and  daneben  der 

lageb&rige  logit  auf  b  Decimalstellen. 

Soll  ntm  zn  irgend  einem  A  das  zugehörige  k  bestimmt  werden, 


A"  das  nächst  kleinere  A  der  Tafel,  logjt^'  den  zugehÖrigenWert  von  logjt 
A'    -        -     grössere  ,i4    -      -      log*'    -  -  -        -     - 

dann  ist 

log*  —  \ogk'>+lÄ  —  A<')V,  wenn  {A  —  A')  <  (A'—A) 
logt^logi'  — (^'  — ^)Ä,       -      (A--A'>)XA'—A) 

Ton  A  =  9,00  bis   9,80  betragt  dae  Intervall  der  Zahlen  A  in 
der  Tafel   2  Einheiten  der  zweiten  Decimale.     Hiernach  hätte  man 

onlor  Beibehaltung  der  bisherigen  Bezeichnungen   «  ^=  — 5 — ,    wo 

die  Differenz  A  —  A"  in  Einheiten  der  zweiten  Decimale  aaezadrUcken 
ist.    Uan  hfttte  also 

logfc  =  logA'»+~— K 

V 
DiQ  indes  nicht  mit  2  dividiren  zn  rnttssen,   wnrde    ^  statt  V  an- 
gesetzt   Die  gleiche  Bemerkung  gilt  für  R, 

Zur  Erlflnterang  mögen  folgende  Beispiele  dienen: 
1.  J— 8,6327  ^«  —  8,6  log  it"  -  0,12508 

j  —  XO  — 0,327  7—6,8       (^— ^«)F=  2,2 


logt  —  0,12510 
^—9,17264         ^'-9,18  logt' =  0,12692 

^'—^=0,736  B-=9,79        (A'—A)R~  7,2 


logt    »  0,12685 
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3.  ^=9,9750      A'>=     9,97  logt»  =  0,18831 

A-A'>  =  Q,b  P  =249,5        {A~AO)V=         124,75 

logt  =0,18956 
Da  hier  Ä  in  der  Mitte  liegt  zwischca  A"  aad  A',  so   hätte  man 
ebensowohl  rückwärta  interpoliren  kdnDon.    Dafür  ist 
^'=9,98      ^'—^  =  0,5      Ä  =  254,5  logt' =  0,19083 

(A'—  A)R  =        127,^ 
logt  =0A8956 
§7. 
Der  Gebrauch  der  Tafel  soll  an  eiuigen  Beispielen  gezeigt  werden. 
1.    Von  eiuem  KreiBsegment  ist  die  Sehne  '^  19&,96,  die  Ffoil- 
hObe  —  25,36,  also 
a  =  97,98        b  —  25,36        logt  —  1,40415        logt  —  0,13067 
logo=  1,99114       logoi-3 


log-  =  9,41301        logS=  3 

5  —  3357,1 
2.  a  —  709,89;  6  —  1087,83.  Da  hier  A  >  a,  so  ist  das  Seg- 
ment grösser  als  der  Halbkreis.  Hier  berechnet  man  den  ganzen 
Kreis  und  subtrahirt  das  kleinere  S^ment.  Wird  die  PfeilhOba  des 
letzteren  dnrch  b'  bezeichnet,  so  ist  seine  Fläche  =  kab',  daher 
5=  nr*—kab'. 

ol_|_JI  flS 

Nnn  ist  6'=  2r  — *,  r  =  — ^ — ,  also  6'=y,  dies  eingesetzt 
gibt 

Um  t  zu  erhalten,  geht  man  mit  log—,  oder  wegen  6'  ^  ~  mit 

log  r  in  die  Spalte  A  der  Tafel  ein. 

logo  — 2,851191*)  logt  =0,16913 

1066-3,032953  log?  ^  9,81824 

log^  -  9,818  238  logflt  =.  5,70238 

5,67975  =  log  478354 

■;  Das  ente  Glied  in  der  Formol  fflr  S  ist  meiit  betrlchtlich  grittser,  als 
dai  iw«it«.  Man  tat  daher  gut,  nm  ein  sicheret  Retnltac  tu  erbnlten,  dasselbe 
mittelst  6  tUUiger  Logarithmen  in  bcrecbuen. 
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u-W  -«<afti7fi  ■°8i'*  =9,895093 

logy  -9,63W76  j^^,  =6,066906 

log  [l  +  (l)]  =  0,156243  *)  log  [l  +  (?)*]  =  0,312486 


Sind  von  dorn  Rrciasogmonte  dio  GrCason  r  and  a  statt  a  nnd  li 
gogfiben,  80  erbftlt  man: 


Hon  geht  mit  logtgT   in  die  Spalte  A  der  Tafel  ein  and  entnimmt 
log^  z.  B. 
r  =  25,     B  =  36'>25'20",     Ja  —  9«  6' 20",     log tg  j  =  9,20486, 
logt  =  0,12716,    logS  =  1,11765,    B  =  13,111 

Wenn  der  Wkl.  a  >■  ISO",  bo  ist  das  Segment  grösser  als  der  Halb- 
kreis.   Uan  findet  dann 

,     ,.  360»-«/    .   360-«V         »,,"(■   "V 
S  =  jrr»  — itg— j— ^^rsin— 2 j  =  nr*-kcat^\TBia^j 

Den  logk  erh&lt  man,    indem   man  mit  logcotj    in  die  Spalte  A 


*)  DicsGn  Wert   crhUt   man  aclir  cjnrncb  mittcUi  dor  Mchutelligcn  Tnfal 
ätr  OaotB'icbcn  Logarilhmcn  von  Brcpiikcr. 
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Tafel  zur  leichten  Berechnung  der 
KreisBegmentf  lachen. 

Den  Zahlen  A  ist  noch  — 10  anznh&igen. 
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XXIII. 
Zur  Theorie  der  Flächen  gerader  Ordnung. 

Von 

Eduard  Mahier. 


Artikel    I. 

„Grnppirt  man  die  TangentialebeneD  reinerFIäche 
F,  2terOrdDnng  sozoje  zwoi,  dasB  die  Schnittgeraden 
g  je  zweier  ein  Tangentenebenenpaar  bildenden  Tan- 
gentialebenen in  einer  und  derselben  Ebene  E  zu  liegen 
kommen,  so  ist  daa  Erzeugnias  dieses  Systems  von  Tan- 
gentenebenenpaaren  mit  einem  ihm  projectiviBchen 
PUchenbOschel  (FB)n  nter  Ordnung  eine  Flftcbe  der 
2(n+l)ter  Ordnung." 

Behafs  Beweises  dieses  Satzes  nehmen  wir  eine  beliebige  Ebene 
£'  im  Kaame  an,  ao  schneidet  diese  das  Flächeobtlschel  in  einem 
Systeme  von  Gurren  nter  OrdnoDg,  das  mit  dem  Systeme  der  Qe- 
raden  g,  in  denen  E'  von  den  Ebenen  T  geschnitten  wird,  in  fol- 
gender Verwandtschaft  steht.  Jeder  Gurre  G.'"  entspricht  eine  be- 
stimmte Fläche  Fn^'>  des  Büschels  (F—B),,  dieser  ein  bestimmtes 
Tangenteaebenenpaar  Ti*i  und  diesem  zwei  bestimmte  Geraden  g^«^ 
und  (ijM,  In  denen  das  Tangentenebenenpaar  r'O  die  Ebene  E' 
schneidet.  Un^ekehrt  geboren  zu  jeder  Geraden  g  von  E'  zwei  sich 
in  ihr  schneidende  Tangenteaebenen  T,  deren  jede  einem  anderen 
Tangentcnebenenpaaro  angehört;  jedem  anderen  Tangentenebenenpaare 
entspricht  aber  eine  andere  Fläche  F»  des  BOachels  (F—B)n,  d.  h. 
jedem  anderen  Tangentenebenenpaare  entspricht  eine  andere  Corve  CW 
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des  auf  E'  liegenden  CarvensTEtomB,  also  gebOron  zn  jeder  Geraden 
Q  zwei  CurvoQ  Cn.  Non  ziehen  wir  in  der  Ebene  E'  eine  beliebige 
Gerade  <S,  so  schneidet  diese  jede  Curve  Cn'-'''  in  »  Ponkten  «1^% 
"i^'^t  "s'*'  '  '  '  ttn'''  nnd  jede  Gerade  g  in  einem  Punlcte  7.  Es  ent- 
stehen sonach  auf  &  zwei  conlocale  Pnnktreihen  a  nnd  j,  von  denen 
die  eine  2-deutig,  die  andere  2n-deatig  ist.  (Letzteres  ist  ans  fol- 
gendem Grunde  klar.  Nachdem  jeder  Curve  C'.,''^  zwei  Geraden  gi<4 
□nd  pt^'i  entsprechen,  so  entsprechen  jedem  der  anf  CnO  gelegenen 
n  Punkte  «,('■>,  (Cj''i  .  .  .  ob''1  der  «-Reihe  dieaolbon  2  Punkte  yi<'i, 
Yt'-'^  der  y-Reihe,  in  denen  &  von  ^^t')  und  ^i*''  gescboitteD  nird. 
Umgekehrt  gehören  wieder  zu  jeder  Geraden  g  zwei  Curven  Cn,  also 
gehören  zn  jedem  y  Punkte  der  }'-Rcihe  zwei  Gruppen  von  n  Funkten 
a  der  Q-Reihe,  d.  i.  2>i  Punkte  der  o-Reihe).  Die  gemeinsamen 
Punkte  dieser  Keiheu  sind  Pnnkte  des  Erzeugnisses,  welches  das 
System  der  Geraden  fl  mit  dem  ihm  verwandten  Systeme  der  Curven 
Ch  bildet,  also  Punkte  jener  Curve,  in  der  E'  von  dem  zu  sncben- 
deu  Erzeugnisse  geschnitten  wird;  nachdem  nun  die  Anzahl  jener 
gemeinsamen  Funkte  2n-f-2=:  2[n-|-l)  beträgt,  so  ist  die  Ansahl 
der  Punkte,  die  die  Gerade  &  mit  jeuer  Schoittcnrve  überhaupt  ge- 
mein haben  kann,  2{n-|-l),  und  die  Scbnittcnrre  ist  daher  von  der 
2(H-)-l)tcn  Ordnung,  Dann  ist  aber  unser  Erzeugnis s  eine  Fläche 
von  der  Ordnung  2(«+l). 


Artikel    II. 

Sonach  igt  eine  neue  allgemeine  Art  zur  Erzeugung  von  Ftächon 
gerader  Ordnung  gegeben.  Ist  z.  B.  n  •^  1,  d.  h.  wh:  fragen 
nach  dem  Erzeugnisse  eines  Ebenenbüschels  und  jenes  mit  ihm 
projectivischen  Systems  von  Taugentenebenenpaaren ,  so  erhalten  wir 
eine  Fläche  4ter  Ordnung.  Doch  scheint  es  nicht  üborflttssig, 
den  hier  verfolgten  Gedankengang  bei  einem  Beispiele  nochmals 
durchzufahren  und  wir  wählen  biezu  die  genannte  Fläche  4ter  Ord- 
nung,   Es  soll  also  folgender  Satz  bewiesen  werden, 

„Das  ErzeagnisB  des  zu  einer  Fläche  2ter  Ordnung 
gehörenden  Systems  von  Tangcntenebenenpaaren  (die 
ihre  Schnittgeraden  in  einer  und  derselben  Ebene  B  haben)  mit 
einem  ihm  projectivischen  EbenenbOschel  B  ist  eine 
Fläche  4ter  Ordnung." 

Wir  nehmen  zu  diesem  Zwecke  —  wie  früher  —  eine  Ebene 
£'  im  Räume  an,  so  schneidet  diese  das  Büschel  in  einem  Strahlen- 
bikschcl  b,  das  mit  dem  Systeme  der  Geradoa  g,  in  denen  £'  von 
den  Ebenen  T  geschnitten   wird ,  in  der  Terwandtscbaft  steht ,  dais 
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jedem  Strahle  A'  des  BBschelB  b  zwei  bestimmte  Geraden  flj'^  und 
g,")  entsprechen,  während  Eiiidercrscita  zit  jeder  Geraden  g  zwei 
Strahlen  A  des  Bttschels  b  gehören.  Ziehen  wir  iu  der  Ebene  E' 
dDB  Gerade  61,  so  entstehen  auf  dieser  2  zweideutige  conlocalo 
Panktroihen  a  nnd  y.  Die  gemciosamen  Pnnkto  dieacr  Reihen,  deren 
Zahl  4  ist,  sind  Pnnkto  des  Erzengnissos ,  welches  das  System  der 
Geraden  g  mit  dem  ihm  verwandten  StrahtenbUschel  5  bildet,  also 
Punkte  jener  Cnrre,  in  der  £'  von  dem  zn  suchenden  Erzengniase 
geschnitten  wird.  Jene  Cnrve  ist  aouach  von  der  4ten  Ordnung  nnd 
fionach  ist  das  gesnchto  Erzengniss  eine  FlfLche  4ter  Ordnung. 

Nehmen  wir  statt  eines  EbcnbUschels  ein  Ebenenbündel,  so 
ist  das  Erzengniss  Gbcnfalls  eine  Fläche  4tcr  Ordnnng.  Der 
Beweis  ist  analog  zu  fQhreu  wie  früher,  nur  erhalten  wir  in  der 
Ebene  £'  statt  eines  Strahlonbaschels  b  ein  System  von  Geraden  a, 
dos  aber  zu  den  Geraden  a  iu  derselben  Terwaudtschaft  steht,  wie 
das  StrablenbUechel  b. 

Artikel    III. 

Die  Ebene  E  ward  als  Träger  der  den  in  Betracht  gezogenen 
Tongonteuebenenpaaren  entsprechenden  Geraden  g  angesehen.  Sucht 
man  nnn  die  Schnittcurre  dieser  Ebene  E  mit  dem  Erzeugnisse 
Ft(H-fi),  so  erscheint  diese  als  Erzengniss  des  genannten  Geraden- 
Systems  g  mit  dem  ihm  verwandten  Cnrvensysteme ,  in  welchem  E 
von  den  Flächen  des  Büschels  {F~~B)n  geschnitten  wird.  Die  ver- 
wand tachaftÜche  Beziehung  ist  die,  dass  jeder  Geraden  ii(,<*'  ein  be- 
stimmtes Tangente neboucn paar ,  diesem  eine  bestimmte  Fläche  F^^^ 
des  Büschels  {F^  B)^  und  dieser  eine  bestimmte  Cnrve  C'h'''  ent- 
spricht, während  andercracits  jeder  Cnrve  Cn'')  eine  bestimmte  Fläche 
F.O,  dieser  ein  bestimmtes  Tangente nebenenpaar  und  diesem  eine 
bestimmte  Gerade  gi*^  entspricht  Während  also  bei  der  in  Artikel 
I.  in  Betracht  gezogenen  Ebene  E'  jeder  Cnrve  C1,W  zwei  Geraden 
q^i')  und  gj^')  entsprachen,  entspricht  hier  jeder  Cnrve  CW''^  nnr  eine 
Gerade  t'*^-  Dies  hat  natürlich  darin  seinen  Grand,  dass  hier  die 
beiden  Geraden  a,''i  nnd  pj''*  in  eine  einzige  Gerade  o«  fallen,  nnd 
dies  eben  vermöge  der  besonderen  Eigenschaft  der  Ebene  E,  die  wir 
ihr  ZB  Grunde  legten.  Dies  ist  auch  die  Ursache,  warnm  hier  jeder 
Geraden  n<'J  nur  eine  einzige  Cnrve  G,*'l  entspricht,  während  bei  der 
oben  genannten  Ebene  £'  jeder  Geraden  gl')  2  Cnrven  Cn<'1  ent- 
sprachen. Die  Cnrve,  welche  sonach  als  Erzengniss  des  Geraden- 
systems g  mit  dem  iu  derselben  Ebene  E  gelegenen  Corvensysteme 
Cn  erscheint,  ist  scheinbar  nicht  von  der  2(n-|-l)ten,  sondern 
(n-|-l)ten    Ordnung    nnd   ist   eine   Doppclearve    des    Erzengniases 
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Wir  haben  sonach  folgenden  Satz: 

„Die  Schnittcnrre  nnseres  Erzeagnissos  -^.i-i-i)  mit 
der  Ebene  E  ist  eine  Doppelcnrve  unseres  Erzeug- 
nisses." 

Die  in  Artikel  II.  in  Betracht  gezogene  Fläche  i.  Ordnung  hat 
also  in  der  Scbnittcnrre  derselben  mit  der  Ebene  £  einen  Doppel- 
kcgelscbnitt 

Ebenso  einleuchtend  ist  der  folgende  Satz; 

„Die  Schciteicurve  des  Bflschels  (F—Ii)n  ist  eine 
Doppelcurve  unseres  Erzeugnisses." 


Artikel    IV. 

„Construction  der  Schnittcnrve  C4(ii+i)  des  Erzeug- 
nisses fh[»+i)  mit  einer  Ebene  £'.'* 

Wollten  wir  —  ohne  vorher  das  Erzeugniss  Fam+i)  constmirt  zo 
haben  —  die  Curve  bestimmen,  in  der  Fsfn-{-i]  eine  beliebige  Ebene 
E'  schneidet,  so  konnte  folgender  Weg  eingeschlagen  werden.  Be- 
kanntlich ist  die  Schnittearve  als  ein  Erzeugniss  anfzufassen,  das 
das  System  der  Geraden  g',  in  doncn  E'  von  den  Tangeutenebenon 
T  gescbnitton  wird,  mit  dem  Curvensystcme  bildet,  in  dem  K'  von 
den  Flächen  des  Bascbels  (F — B)„  geschnitten  wird.  Nun  ist  dieses 
Erzcuguiss  von  der  Ordnung  2()i-j-l)  und  ist  daher  durch 

Punkte  bestimmt.  Nimmt  man  also  eine  gentkgende  Zahl  von  Oe- 
raden  @'  in  E'  an,  so  liegen  anf  jeder  2(n-|-l)  Pnnkte,  die  als  die 
2(n-|-l)  gemeinsamen  Elemente  jener  2  conlocalon  Funktreiben  er- 
scheinen, welche  die  Schnittpunkte  y'  der  Geraden  fl'  mit  ®'  einer- 
seits und  die  »  Schnittpunkte  einer  joden  Cnrve  des  Oorvensystems 
mit  ($'  andrerseits  bilden.  Unsere  Anfgabe  wäre  sonach  gdöst,  so- 
bald wir  anfeiner  genügenden  Anzahl  von  Geraden  &'  (in  der  Regel 

-   J~     Geraden   und   nur    wenn   (2n-j-5)    eine  ungerade   Zahl   ist, 

—2~  =  1+3  Geraden)  die  2(«-f-l)   gemeinsamen   Elemente  jener 

Reihen  bestimmt  haben,  um  so  die  genügende  Anzahl  von  Punkten 
zu  haben,  durch  die  eben  die  zu  suchende  Sclmittcurve  bestimmt  er- 
scheint. 
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Doch  gestattet  die  Aufgabe  eioe  aoderc  Lösnng. 

Es  Bci  S  eine  Gerade,  bo  beBchaffen,  dass  jede  der  2  durch  sie 
gehenden  Tange ntenebeaen  der  Tr&gcrfl&cbo  F^  die  Letztere  in  oinom 
Punkte  berQhrc,  der  der  Schuittcurve  vqd  F^  mit  E  aageliOrC.  Daun 
luDD  S  als  Träger  eines  EbcneubUschels  B  aafgefaast  werden,  dcBscn 
dnEdne  Elemente  zu  den  in  A'  gelegenen  Geraden  g,  in  denen  sieb 
je  2  zu  einem  Paare  gehörende  Tangenten  T  schneiden,  in  der- 
selben Beziehung  stehen,  wie  £  zu  C  Ebenso  sei  Ü'  eine  Gerade,  die 
£'  gegenüber  dieselbe  Bolle  spielt,  wie  S  der  Ebene  gegonQber. 
Dum  kann  £'  als  TrUger  eines  Ebenenbaschcls  B'  anfgefasst  wer- 
den, dessen  Elemente  zu  den  Geraden  g'  der  Ebene  E'  (g'  sind  Ge- 
raden der  Ebene  £',  die  in  E'  dieselbe  Bolle  spielen,  wie  dies  die 
Geraden  g  in  £  tun)  in  derselben  Beziehung  stehen,  wie  die  Elemente 
von  B  zu  den  Geraden  g. 

Die  beiden  Büschel  B  und  B'  stoben  in  folgender  Verwandt- 
schaft mit  einander.  Jedem  Elemente  von  B  entspricht  eine  einzige 
Gerade  g,  dieser  ein  bestimmtes  Ebenenpaar  r,  diesem  eine  be- 
stimmte Flache  von  (F — B)^.  dieser  eine  bestimmte  Cnrve  Cn  in  £', 
dieser  eine  bestimmte  Gmppe  von  n  Geraden  n',  jeder  derselben  ein 
bestimmtes  Element  von  B',  also  entspricht  jedem  Elemente  von  B 
eine  bestimmte  Gruppe  von  m  Elementen  des  Bttschols  B'.  Ander- 
seits entspricht  jedem  Elemente  von  B'  eine  bestimmto  Gerade  g', 
dieser  eine  bestimmte  Curve  CW,  dieser  eine  bestimmte  Fläche  von 
(F — B)m,  dieser  ein  bestimmtes  Tangentenebenenpaar ,  diesem  eine 
bestimmt«  Gerade  g  in  £  and  dieser  ein  bestimmtes  Element  von 
B.  Das.  Erzengniss  der  beiden  Ebenenbflschel  B  und  B'  ist  also 
eine  Flache  der  {n4-l)ten  Ordnung  und  soll  mit  F[„^i,  bezeichnet 
werden.  Diese  Fläche  schneidet  F,  in  einer  Curve  der  2(n-j-l)ten 
Ordnung;  die  längs  dieser  Cnrve  an  F^  gelegten  Tangentenebenen 
bilden  eine  UmhflUongsflftche  der  2(n'f-lten  Ordnung,  welche  £'  in 
der  gewtlnschten  Schnittearve  trifft. 

Letzteres  ist  ans  folgendem  Grnnde  klar.  Nimmt  man  einen 
Punkt  fi  der  Fläche  Fin+i)  sn,  so  geht  durch  ihn  und  die  Gerade 
S  ein  einziges  und  zwar  ganz  bestimmtes  Element  von  B;  ebenso 
gebt  durch  fi  und  S'  ein  bestimmtes  Element  von  B'.  Es  gibt  nun 
ein  Tangentenebenenpaar  T,  dessen  Elemente  F,  dort  berühren ,  wo 
Letzteres  von  (Sfi)  geschnitten  wird.  Dieses  Tangentenebenenpaar 
schneidet  £'  in  2  Geraden  Oi'  und  g^',  denen  die  Gerade  e'  ent- 
spricht, in  der  sich  je  2  «benfalls  ein  Paar  bildende  Tangentenebenen 
schneiden,  die  £)  dort  berühren,  wo  (SV)  (i>*'  Fläche  F,  schneidet. 
Ist  aber  fi  ein   der  Fläche  F(h^ij  und  der  Trägerfläche  F,  gemein- 
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samer  Ponkt,  so  fällt  9'  mit  einer  seinor  entsprochooden  Geraden 
(ßi'  oder  g,')  zusammen. 

Das  hier  Vorgebrachte  zeigt  aach ,  dass  die  Schnittcmre  dea 
Erzeugnisses  fb[H-t-i)  mit  der  Ebene  E  eine  Doppolcnrve  des  Erzeog- 
niBseg  i^(H+i)  ist,  denn  in  diesem  Falle  ist  die  Ebene  £'  die  Ebene 
E  selbst 

Galpöcz  im  Augnst  1883. 
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XXIV. 
lieber  lineare  Gleichungen. 


Herrn  C.  Prediger, 

ProlessoT  in  Clausthal. 


In  den  Lebrbttchern  der  Algebra  wird  bei  Aaseinandersetzang 
der  Methode  von  B^zont  ein  Umstand  abergaogen,  welcbor  verdieot 
etwas  genauer  antersncht  zu  werden,  da  er  für  den  An&nger  eine 
Schwierigkeit  bildet. 

Wir  meinen  die  F&lle,  welche  eintreten  kennen,  wenn  ans  den 
Bedingungsgleichangen  fta  die  nnbekaunten  Multlplicatoren  anendlich 
grosse  Werte  gefanden  werden,  bo  dasa  ein  oder  mehrere  Werte  der 
20  suchenden  Unbekannten  in  unbestimmter  Gestalt  erscheinen,  wäh- 
rend diese  Unbekannten  fest  bestimmte  Werte  haben  und  demsach 
die  unbestimmte  Form  nur  eine  scheinbare  ist.  Man  kann  freilich 
in  einem  solchen  Falle  mit  Hülfe  einer  andern  Uethode,  oder  durch 
andere  Verbindung  der  Gleichnngen  den  wahren  Wert  finden,  es  ist 
aber  doch  interessant  darzulegen,  auf  welche  Weise  derselbe  erhalten 
werden  kann,  oline  den  einmal  gewählten  Gang  der  Aufiöanng  und 
die  Methode  von  Bäzont  zu  verlassen. 

Mui  habe  »  Gleichungen  vom  ersten  Grade: 

ai,z,  +  ai,a:,  +  a,3Kg-}-...-j-äi,a-«  =-  i^  \ 

0«i, +ot,3's-l-(i,3is  +  ...  +  a2„ir»  =  i,  I 

«Ml  *,  +  i"«!!*«  4-  «"1  "Sj  +  ■  ■  -  +  <•""  *■"  -"  *"  J 
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SO  wird  die  Anflöaung  derselben  fUr  die  Unbekanntoo  x^,tf,r^...i, 
nach  der  Methode  von  BSzout  bekanotlich  dadurch  vollzögen,  im 
man  n  — 1  QIcichungen  mit  den  Factorcn  1,,  lg,  kg,  ...  iU-i  mniti- 
plicirt,  die  Summe  dieser  sämoitlicbon  Gleichuiigen  bildet  nnd  mit 
derselben  die  letzte  mit  keinem  Factor  behaftete  Gleichung  äwcl 
Addition  (oder  Snbtraction)  verbindet  Dadurch  gelangt  man  zu  fol- 
gender Gleichung: 

i'>iiii+'>»ii«+<'»ti>  +  --  +  a»-i.ii"-i+<Mf*i 
For  irgend  eine  Unbekannte  xr  ergiebt  sich: 

^    ^  ^,    A.+fc,   A,  +  A,   ^,  +  ...+A,_i     In-l+kn  jpj 

'  dir  ii  + dar  ij  +  OSrla -(-... +  ti.-l,rlK-l4- Ow 

und  die  Werte  der  Multiplicatoren  k,,  1,,  Ij  n.  s.  w.  erh&lt  mu  au 


'»iiii+<»»8*«+''M*»  +  ---  +  <'B-i,s*»-i+'»>ia  —  0       >       (Q 

aiiii,4-°S!»'Ji+<w.il8+..-+"«-i,itli^i  +  '»«iit  =  0      / 
deren  Anzahl  gleich  n — Isein  moBS. 

Ereignet  es  sich  nun,  dass  die  Werte  der  unbekannten  Grössen 
Kf  "^i  h'>  ■■■  nnendlicb  gross  aussen,  so  erscheint  der  W^rt  fix 
X,  in  unbestimmter  Gestalt,  welche  in  der  Regel  nur  eine  acheinbarc 
ifit,  da  xt  meisteng  einen  bestimmten  Wert  bat 

Will  man  in  solchem  Falle  die  Auflösung  mit  Hülfe  der  Hethodr 
von  BÖzont  durchfahren,  so  dividire  man  jede  der  Glcichnngen  in 
System  (C)  durch  A,-i  und  gehe  zur  Grenze  über,  dann  ergeben  sieb 
unter  der  Voraussetzung,  dass  oni,  ona,  a^a,  .-.  "h.  endliche  Gross» 
bezeichnen,  die  Gleichungen: 

(D) 

o,,  lim  (^^ -J  +  o,.  lim  (^ j  +  oji  lim  (^J  + . . . +a«-i,i  -  0 
Ol, lim  ( j^ j +a„ lim  (jj^-j +a„ lim  (j^J  + . - .  + o—u  -  0 . 
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■"'"(y +"»'»(b,)+°""»(t,)+-+'*-''  - " 

•1.  «"■  (y +«.  lim  (y  +  "i.  lim  (y  +  ... +0.-1,-0 
Wird  der  Aasdmck  fdr  n,  in  folgender  GcBtalt 

'■fc)+^(b)+^(b)+-+^-+b 
•'"".'(b)+-fc)+-(b)+-+»-..'+£. 

dargestellt,  limdsr  gebildet,  rechter  Hand  die  Werte  von 

'"(t,)'  "°(fc)'  "»(fc-,)  »••■"■ 

durch  diejenigen  ersetzt,  notche  man  aas  den  Oleichnngen  (D)  erhält, 
Bo  ergiebt  eich  dnrcb  Uebergang  znr  Qrenze,  unter  der  Voraae- 
setzang,  dasB  im  und  onr  endliche  Orösacn  bedeaten,  der  wahre  Wert 

von  Xr. 

Ein  zweites  Verfahren  zor  Anffindang  dee  wahren  Wertes  fOr  «r 
besteht  darin,  dass  man  mit  Hülfe  der  Gleichnngen  (C)  n — 2  Hnlti- 
plieatoren  als  Fnnctioneo  des  n  —  1  ten  darstellt  and  die  gefandenen 
Wert«  in  den  Ansdrack  tür  xr  einfuhrt  Dadnrch  wird  xr  eine  lineare 
Fnnction  dieses  Maltiplicators  nnd  erhält  die  (Gestalt: 

*'  -  A'+B'X,  ^^ 

Nach  ToUfOhrter  Division  im  Zähler  nnd  im  Neuner  durch  1^  und 
Berllckaichtigni^,  d&ss  sowohl  A  all  auch  A'  nur  endliche  Werte 
haben  kOnnen,  erscheint  beim  Uebergang  znr  Grenze  fOr  ein  anendlich 
gross  wdendes  l^  der  wahre  Wert: 

Xmx,~^  (F) 

Die  nachfolgenden  Beispiele  werden  diese  Methoden  in  ein  helles 
Licht  stellen. 

Beispiel  1.    Es  seien  die  Gleichungen  gegeben: 

2a',  +  3ir,+5irs  =  17 
4ari  +  6a-j  +  7a8  -=  31 
9:r,-7!r.+  2l3-15 

welche,  wenn  dieselben  durch  Determinanten  aufgelöst  werden,  die 
LOSDQgen  xi  •'S,  K]  —  2,  zj  ^  1  erfjeben. 
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Wendet  man  nun  die  Methode  tod  B^zont  in  der  Weise  an, 
daas  man  die  zweite  nod  dritte  Gleiclmng  mit  den  CoeffideuteD  i^ 
und  i^  multiplicirt  und  hierauf  BSmmtliche  OieichangeD  addirt,  daan 
ergiebt  sich  die  Gleichung; 

{2-Mi,+9ij)i,  +  {3+61,-7A,)»,  +  (5-f  7i,+2A,)*8  =  17-|-311,+15A, 
Behuf  BestunmoDg  vod  x,  ergiebt  aicb: 

17  +  31V+1M,  34-61,-71,-0 

"'  2+H,  +  9i,   '     """•    6+71,  +  21,— 0 

tOB  den  BediDgiuigBgleidiaDgen  folgt: 

, «         . 9 

*'  "     61 '      *»  61 

and  nach  EiDsetzung  dieser  Werte  in   den  Ausdruck  für  x,  erhält 
mau: 

,,     -31.41       15.9 
17  _  -^^ ~ 


*'~  4.41       9.9     "'* 

^  ~    61    "61 
Es  ergiebt  aicb  ferner: 

17  +  31^  +  15*,  24-4i,  +  9it  — 0 

''"      3  +  6i,-7i,         ""^      6+71.  +  2i,-.0 
aas  diesen  Bedingnugsgleichangen  findet  man: 

'^  55'      *»       65 

und  wenn  sabstituirt  wird: 

,       31.41   ,   15.6 

*•-  6jll_7^     -** 

^         55  56 

Znr  Bestimmung  von  x^  findet  sich: 

17  +  3U,  +  16A, 
"^  5  +  7i,4-2ij 

daneben  besteben  die  Gleichnugon: 

2+4i,+9i,-0 
3+6J,  — 7il,=0 
ans  welchen  1^=  —  },  i,  =  0  folgt.    Durch  Substitution  findet  sich 
dann: 

"-¥    , 
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Mau  erhalt  also  nach  dieser  Methode  and  die  aufzulösenden  Glei- 
cfanngen  anf  diese  Art  componirt,  die  nämlichen  Worte  far  Xj,  i^  und 
xg  wie  durch  die  Methode  der  Determinanten. 

Hfttte  man  aber  die  AaflOgang  dieser  Gleichungen  in  der  Weise 
beirirkt,  dass  man  die  erste  and  zweite  mit  den  Coefficienteu  A,  und 
A,  mnltiplicirto  and  von  der  Samme  dieser  beiden  Gleichungen  die 
dritte  snbtrahirte,  dann  h&tte  sich  die  Gleichung  ergeben: 

{2i,-|-4i,-9)i,  +  {3ii+fiA,-f  7)^,  4-  (5i,+7A,— 2)«:,  ~  lVl,+31i,— 15 

Die  Werte  ftlr  zi  und  zj  ergeben  sich  genau  wie  oben,  fQr  den  Wert 
von  z,  erhftlt  man  aber: 

m^  +  31A,  — 15 
''~      6A,+7ij  — 2 

daneben  bestehen  die  Bedingnngsgleicbaagen : 

2i,  +  4i,  — 9-0 

3*i  +  6i,  +  7  =  0 
ans  welchen  i,  =-f-oD,   A,  --— oo  folgt*).     Dadurch  erhält  »■g  die 
GesUlt: 

00  — 00  —  16 


welches  eine  unbestimmte  Form  ist,  es  borrscbt  aber  wie  man  sieht, 
nur  eine  scheinbare  Unbestimmtheit  vor,  denn  z,  bat  in  diesem  Falle 
einen  festen  bestimmten  Wert  Um  diesen  zn  finden,  erhält  man 
nach  der  ersten  Methode  ans  den  obigen  Bedingnngsgleichnngen: 


U.(^)=-2 
0  zg  kann  aber  auch  in  der  Form 


*)  Da  ilirse  Qliirhnngen  >d(  die  Formen : 

i,  +  2J, } 

gebracht  werden  können,  bo  erkennt  man,  iati  dieac  nicht  mit  einander  Ter- 
tr^licb  sind  und  nur  durch  anendlich  grosse  Werte  fQr  Jt,  nnd  l,  erlllUt 
Verden  kOnnen. 

9)< 
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dargestellt  werden.    Macht  man  nnn  hier  den  Orenzemabei^Kang  und 
Bobstitairt  fltr  Umlr )  den  eben  gefnndenen  Wert,  bo  kommt: 

lima^  "  1 
welches  der  wabre  Wert  ist 

Nach   der   zweiteo  Methode  ergiebt  sich  ans  den  Bedingnags- 
glticbongen 

9  —  21,  7  +  3^1 

*t 4  fi- 

und  nacb  Einftthniog  dee  ersten  Wertes  in  den'  Ansdmck  far  v , : 

'"■+^'(^-)-'^  _?VHii_!±f 

also  nach  ansgefahrtem  GrenzenQbergaog: 

limx,  —  1 
Nach  Eingetzang  des  zweiten  Wertes  erh&lt  man: 


m,-3i(l±?i)-i6 


also  wenn  man  Enr  Grenze  flbei^eht: 

lim«,  —  1 
wie  oben. 

Beispiel  2.    Es  sind  die  Gleichungen  gegeben: 
2«,+     1,-51,  =  —  19 
3aii—   5i,  +  2ic,=      29 
9*,  — 15«,  4-7«,=      91 

Wird  die  AnflOsug  mit  Httlfe  der  Determinanten  vollfthrt,  dum 
ei^ebt  sich  2^  —  2,  jej  —  —  3,  «,  —  4.  Unltiplicirt  man  die  zwäte 
nnd  die  dritte  Gleichang  mit  den  Factoren  l,  and  1,  and  addirt 
•&mmüicbe  Gleichungen,  so  findet  sich  nach  der  Methode  von  B6«>Bt : 
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19+29A,+91ij 

Zur  Besümmtuig  von  g^  ei^ebt  sich: 

911,+29i,  — 19 
*»~     9i,+3i,+2 

nnd  die  BediogangBglflidiangen : 

— 161,  — 6I1+I-O 

7i,+2i,— 5-0 

US  welchen  sich 

68       ,        23 
h -5,      h~-^ 

ei^ebt.    Führt  man  dieee  Werte  in  den  Ansdrnck  ftr  x,  ein,  dann  ist: 


;  bereits  durch  Determinanten  gefasden  wnrde.    Ferner  ist: 
_  911, +  29^,-19 


9A,+3i,  +  2  =  0 
71,+2J,  — 6  =  0 


aus  welchen  Gleichnogen  l^—- 
dorch  Sobstitntion  dieser  Werte: 

wie  oben  gefvnden  wnrde. 

Fflr  den  Wert  von  xg  ergiebt  Bicb  aber: 

_  91A,+29ti  — 19 
*ä~     71j  +  2i,  — 5 

daneben  die  BedingnngsgleicboDgen : 

9i,  +  3A,  +  2  =  0 
—  16ij  — 61,  +  1  —0 
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ans  welchen  sieb  Ij  =  — oo,  1,  =.  +  00  findet*),  dadnrch  wird: 


welche  Form  nnbeatimmt  ist.  Allein  dieao  Unbestiramtheit  ist  nur 
scheinbar,  denn  aas  den  Mnltiplicatorecgleichungen  findet  man  nach 
der  ersten  Methode: 


"©■ 


ist,  so  ergiebt  aicb  durch  Uebergang  zar  Greoze  und  Einftthmng  des 
Wertes  von  lini(r)  '"  den  Bmch  rechter  Hand: 

limxj  —  4 
welches  der  wahre  Wert  ist. 

Nach  der  zweiten  Methode  ergiebt  sich: 

folglich  nach  Einfttbmng  des  ersten  Wertes  in  den  Ansdmck  fllr  «-,: 


«(^5^^)^ 


daher: 

lim  Zg  =:  4 
wie  oben. 


20A,  +  194       '"^  A, 


Beispiel  3.    Man  habe  die  Gleicbongen: 

4=1,  — 3fc,  +  7a;,  — 814  =  13 

6j»i  +  ae,  +  &i^  —35 

—  «,  +  5«j  +  15«,  —20 

9*1  4- Ar,  =  57 


*J  WeU  diete  Glejchnngsn  auf  die  Fonui 

',+31,  -  i 
gebracht  werd«D   kBnnen,   lu   i«[   enii^htlkh,   diiBs  nur  unendlich  grosse  Werte 
fOr  2,  nnd  X^  denadben  Oenflge  laisten. 
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ans  welcbeo  mit  Hfilfe  der  Determinanten  ir,  —  5,  x^^  —  1,  a^  —  2, 
«4  —  3  geftinden  wird. 

Fttr  deo  Fall,  dass  man  die  Uethode  von  Bäzout  anwendeD  will, 
ei^iebt  sich,  wenn  man  die  zweite,  dritte  nnd  vierte  Gleichatig  mit 
den  Mnltiplicatoren   i^,  i,,  1,   Tersieht  nnd  sAmmtliche  Gteichnngen 
addirt: 
(9i,-i,+51,-M)*,  +  (5i,+2A,-3)*,  +  (151,-l-6i,+7)«,  +  (41,-8^ 

-  57Aj+20i,+36i,+13 
Zar  Bestimmung  von  z^  hat  man  »an: 

67X,  +  20Xg  +  35i.+13 

daneben  bestehen  die  Bediognngsgleichnngen : 

6i,+2i,— 3  =  0 

161,+6i,+7  =  0 

«g  -8  =  0 

aoB  welchen  ij=— oo,  l,=s-|-aci,  1,  =  2  folgt.    Dadnrch  wird: 

127  +  00  —  00 

welche  Form  Bcbeinhor  unbestimmt  ist;  um  den  wahren  Wert  zo 
finden,  haben  wir  ans  den  beiden  ersten  Bedingnngsgleichnngen  nach 
der  ersten  Methode: 

"°(r.)— *■   """(Ö-° 

femer  ist  aacb: 

geht  man  in  dieser  Oleichnng  znr  Grenze  über  nnd  filhrt  die  Werte 
für  liml  pj  nnd   limlj^j  ein,  dann  findet  sich: 

limxi  —  5 


Femer  ist: 


,.,  ,_i^_(y-i) 


man  hat  also  nach  der  zweiten  Methode: 
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27i,+107 


und  darch  Veberguig  zur  Grenze: 

lim«,  —  5 
wie  oben. 

Um  den  Wert  Ton  x,  in  erbalten  bkt  man: 

"»"  6J,+2i,-S 

ferner  eziatiren  die  Bedingangsgleichnngeu : 

4i,  -8-0 

ans  welchen 

837  97 

^ IT'  ^'81'      ^-  +  2 

erhalten  wird;  schreibt  man  diese  Werte  in  denAnsdruck  ftkr  x,  < 
and  redncirt,  so  ei^ebt  sich: 

x,=-l 

wie  oben. 

Um  den  Wwt  von  te,  zn  erhalten  ist: 

57^+2(W,+36iti  +  13 
'^°  15i,+6i,  +  7 

und  OB  bestehen  die  Bedingangsgleicbangen : 

5J,_t-21,  — 3  =  0 
4ij  —8  =  0 

diese  Gleichnngen  geben: 

*■ 27'      "■       27'      ^ 

nad  eingeftthrt  in  den  Wert  fdr  zg  giebt: 

Endlich  findet  sich  2nr  Bestimmnng  des  Wertes  ron  tr^;. 
57i,  +  S0»,+3S>i  +  13 
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ferner  bat  msn  die  BedinKongsgleicIiiiBgen: 

SJ^i+aii  — 3  =  0 
151,  +  61,+7-0 

wddie  die  Werte:  Aj=  —  a»,  1,— -f-oo,  ;i,->-|-03  finden  lasten, 
dadurch  ergiebt  sich: 

oo  +  oa  —  00 13 

«t 00  ^(io 

weihe  Form  wieder  nnbeEtinunt  isL  Aber  diese  ünbesdmmtheit  ist 
nur  scbünbar,  denn  man  erhBlt  «u  den  BedingangsgleichongeD: 

nnd  der  Wert  fllr  a«  Usst  sidh  schreiben: 

geht  man  in  dieser  Gleichung  zur  Grenze  Ober  nnd  setzt  rechter 
Hand  die  Werte  f&r  Um l^j  und  lim (j)  ^"^  ^  ergiebt  sich; 

limiE4  =  3 
welches  der  wahre  Wert  ist. 

Nach  der  zweiten  Methode  ergiebt  sich   dnrch  Elimination  der 
Holtiplicatoren  it  nnd  k^i 

setzt  man  diese  Werte  in  den  Aoedrack  fftr  »4  ein ,  dann  erscheint 
dieser  nur  noch  als  Function  von  1,  und  man  erh&It  nach  einer 
leichten  Sednction: 

166  — 321^  -j^—iU 

**  —  _  68  — 108A,"  _  6§_io8 

also: 

limiE«  —  3 
wie  oben. 

Beispiel!.    Es  seien  die  Oleichnngen  gegeben: 
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a;,— 2ir,  — arB  +  öir«  —        26 

welche  mit  Hülfe  der  Determinanten  aa^etöst  die  Werte:  x,;=X|  = 
g^=t:^  =  ^  liefern,  die  also  hier  sofort  in  unbestimmter  Form  anf- 
tretea.  DasB  diese  aber  im  vorliegenden  Falle  nicht  eine  scheinbare, 
sondern  in  der  Tat  vieldeutige  Form  ist,  ist  leicht  zn  erkennen,  denn 
wenn  wir  irgend  ein  resolvirendes  System  componiren,  so  ergiebt  dcb: 

Auflösung : 


x,-2 
i^ 3 


mitbin  also  das  vorli^nde 


tem  wirklich  unbestimmt. 


Behuf  Anwendung  der  Methode  von  Bizout  wollen  wir  die  drü 
ersten  Gleichungen  mit  den  Coefficienten  l^,  If,  Xt  mnltipliciren  and 
dazu  die  vierte  addiren,  dann  findet  sich: 

(8A,+41,  +  4A,  +  lK  +  (4i,  +  2i,+2i,-2)^ 
+  (4ii  +  2i,  +  2i,~3)«j  +  (2A.-A,-4i,+6)*4 
—  30i,  +  5i,  — 10*8+26, 
Zur  Bestimmung  von  x,  bat  man: 

30X,  +  5it  — 10A,  +  2_6 
'''  °    8ii+4i,+  4As  +  I 
daneben  besteben  die  Gleichungen: 

4i,  +  2i,+2ij  — 2-0 
4*i+2i»+2iB  — 3  =  0 
2i,-   i,-4i,  +  6-0 
aus  wolcbeu  l^  =+<»,  ij^  — co,  ij  ■=  +oo  gefunden  wird.     Da- 
durch nimmt  der  Wert  fär  x,  folgende  Gestalt  an: 
CO  — 00  — 00+26 

^  =«.-oo+oo+r 

welche  Form  In  der  Tat  unbestimmt  ist,  denu  es  lässt  sich  schr^bea: 


+   *  +  £ 
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bewirkt  man  den  Grenzenflbergang  und  sraetzt  rechter  Hand 
limt^J  dnrcb  f,  liml^j  dnrch  — j,  welche  Werte  ans  den  Molü- 

pltcatorengleichangen  dnrch  Division  mit  ig  nnd  nachherigem  Oren- 
zenQbei^iaiige  gewonnen  werden,  dann  resaltirt: 

limiri  —  8 
welche  Form  in  diesem  Falle  wirklich  nnbestimnit  ist. 

Zq  demselben  Resoltate  gelai^t  man  nach  der  zweiten  Methode. 
Ans  den  Mnltiplicatorengleichangen  6ndet  sich: 

'.-(^)-C-^^V(-'i*^)-(^}' 

nehmen  wir  beliebige  Werte  für  die  OrOssei  A,  nnd  1, ,  man  wird 
immer  das  richtige  Reenltat  g  für  z,  finden,  wfthlen  wir  die  ersten 
ans,  so  ei^ebt  eich: 

so,-5(V%)-.o(fe±J)  +  ae 
-s,-,(L\)+,(*^)  +  . 

nnd  vereittfocht: 

(90  — 90)Ai4-28 
'"»  "  (40— 40)A,-j-23 

Eier  dürfen  im  Zähler  nnd  im  Nenner  die  Producte  nicht  getilgt 
werden,  weil  bei  dem  Grenzenflbergange  1,  nnendlich  groBS  wird,  man 
erh&lt  daher: 

90-90+^ 
jTj  „  — 

40-40+f 

folglich : 

lim«  =  8. 
Znr  Bestimmung  von  X|  findet  sich; 

30Ai  +  5A,— 10^3  +  ^ 
"^  ~    4i,  +  2i,+  2i,-2 
ferner  ezisUren  die  Bodiugnngsgleichnngen: 

8i,+4A,+4i,+  l-0 
4i,4-2i,  +  21j-3-0 
2Ai—   l,  — 4i,  +  6=0 

ans  welchen  nach  Anwendung  der  Determinanten :  i,  =  +  od,  Aj  —  —  v, 
i,  — -^<x  gefnndea  wird,    Dadorch  ergieht  sich: 
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_^«i  — 00  — 00+86 
*■  "  00  —  00  +  00  —  2 

welche  Form  in  Wirklichkeit  unbestimmt  ist,  denn  es  kann  geschrieben 
werden : 

CA 


»ilMÖ 


und  weil  ans  den  Bedingangsglelchni^en 

Bich  erglebt,   so  findet  man  dordi  Uebergang  tnr  Grenze  und  durch 
EinfOhmng  der  eben  gewonnenen  Grenzwerte; 

lim«,  —  J. 

In  Hinsicht  der  zweiten  Methode   ergiebt  sich  ans  den  Bedin- 

gnngsgleichnngen ,   wenn  man  A,  and  lg  als  Fanctlonen  Ton  i,  dar- 

steUt: 

101,  /10A^  +  7\ 

1, 3  ^      g       ^ 

16Ai+26      IVf  23  _  16Ai  — 3  _  8V+9 
^°12~6        ~12~6 

Welche  Werte  man  anch  w&hlen  mag,  es  wird  sich  stets  das  richtige 
Besnltat  ergeben,  nehmen  wir  z.  B.  die  ersten,  dann  findet  sich : 


».-^-K'°^-)  +  ' 


(180—160)1^  +  31 
*»  "°    (40—  40)li  +  13 

wo  man  in  dem  Bmcho  rechter  Hand,  sowohl  Im  Zahler  wie  anch 
im  Nenner  die  Prodncte  nicht  streichen  darf,  da  sie  die  Form  0 .  tx 
haben.    Nnn  ergiebt  sich: 

180  — 180+p 


40-    40+" 

and  nach  Tollzogenom  GrenzenQbergang : 

lima!,  —  % 
wie  oben. 
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30Jti  +  5;t,  — lOlg  +  26 
''  ~    4i,+21,+  2J,-   3 

and  die  Bedingangsgleichiuigen  i 

lOtt  man  diese  mit  Hülfe  der  Determinanten  auf,  dann  findet  »cb: 

i,  —  +  0»,    1,  —  —  (»,    i,  =-+oe 
and  damit  wird: 


»-«+«■-   3 


welcher  Ausdmck  in  der  Tat  nnbestimmt  ist,  denn  bringt  man  In 
gleicher  Weise,  wie  bei   den  Werten  z,  und  x^   die  oben  gezeigten 

j  HeUioden  znr  Bestimmung  des  wabren  Wertes  zur  Anwendang,  dann 
ergiebt  eich  beide  Male: 

!  Iim«s  =  «. 

Endlich  hat  man  znr  Bestimmung  von  tc«: 

I  30;tt+6;t,-10i,  +  86 

I  "*-    2i.-  i,-  41,+  6 

daneben  die  Qleichnngen: 

I  2i,+   i,+  ij-l-O 

'  41i+21,+2i.-3-0 

ans  welchen  x^  =•  kt  "'  ^t  ="  i  gefanden  wird.  Diese  Gleichnngeu 
bezeichnen  geometrisch,  wenn  man  die  Holtipücatoren  als  veränder- 
liche Coordinaten  betrachtet,  drei  Ebenen,  welche  sich  im  unend- 
lichen in  einer  geraden  Linie  durchschneiden  und  es  erscheint  somit 
der  Wert  von  k^  von  vornherein  in  seiner  wirklichen  anbestimmten 
Form  $. 

ClMsthal,  im  October  18B3. 
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Miscellen. 


Bemerkung  Ober  den  Anbatz  tos  Tilyl,  Seite  105, 
nnd  deBsen  Torfrin^r- 

Der  oitirto  Aufsatz  liandelt  Ton  den  Fällen  mehr&cher  Colli-  - 
Deation  zneier  Dreiecke.  Derselbe  Gegenstand  ist  bereits  1870  von 
J.  Rosanes  uad  H.  Schröter  in  den  Mathematiachen  Äonalen  TOn 
Clebsch  und  Keamaan,  Bd.  II.  S.  £49  und  653,  bearbeitet  Herr 
Professor  H.  Scbräter  hat  micb  nnn  aufgefordert  die  Priorit&t  des 
Herrn  Professor  J.  Rosanes  und  seine  eigene  gegenüber  der  Arbeit 
Ton  Yiiyi  zn  constatiren.  Ich  nehme  daraus  Aulass,  erstlich  die  an 
jener  Stelle  unterlassene  ErwShDnng  beider  Arbeiten  hiermit  nach- 
zuholen, ferner  aber  die  beiderseitigen  Arbeiten  mit  einander  za  ver- 
gleichen. Es  wird  sich  daraus  ergeben,  dass  der  Aufsatz  von 
V&lyi,weitcntferntoiue  Wiederholung  seiner  Yorgftnger 
ZD  sein,  sich  weder  ganz  noch  zum  Teil  mit  ihnen  deckt 
and  in  Verfahren  und  Darstellung  der  Resultate  vOllig 
unabhängig  von  ihnen  ist  Im  Zuwerkegehen  tritt  jeder  Be- 
gegnung die  Urverschiedenheit  in  den  Weg,  dass  Rosanes  die  Be- 
dingungen perspectivischer  Lage  beider  Dreiecke,  auagedrflckt  in 
Bezug  auf  ein  beliebiges  Fundamentaldreieck,  aufstellt  aud  bei 
diesen  Bedingungen  verweilt,  während  VÜji  relativ  zu  dem  einen 
Dreieck  in  einfachster  allgemeiner  Form  das  andre  unmittelbar  per- 
specliviscb  darstellt,  so  dass  er  mit  den  Bedingungen  perspectivischer 
Lage  Oberhaupt  nicht  zu  tun  bat,  nud  nnu  mit  den  allein  verfttg- 
baren  3  Coefficienten  operirt,  von  deren  Relationen  die  Falle  mehr- 
facher GoUineatioa  abhängen. 

Das  erste  Resultat  von  Rosanes,  entnommen  ans  der  Beobachtung 
Jener  Bedingungsgleichungen  ist  der  Satz: 

Wenn  den  Punkten  a,  b,  c  die  Pnnkte  A,  B,  C  ia  2  verschie- 
denen Anordnungen  perspectivisch  entsprechen,  welche  aus  einaiuler 
durch  cyklische  Permutirung  hervorgehen,  so  liefert  auch  noch  die 
dritte  cyklische  Permntation  von  A,  B,  C  eine  Anordnung,  welche 
a,  b,  e  perspectivisch  entspricht. 
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Diese  Bemerkang  ist  vod  TÄlyi  nicht  aoBgesprochen,  denn  sie  ist 
tlberbolt  durch  die  Bediogung  dreifacher  Collineation  für  cyklischo 
Vertanschnng,  ana  der  sie  rückgängig  leicht  hervorgeht,  da  aodre 
c;kliache  VertauscbangeD  als  dreifache  ihr  zufolge  unmöglich  Eiod, 

Auf  der  auderD  Seite  ist  die  eDtwickelte  Anfstelinng  der  Bedin- 
gnagen  der  4  Fälle,  welche  bei  Välyi  das  Haaptresuitat  bildet,  bei 
Rosanes  gar  nicht  vorhanden,  mitbin  iu  jeder  Beziehung  neu.  Will 
Herr  Schröter  diese  als  eine  zu  leichte  Folgerang  aus  -der  Gombi- 
oation  der  6  Gleichungen  für  keine  neue  Leistung  gelten  lassen,  so 
wird  er  jedenfalls  nicht  bestreiten  können,  dass  sie  ohne  Hülfe  irgend 
einer  Aufstellung  von  Rosanes  noch  viel  leichter  gewonnen  worden 
sind,  als  sie  sich  aus  dessen  complicirten  Formeln  herleiten  lassen. 

Die  Fälle  2,  3,  4  und  6  facher  Gollineation,  abgesehen  von  iiaea 
BediDgnngen,  gehen  natürlich  auf  beiden  Seiten  als  dieselben  hervor. 
Der  Fall  imaginärer  sechafacfaer  Collineatien ,  der  einzige  auf  den 
Rosanes  näher  eingeht,  liefert  insofern  einen  Berühnmgspnnkt  der 
beiderseitigen  Dednctioncu,  als  darin  die  dritte  Wurzel  der  Einheit 
eine  Bolle  spielt. 

Alles  Genannte  hat,  wie  es  acheint,  bei  Rosanes  nur  die  Bedeu- 
ttiQg  beiläufig  am  Wege  gewonnener  Resultate.  Sein  Ziel  ist,  die 
geaammto  Configuration  uiter  eine  umfassende  Anschauung  zu  stellen, 
was  er  durch  Constrnction  der  Oerter  variabeler  Eckpunkte  in  Ane- 
fahning  bringt  Diese  seine  Hauptaufgabe  ist  von  Y&tyi  gar  nicht 
berührt  worden. 

Die  Arbeit  Schröter'«  „Ueber  perspectivisch  liegende  Dreiecke" 
behandelt,  wie  er  selbst  sagt,  dieselbe  Frage  synthetisch,  welche  die 
Arbeit  von  Rosanes  „Ueber  Dreiecke  in  perspectiviscber  Lage"  vor- 
her analytisch  behandelt  hat.  Die  Seiten,  nach  denen  hin  die  Frage 
in  beiden  verfolgt  wird,  sind  so  ttberoiustimmond,  dass  ich  wol  einer 
gesonderten  Vergleichnng  mit  letzterer  überhoben  bin, 

Herr  Prof  Schröter  wird  hiernach  gewiss  anerkennen,  dass  Herr 
Yälyi,  sofern  er  aus  den  oben  bezeichneten  Arbeiten  nicht  den  ge- 
ringsten Nutzen  für  seine  Arbeit  ziehen  könnt«,  auch  nicht  die  Pflicht 
hatte  dieselbe  zu  nennen.  R.  Hoppe. 


Komeiit  der  gegenseitigen  Anziehung  der  beixenzten  Schenkel 
I  eines  Winkels. 

Das  hier  behandelte  Thema  möchte  sich  wegen  der  Einfachheit 
des  Resnltsts  zu  einer  Vebungsanfgabe  eignen,  namentlich  wenn  sich 
die  l^snng,  die  ich  durch  Rechnong  herleite,  auch  auf  geometrischem 
Wege  ei^ebeu  sollte. 
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Der  Scbeitel  dee  Winkels  e  ^sei  Anfangspankt  der  oy ,  der  eine 
Schenkel  a  Axe  der  «,  anf  dem  andeni  b  sei  •>  eine  variiible  Strecke. 
Diinn  sind 

IT,    0    nnd    «coBd,    «sinti 
die  Coordinaten  zweier  Punkt«  auf  a  and  5,  and,  wenn  wir  bloss 
eine  Drehung  des  zweiten  Schenkels  znlassen, 

5^1  ^  — ttsinvdf,     Sj/i  ^  vcosvSv 
die  Variationen  des  Pnnktes  (u).     Die  Componeiit«n  der  Anziehung 
der  Linien  demente  d»  nnd  du,  deren  Einheiten  sich  in  der  Entfer- 
nung 1  mit  der  Intensltftt  1  anziehen,  nach  Newton'schem  Gesetz  «nd: 

MC08P— e^^  u  Binr^ 

X  —  -i atdu;      Fi=  — r-  axSu 


Fflgen  wir  eine  Kraft  p  hinzu ,  die  anf  den  Punkt  u  —  1  senkrecht 
anf  den  zweiten  Schenkel  wirkt  nnd  der  Geaammtanziehnng  das 
Gleichgewicht  h&lt ,  und  fuhren  die  Werte  in  die  Gleichung  der  vir- 
tuellen  Geechwindigkeiten 

//(Xfe.+  ydy,)  =  0 
ein,  so  kommt,  dit  —piv  das  virtuelle  Moment  von  p  ist: 


Bezeichnet  e  die  dritte  Seite  des  Dreiecks  aba,  ist  also 

e  —  Va^+i'  —  2aAcost> 
der  Endwert  von  r,   so  ei^bt  die  snccessive  Integration  nach  den 
gewöhnlichen  Formeln: 

'-'-^ 

Die  80  dargestellte  GrOsse  ist  das  Moment  der  Anziehung  zwiaehen 
a  and  b  nach  Newton'schen  Gesetze,  ausgedrOckt  in  der  als  constant 
betrachteten  Anziehung  zweier  Unieneinheiten  von  a  und  i  in  der 
Entfemang  1  als  Einheit. 

Angewandt  auf  die  extremen  Fälle  ergibt  die  Formel  bei  ver- 
schwindendem  v,  dass  p  sine  gleich  dem  doppelten  kleinsten  Schenkel 
wird,  wenn  hingegen  v  ein  gestreckter  Winkel  wird,  Terschwindet; 
im  letztern  Falle  verschwindet  auch  p  selbsf^        R.  Hoppe. 
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LibrMrie  Cli.  IMugnn,  Ib.  rne  Sonfflot,  I'ari*. 

Tables  de  logarithmes  ä  six  decimales 

construites  stir  un  plan  nouveau  par 
A.   8  6  n  0  i  8 1 


CcB  tftbles  difföreot  des  recaeils  logarithmiqaes  i,  six  dödmalos 
qai  ont  6t6  pnbli^s  jnsqu'  icL 

1)  par  )a  dispoaitioa  ä  U  fois  logarithmiqne  ot  antilogarithmiquc 
des  parties  proportionnelies- 

2)  par  le  aystSme  de  la  donble  entr^e  appliqu^  meme  &,  ]b  partie 
trigononietriqae  de  la  table. 

3}  par  la  r4nDion  de  la  table  des   petita  arcs  k  la  table   des 
nombres.  - 

Les  titr«  et  les  pritueta  de   eet  ouTra^e  sont  k  la  foIs  en 
fraa^ali  et  en  allenand. 


I  voL    gr.  8**.    Prix  fr.  10.    brocb6,  fr.  11.  60.    cartonnS  snr  tolle. 


Im  Verlage  von  T»uck  &  Gr»sse  in  Halle  a.jS.  encheint: 

Zeitschrift 

fdr 

Naturwissenschaften. 

OriginaiabhudlNigu  oid  Berichte. 

Im  Auftrage  des  nalurwItMPiMhaftllohen  VbkIpm 
fOr  SaohMD  und  ThQringen 

Ur,  BraSB.  Oelieimer  Bergralli  Dnncker.  Freiherr  tob  FrltMll,  Pro/cMor 
m  KjIIc  Prof.  fiareke  in  Berlin.  Prof.  Dr.  Knoblauoll,  Geh.  Kvit.-Batb., 
Frlsidcni  der  Leopold injichrn  Acndcmie  der  NaturforBchcr  in  Halle.  Qeh. 
Rilh  Prof.  llr.  LeHflkart  in  Leipzii;-  Prirntducent  Dr.  Loedeckfl  und 
Prr>r.   Dr.  E.  Sebmidt  in  H<illc. 
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MATHEMATIK  und  PHYSIK 


mit  besonderer  lifickaicht 


auf  die  BedUrftiisse  der  Lehrer  an  höheren 
Untern  chtsanstalten. 


Gegründet  von 

J.  A.  GrnBert, 

fortg«Bebt  von 

R.   H  •  p  p  e. 


Siebzigster  Teil.    Viertes  Heft. 


(lUt  a  Iltbo^nphirUn  Tiftln.) 
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G.  A.  Koch'g  Verlagebachhandliing, 
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Soeben  orschienen  und  durch  oUe  BDchh&udlaagen  za  bedehen : 

Jansen,  Dr.  K.,  Physikalische  Aufgaben 

für  die  Prima  höherer  Lehranstalten,  gr.  8>.  (IT  a.  IbO  S.)  M  1.80. 
Es  soll  durch  diese  Sammlung'  dem  Lahrer  daa  zeitraubende  Diktieceii 
phyaikaliacher  Aufgaben  erspart  uad  dem  Schüler  Gelegenheit  gegeben 
werden,  sich  zu  Hanae  nach  eigenem  Bodiii&iisBe  iui  Lösen  phjsikaliEchet 
Aufgaben  zu  üben.  —  Die  Aufgaben  sind  ftir  die  vorliegende  Sanunlimg 
eigens  ausgearbeitet  und  nicht  andern  Sammlungen  entlehaL  Dem  Zwecke 
des  Buches  entsprechend  erstrecken  sich  dieselben  über  süe  Theilo  der 
Physik  in  dem  Masse,  wie  dieselben  in  der  Prima  höherer  Lehranstalten 
durchgenommen  bu  werden  pflegen.  Es  ist  dahin  gestrebt  worden ,  die 
Auffjaben  so  viel  als  möglich  wirklicheu  VorkommDiSKen  anzupasseQ.  — 
Obwohl  dos  Buch  xnnächst  der  rechnenden  Physik  dienen  soll,  so  schien 
es  doch  nicht  unpassend,  hier  und  da  einzelne  Eon stiuktionsau {gaben 
einzua  ehalten. 


In  meinem  Verlage  ist  heute  erBcbicnen  uad  durch  jede  Bach- 
handlang  za  beziehen: 

DIE 

BESTIMMUNG  VON  METEORBAHNEN 

NEBST  VERWANDTEN  AUFGABEN 

DARGESTELLT 
•S.  EDltLP  LEUAKIf-nilfö 

PRIVATDOCENTBN  DER   ASTBONOHIE  AN   DEH   BERLINER  UNIVERSITÄT. 

HERAUSGEGEBEN  MIT  UNTEESTÜTZONG  DEB  KÜNIGLIÜH 
PKEUSSISCHEN  AKADEMIE  DER  WISSENSCHAFTEN. 

MIT  EINER  TAFEL. 

Cart.  5  Mark. 
Berlin,  15.  October  1863.  Geoir  Reimer. 


Im  Verlage  der  J.  G.  Cotta'sehen  Bnehhandlnngr  in  Stittgiirt 
orschien  aoeben: 

Die  Zunahme  der  Wärme 

mit  der  Tiefe  ist  eine  Wirkung  der  Schwerkraft. 

Von 

Oottfaold  Landenberger. 

S".    28  Seiten.     M.  1.  2ü  Pf. 
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XXVI. 

lieber  Lisaajous'sche  Curven. 


Herrn  Himstedt, 

Gjinnasiallehrer  Id  Loeban,  Wcttprensscn. 


Um  die  Bewcgang  eines  oscillirenden  Punktes  dem  Auge  sichtbar 
zn  machen,  kann  man  in  folgender  Weise  Verfahren. 

Han  befestige  au  das  Ende  einer  vertical  gestellten  Stimmgabel 
einen  kleinen  Spiegel,  so  dass  die  Ebene  des  letzteren  senkrecht  za 
der  Kichtnng  der  Schwingangen  der  Gabel  sich  befindet  In  einiger 
Entfernung  davon  stelle  man  eine  zweite  Stimmgabel  horizontal  aaf, 
welche  an  ihrem  Ende  gleich&lls  einen  in  d£r  vorhin  angegebenen 
"Weise  befestigten  Spiegel  tragt.  Die  Stimmgabeln  seien  derart  anf- 
gfistellt,  dass  ein  vom  ersten  Spiegel  re&ectirtcr  Lichtstrahl  auf  den 
zweiten  Spiegel  f&llt.  Versetzt  man  dann  die  verticalc  Stimmgabel 
in  Schwingungen,  so  erblickt  man  im  zweiten  Spiegel,  welcher  ruht, 
(am  besten  vermittelst  eines  Fernrohres),  eine  verticalc  gerade  Linie, 
welche  der  Bewegung  eines  Pnnktes  der  schwingenden  Stimmgabel 
entsprichL  Ebenso  nimmt  man  eine  horizontale  gerade  Linie  wahr, 
wenn  nnr  die  hoiizontate  Stimmgabel  schwingt,  and  die  andere  in 
Rahe  ist  Lässt  man  jedoch  beide  Stimmgabeln  gleichzeitig  vihriren, 
so  erblickt  man  eine  kramme  Linie,  deren  Oestalt  von  dem  Verhftlt- 
niss  der  Schwingangszahlen  der  beiden  Stimmgabeln,  sowie  von  der 
Phasendifferenz  derselben  abhängig  ist.  In  Folge  des  Umstandcs 
nftmlicb,  dass  das  menschliche  Aage  sehr  schnell  auf  einander  fol- 
gende LichteiadrOcke  als  gleichzeitige  wahrnimmt,  erscheinen  die 
einzelnen  Paukte  der  Curve  alle  za  gleicher  Zeit  erleuchtet,  so  dass 
man  die  ganze  von  dem  Punkte  bescbriebene  Carve  auf  einmal  sieht 
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Vorstehende  Methode,  die  Bewegang  eines  schwingeudeii  Punktes 
dem  ADge  sichtbar  za  machen,  wurde  zuerst  von  dem  franzOriBcheo 
Physiker  LissEyons  angegeben  in  den  Annales  de  Physiqne  et  de 
Chimie,  tomo  51,  nachdem  schon  früher  der  Engländer  Thomas  Yonng 
auf  diese  zusammengesetzten  Schwingungen  aufmerksam  gemacht  hatte. 
Nach  jenem  werden  dio  Curvcn,  welche  der  oscillirende  Punkt  be- 
schreibt, Lissajous'scbe  Cnrven  genannt  Die  geometrischen  Eigen- 
scbafteu  derselben  solien  im  Nachfolgenden  untersucht  werden. 


Analytische  Darstellung  der  Curven. 

Wenn  man  die  Lage  des  os(nllirenden  Punktes  auf  ein  recht- 
winkliges Coordinatensystcm  bezieht,  dessen  Achsen  mit  den  Rich- 
tungen der  Stimmgabelscbwingnngen  zusammenfallen,  so  ergeben  sich 
fflr  die  Coordinaten  x  und  jr  desselben  Ausdrucke  von  der  Form: 

X  =  a.sia{tnt-\-tfi) 
y  =  b.sia{ru). 

In  diesen  Gleichungen  bedeuten  a  und  b  die  Amplituden  der 
beiden  Stimmgabeln,  m  und  n  ihre  Scbwingungszahlen,  9  ihre  Pliasen- 
difforonz,  welche  auch  den  Wort  0  haben  kann,  und  i  die  Zeit. 

In  Betreff  der  beiden  Zahlen  m  und  n  kOnnen  gewisse  Vorans- 
sotzongen  gemacht  werden,  welche  die  Allgemeinheit  obiger  Gleichon- 
gen  nicht  beeinträchtigen.  Sieht  man  nämlich  fün  erste  von  irratio- 
nalen Werten  ab,  so  ist  zunächst  klar,  dass  man  m  and  n  als  gann: 
Zahlen  voraussetzen  darf.  Denn  wären  sie  Brüche  mit  den  Nennern 
p  und  g,  so  könnte  mau  eine  neue  Variabele  ('  einführen,  derart, 
dass  i'=p4t,  wodarcb  die  Nenner  verschwinden  würden.  Ferner 
darf  man  m  und  n  anch  als  relative  Primzahlen  voraussetzen ;  denn 
hätten  sie  noch  einen  gemeinschaftlichen  Factor  k ,  so  könnte  man 
denselben  durch  die  Substitution  kt  •=  t'  beseitigen.  Endlich  ist  es 
noch  erlaubt,  m  und  n  als  positiv  anzunehmen,  da  man  im  entg^en- 
gesetzten  Falle  dnrch  eine  blosse  Tertauschang  der  positiven  and 
negativen  Coordinatonachsen  m  nnd  n  positiv  machen  kann.  Folghch 
kann  man  ohne  Beeinträchtigung  der  Allgemeinheit  die  Zahlen  m  und 
n  als  ganze  positive  nnd  relative  Primzahlen  annehmen. 

Als  die  einfachsten  Fälle  der  Lissajous'schen  Curven  können  da- 
her die  folgenden  angesehen  werden: 

1)  x  —  a.ainit-i-ifi),      y— b.siof 

2)  IT  —a.tin(t-\-^),      g  —  b.iiaSt 


byGoogle 


Bimtladt:    UAar  Liuajeiu'tehe  Curven.  339 

3)  IE  —  a.ma(t+ip),  y  =  a.sinSi 

4)  fli  — a.Bin(2i+gi),  y  — i.sinSt 

5)  JF  —  a.eia(l-\-g>),  y  —  b.Bin4( 

6)  a  —  a.Bin(3(+q)),  y  =  &.siu4t 

etc. 
Im  ersten  Falle  baben  die  beiden  Stimmgabeln,  welche  zar  Er- 
zeagong  der  Corren  bonatzt  werden  können,  dieselbe  Tonhöhe;  in 
allen  Qbrigen  Fällen  haben  sie  dagegen  verschieden  Tonhöhe,  nnd 
zwar  giebt  die  eine  entweder  die  Octave  der  andern  an,  oder  die 
Qoiote  der  Octave,  oder  die  Quinte,  oder  die  zweite  Octave,  oder 
die  Quarte  etc. 

§2. 

Gonstrnction  der  Cnrven. 

Die  analytische  Mechanik  lehrt,  dass  die  Projection  einer  gleich- 
förmigen Kreisbewegung  auf  eine  gerade  Linie  die  Bahn  eines  oscil- 
Urenden  Punktes  ist  Dieser  Satz  giebt  ein  Mittel  an  die  Hand,  am 
die  Cnrven  punktweise  za  constmiren. 

Man  zeichne  ein  Rechteck  aus  den  Seiten  2a  nnd  26  und  be- 
Bcbreibe  über  2  benachbartCD'  Seiten  zwei  Halbkreise,  deren  Peri- 
pherien man  in  hn  resp.  km  gleiche  Teile  teile,  wo  k  eine  beliebige 
ganze  Zahl  bedentet.  Dann  ziehe  man  durch  die  Teilpunkte  parallele 
TransTCrsalen  zu  den  Seiten  des  Rechtecks,  so  erhält  man  eine  Reihe 
TOD  Schnittpunkten,  von  denen  alle  diejenigen,  welche  auf  zwei  sich 
entsprechenden  Transversalen  liegen,  Punkte  der  gesuchten  Corve 
sind;  wenn  man  nnter  zwei  sich  cntsprcch enden  Transversalen  solche 
versteht,  welche  durch  je  zwei  zusammengehörige  Frojectlonen  dos 
OBcillirenden  Punktes  hindurchgehen.  Verbindet  man  danu  jene 
Schnittpunkte  dnrch  einen  continuirlichen  Linienzng,  so  erhält  man 
die  LiBaajons'sche  Cnrve  selbst 

Soll  hiernach  z.  B.  diejenige  Cnrve  gezeichnet  worden,  welche 
den  Gleichungen: 

y  —  b.üaSt 

entspricht,  so  teile  man  die  Peripherien  der  Halbkreise  über  den 
Seiten  2a  nnd  2b  in  12  resp.  8  gleiche  Teile  und  ziehe  durch  die 
Toilpankte  Parallelen  zu  den  Seiten  des  Rechtecks,  welches  dadurch 
in  12  X  S  ^  96  kleinere  Rechtecke  zerlegt  wird.  Den  Mittelpunkt 
des  Rechtecks  w&hle  mau  als  Coordinateuanfaugspunkt  und  gebe  der 
X  Achse  die  Richtung  der  Seite  2a.    Nimmt  mau  nnu  zua&chst  an, 
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d&BS  die  Phasendiffereaz  9  den  Wert  0  bat,  lo  beginnt  der  OBcitli- 
rende  Punkt  seine  Bewegung  offenbar  im  Mittelpnnkte  des  Rechtecks 
nDd  gebt  von  hier  nach  der  gegenüberliegenden  Ecke  des  ersten 
Rechtecks  des  ersten  Quadranten,  welche  also  ein  zweiter  Pnnkt  der 
Cnrre  ist.  Dann  gebe  man,  so  oft  wie  möglich,  nach  der  gegenfiber- 
li^enden  Ecke  des  in  der  Richtung  der  Bewegung  liegenden  Scheltel- 
rccbtecks  Aber,  wedorch  man  weitere  Pnnkte  der  gesuchten  Cnrvo 
erhält  Ist  man  aber  auf  diese  Weise  nach  einem  Pnnkte  gelangt, 
welcher  auf  einer  Seite  des  Rechtecks  ans  den  Seiten  2a  und  2i 
seibat  liegt,  so  gebe  man,  der  augenblicklichen  Bewegnngsrichtnng 
des  oBcillirenden  Pauktcs  entsprechend,  in  das  folgende  unmittelbar 
daneben  liegende  Rechteck  ttber.  Hierdurch  erhält  man  eine  be- 
stimmte Anzahl  von  Gnrvenpunkten ,  durch  deren  Verbindung  man 
eine  ganz  ianerbalb  des  Rechtechs  liegeude  Curve  coustruirt,  welche 
in  Fig.  I.  abgebildet  ist. 

Nimmt  man  zweitens  an,  dass  die  Phasendifferenz  einen  von  0 
verBchiedeneu  Wert  hat,  z.  6.  9  =  -^^i  so  findet  man  die  Punkte 
der  Curve  noch  auf  dieselbe  Weise  wie  vorhin,  nur  liat  man  in  die- 
sem Falle  zu  beachten,  dass  der  oscillircnde  Pankt  seine  Bewegung 
nicht  mehr  im  Hittelpunkte  des  Rechtecks  beginnt,  sondern  in  dem 
ersten  Schnittpunkte,  welcher  auf  der  positiven  Seite  der  x  Achse 
liegt.  Die  auf  diese  Weiee  conatmirte  Curve  (Fig.  11.)  ist  der  vorigeo 
ähnlich  und  kann  iu  Folge  allmählicher  Verschiebungen  aus  derselben 
entstanden  gedacht  werden. 

Setzt  man  ferner  ip  =  ^r,  so  b€^nt  die  Bew«^ag  in  dem 
zweiten  Schnittpunkte  auf  der  positiven  Seite  der  x  Achse.  In  die- 
sem Falle  gelangt  der  oscillirende  Punkt  in  eine  Ecke  dea  Recht- 
ecks [2a,  26).  Da  derselbe  ans  leicht  ersichtlichen  GrOnden  nicht 
über  das  Rechteck  hinaus  kann,  so  findet  hier  eine  Umkehr  der  Be- 
wegung statt,  und  der  oscillirende  Punkt  begiebt  sich  auf  demselben 
Wege  wieder  nach  dem  Ausgangspunkte  der  Bewegung  znrDck.  Dum 
setzt  er  seinen  Weg  aber  über  jenen  Punkt  hinaus  weiter  fort,  ge- 
langt zum  zweiten  Male  nach  einer  Ecke  des  Rechtecks,  dreht  hier 
wieder  um,  und  gelangt  abermals  nach  seinem  Anagangs punkte,  and 
'  zwar  aof  dem  frUbern  Wege,  denselben  rückwärts  durchlaufend.  Die 
danach  construirte  Curve  findet  sich  in  Fig.  III.  Auch  diese  Gurre 
kann  man  sich  aus  der  vorigen  (Fig.  II.)  durch  allmähliche  Verschie- 
bungen entstanden  denken,  indem  dabei  an  Stelle  der  Carvenschl^en 
einfache,  von  dem  oscillirenden  Punkte  jedoch  zweimal  durchlaufene. 
Bögen  getreten  sind. 

Für  qi  •=•  T^«  erhält  man  wieder  dieselbe  Curve  wie  Fig.  11., 
jedoch  in   entgegengesetzter  Richtung  von  dem  oscilliraiden  Paukte 
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^^  V  =  A"  ergiebt  aich  die  ebenfalls  in  entg^ngesetzter 
Richtung  dnrctilaBfene  Cnire  von  Fig.  I.;  und  für  9  ■»  ^n  endlich 
erh&lt  man  eine  Cmre,  welche  das  Spiegelbild  von  Fig.  U.  ist,  in 
Bemg  auf  die  y  Achse. 

Wenn  man  auf  dieae  Weise  fortßlbit,  der  Fhasendifferenz  71 
immer  andere  Werte  zu  ertheilen,  von  71  ^  ^n  bis  tp  —  fj«,  (von 
noch  grdssern  Werten  kanu  wegen  der  PeriodicitÄt  der  Function 
Sinns  abgesehen  werden),  so  tiberzeugt  man  sich  leicht,  dass  man 
ausser  den  in  Fig.  I.  bis  III.  abgebildeten  Corvon,  resp.  ihren  Spiegel- 
bildern in  Bezug  anf  die  y  Achse,  keine  ncnen  Figuren  mehr  erbaJt, 
UBd  ferner,  dass  je  zwei  Cnrvcn,  welche  zwei  auf  einander  folgenden 
Werten  TOn  9  entsprechen,  langsam  in  einander  überzugehen  scheinen. 
Letzteres  erkennt  man  um  so  deutlicher,  je  mehr  Werte  ron  91  man 
noch  zwischen  den  obigen  Weiten  einschaltet. 


§3. 

Lage  der  Lissajons'schen  Curven. 

Im  Folgenden  soll  nun  die  Lage  der  Liaaajoua'scben  Curven  in 
Bezug  auf  die  Achsen  und  das  bei  der  Construction  derselben  be- 
nutzte Rechteck  untersucht  werden  und  zwar  zunächst  unter  der 
speclellen  Voraussetzung,  dass  die  Pbasendiffereuz  der  beiden  Schwin- 
gungeo  den  Wert  0  habe.  In  diesem  Fatl^  wird  die  allgemeine 
IJsstüoue'scbe  Curre  durch  das  System 

z  =^  a .  sin  mi,    y  =  ft ,  sin  nl 
ausgedrückt 

I.  Der  die  Curre  beschreibende  Punkt  befindet  sich  zur  Zeit 
c  —■  0  im  Coordinatenanfangsp unkte,  und  beginnt  von  hier  ans  seine 
Bew^nng  und  zwar  zunächst  im  ersten  Quadranten.  Zur  Zeit  t  — 2n 
kehrt  derselbe  in  den  Anfangspunkt  zurück,  nachdem  er  inzwischen 
die  ganze  Curre  beechrieben  hat,  folglich  erhält  man  sämmtliche 
Punkte  der  Curre,  wenn  man  den  veränderlichen  Parameter  t  von 
t  =  0  bis  t  =  2n  variiren  lässt.  Die  Projectionen  des  schwingenden 
Punktes  haben  während  dieser  Zeit  m,  resp.  n  ganze  Schwingungen 
in  den  Achsen  vollMbrt,  da  die  Schwingungsdaner  der  Projectionen 

r  =  —  und   T'=  — 


n.    Aendert  «ch  in  den  Gleichungen  der  Gnrve  der  Parameter 
t  um  die  Grösse  n,  so  ergiebt  sich 
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x'"  a.si'am(t-\-n)  —  a.Binmt.COBtnff 

p'-=  6.8inn((  +  jr)  =  fi. sinnt  .COBnn 

woim  man  mit  x'y'  die  dem  Parameter  i-\-n  entsprechenden  Coor- 
diuatea  des  osdllirenden  Punktes  beeeichaet.  Nan  Bind  3  F&Ile  zn 
nnterscheiden : 

Sind  m  und  »  beide  ungerade,  so  iat  cosrnn  =  cosnir —  — I, 
folglich  x'=  — z,  y'=  —  y.  Daraus  folgt,  dass  der  Coordinaten- 
anfangspankt  ein  Centmm  der  Cnrre  ist  Diese  Eigenschaft  ist 
flbrigeDs  eine  allgemeine,  gleichgiltig  ob  m  und  n  angerade  oder 
gerade  sind,  wie  man  leicht  erkennt,  wenn  man  ('—  —  (  setzt. 

Ist  aber  zweitens  m  gerade  and  n  ungerade,  so  ist  cosm»  ^  1, 
cosnjt  —  —  1,  folglich  x'~x,  y'—  —  y,  d.  h.  jedem  «  entsprechen 
zwei  gleiche  und  entgegengesetzte  Werte  des  y,  oder  die  Carre  liegt 
symmetrisch  zur  a  Achse. 

Ist  endlich  nmgekehrt  m  ungerade  und  »  gerade,  so  erkennt  man 
aof  dieselbe  Weise,  dass  die  Curve  in  diesem  Falle  symmetrisch  zur 
y  Achse  liegt. 

Ein  vierter  Fall,  wo  m  nnd  n  gleichzeitig  gerade  sind,  ist  in 
Folge   der   Aber    diese    Zahlen   gemachten   YorauBsetznngen    ausfo- 

Bcblossen. 

III.  Betrachtet  man  2  Parameter,  welche  dorcb  die  Gleichung 
(-}-('=  ji  verbunden  sind,  (oder  allgemeiner  (+(''=>  (2A+1)«,  wo 
k  eine  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet),  so  ergiebt  sich: 

x'^  a.siamfji — ()  =■  —  a.sinjTii.coBniw 
3/'=  6.sinn(«  — i)  =  —  6, sinnt  .COBnn 
dann  sind  wieder  3  Fälle  zu  nnterscheiden: 

Sind  nt  und  n  beide  ungerade,  so  ist  cosi»™  —  cosnn  ■=  —  1, 
folglich  «'=  X  und  y'—  y;  jeder  Punkt  der  Curve  entspricht  in  die- 
sem Falle  also  ausser  dem  Parameter  t  auch  noch  dem  Parameter 
n  —  t,  worans  folgt,  dasB  der  oecillirende  Punkt  wahrend  der  Zeit 
2n  die  Cnrve  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  zweimal  durchläuft 

Ist  aber  zweitens  ro  gerade  und  n  ungerade,  so  ergiebt  aicb 
x':= — X,  y'=:y,  d.  h,  die  Curve  liegt  symmetrisch  znr  y  Achse. 

Im  dritten  Falle  endlich,  wo  m  ungerade  nnd  n  gerade,  ist 
x'^  X  und  y'°=  —  y,  d.  h.  die  Cnrve  liegt  symmetrisch  zur  x  Afhse. 

FaBSt  man  jetzt  das  unter  IL  nnd  III.  Bewiesene  zusammen,   so 

ergiebt  sich  folgender  allgemeine  Satz; 
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Wenn  in  der  Gleicbnng  einer  Liseajoaa'achen  Corre  eine  TOn 
den  Zahlen  i»  and  »  ^rade  ist,  and  die  Fhasendifferenz  den  Wert 
0  hat,  ao  liegt  die  Carre  Bjmmetriach  in  Bezng  auf  beide  Achien. 

M. 
Fortsetzung. 

Da  die  Coordinaten  des  oscUIirenden  Punktes  stets  zwischen  den 
Grenzen  ±_a  resp.  ±_b  liegen,  so  folgt,  dass  die  Curve  ganz  inner- 
halb eines  Rechtecks  sich  erstrecken  mnss,  dessen  Seiten  2a  nnd  2b 
den  Achsen  parallel  sind,  nnd  dessen  Mittelpnnkt  in  den  Coordinaten- 
aofangspankt  ftllt  Dieses  Rechteck  möge  das  Amplitadenrecbteck 
genannt  werden. 

Ist  sinTn«'-±l,  so  befindet  eich  der  oscUlirende  Pnnkt  anf 
einer  der  y  Achse  parallelen  (verticalen)  Seite  des  Amplituden recht- 
ecks,  and  ist  sinm  =±1,  so  befindet  sich  der  Punkt  avf  einer  der 
X  Achse  parallelen  (horizontaleti)  Seite  jenes  Rechtecks.  Ist  aber 
gleichzeitig  ainmt  -«±1,  sinnt  =-±l,  so  geht  der  oscillirende  Punkt 
darch  eine  Ecke  des  Rechtecks.    In  diesem  Falle  hat  man: 

WO  p  nnd  q  zwei  beliebige  ganze  Zahlen  bedeuten.    Durch  Elimination 
TOD  t  folgt  hieraus : 

«(2p+l)-m(2g-J-l) 

Da  diese  Gleicbnng  nur  erftlllt  sein  kann,  wenn  m  nnd  n  gleich- 
zeitig ungerade  sind,  so  ergiebt  sieb  der  Satz: 

Eine  Liss^jons'sche  Curve  ohne  Phasendifferenz  kann  nnr  dann 
dorch  eine  Ecke  des  Amplitudenrechtecks  hindurchgehen,  wenn  die 
Schwingui^szableu  m  ond  n  beide  ungerade  sind. 

Sind  nun  m  und  n  beide  ungerade,  so  folgt  aus  obiger  Gleichung 
weiter: 

np  —  mq  —  i(w»  — n) 

Nun  sind  2  Fälle  zn  unterscheiden: 

i)  Es  sei  K>» — n)  ungerade.  Dann  muss  man  von  den  beiden 
Zahlen  p  nnd  q  die  eine  gerade  und  die  andere  ungerade  wählen. 
Folglich  ist: 

entweder  sinmt  — +  1,  sinnt  —  —  1 
oder         dnmt  —  —  1,  sinnt  =+1 
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2)  £b  sei  i(m  —  n)  gerade.  Dann  giad  fOr  p  und  q  eatwedor 
zwei  gerade  oder  zwei  ungerade  Zahlen  zu  wählen.    Folglich  ist: 

entweder  flinmt  —  4-li  sinnt  ■=  +  ! 
oder         ainmt—  —  1,  sinnt— — 1 

Daraus  erkennt  man,  dasa  der  osciUireode  Punkt  im  ersten  Falle 
durch  diejenigen  Ecken  des  Amplitndenrechtecks  hindurchgeht,  welche 
im  zweiten  und  vierten  Qnadranten  liegen,  im  zweiten  Falle  dagegen 
dnrch  diejenigen,  welche  im  ersten  nnd  dritten  Quadranten  li^en. 
Daher  der  Satz: 

Eine  LisBajoDs'sche  Cnrre,  in  deren  Gleichungen  m  und  n  un- 
gerade Zahlen  sind  und  ?>  =  0,  geht  stets  dnrch  zwei  gegenober- 
liegende  Ecken  des  Amplitndenrechtecks. 

Wenn  blos  ain  mt  —  :t  i,  so  befindet  sieb  der  oscUIirende  Punkt 
auf  einer  der  verticalen  Seiten  des  Amplitudenrechtecks.  FOr  diesen 
Fall  ist: 

«t  =  (2p+l)^,       t  =  ^-^ 

Um  zu  bestimmen,  wie  oft  dies  bei  ToUständiger  Beschreibung 
der  Cnrre  geschieht,  berficksichtige  man,  dass  der  Parameter  t 
zwischen  den  Grenzen  t  —  0  nnd  c  —  2n  zn  nehmen  igt.  Dies  giebt 
für  die  Zahl  p  2m  verschiedene  Werte,  nnd  folglich  liegen  2m  Cnrren- 
pnnkte  auf  den  verticalen  Seiten  des  Amplitudenrechtecks. 

Aof  analoge  Weise  zeigt  man,  dasa  2n  Carrenpunkte  anf  den 
horizontalen  Seiten  des  Amplitndonrechtecks  liegen. 

Diese  Untersuchung  bedarf  einer  Modification  für  den  Fall,  wo 
m  und  n  beide  ungerade  Bind.  Bringt  man  hier  die  beiden  Curren- 
punkte,  welche  in  die  Ecken  des  Amplitudenrecbtecks  fallen,  in  Ab- 
rechnung, so  erkennt  man,  dasa  2(m  —  1)  Curvenpunkte  anf  den 
verticalen  und  2(n  —  1)  anf  den  horizontalen  Seiten  des  Amplitnden- 
rechtecks liegen.  Dabei  ist  aber  noch  zu  berUckaichtigen,  dass  jeder 
Funkt  doppelt  gezahlt  ist,  da  in  diesem  Falle  der  osciilirende  Punkt 
während  der  Zeit  2ie  die  Curve  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  zweimal 
durchläuft. 

Als  Satz  lässt  sich  dies  folgendermaasen  zosammeohsaen: 

Der  osciilirende  Punkt,  welcher  eine  Liseajons'Bche  Cnrre  ohne 
Fhasendifferenz  beschreibt,  befindet  aich  2in  mal  auf  den  verticalen 
und  2n  mal  auf  den  horizontalen  Seiten  des  Amplitudenrechtecks, 
wenn  eine  von  den  Zahlen  *n  nnd  n  eine  gerade  ist.  Sind  aber  beide 
ungerade,   so  befindet  er  sich  (nt  — 1)  mal   auf  d«n  verticaleu  und 


byGoogle 


Bimtttdt:    OAtr  Liiiajtyat'iekt  Cvrven.  345 

(n— 1)  mal  aaf  (ten  horizoDtalen  Seiten  des  Amplitadeorechtecks, 
wo1)ei  jedoch  die  Ecken  desselben  nicht  mitgerechnet  sind. 

Die  Corre  ichneidet  die  x  Achse,  wenn  t  —  — ,  wo  it  eine  he- 

liebige  ganze  Zahl  bedeutet.  Folglich  ergeben  sich  fOr  k,  venn  man 
t  zwischen  den  Grenzen  t  =  0  und  t  :=  2n  nimmt,  2»  verschiedene 
Werte,  A.  b.  der  oscillirende  Pnnkt  geht  2n  mal  dorch  die  x  Achse. 
Auf  analoge  Weise  ergiebt  sich,  dass  der  oscillirende  Punkt  2)»  mal 
die  y  Achse  passirt.  Hierbei  ist  noch  zn  bemerken,  dass  in  dem 
Falle,  wo  m  nnd  n  beide  nngerade  sind,  snd  der  oscillirende  Punkt 
n&brend  der  Zeit  Sit  die  Cnrve  in  ihrer  ganzen  AnsdehntiDg  zweimal 
dnrchlttnft,  derselbe  die  Achsen  nnr  n  resp.  m  mal  passirt. 

Die  Abgüssen  eines  Carvenpnnktes  sind  positiT,  wenn 

2t+l       >  ,  >  2i 

dagegea  negativ,  wenn 

2i      >     >  2i— 1 
— .«  ^  (  ^  .n 

Durch  V^^nschnng  von  m  mit  n  folgt,  dass  die  Ordinaton  ihh 
sitiv  oder  ne^tiT  sind,  je  nachdem 

2i+l       >     >  2A 

oder 

2t      >     >  24  —  1 
«■"<'<— T"" 

Um  ferner  diejenigen  Intervalle  von  t  zn  finden,  fttr  welche  die 
Cüordinaten  ihre  Vorzeichen  nicht  andern,  botrachto  man  die  Brüche 


nnd  ordne  dieselbe  so,  wie  sie  ihrer  Grösse  nach  auf  einander  folgen. 
Mnltiplicirt  man  jeden  derselben  mit  »,  so  geben  je  zwei  benachbarte 
Prodncte  eins  der  gesackten  Intervalle. 
Für  die  Cnrve 

se  =  a.Bin2(,    y  =  b.aiaSl 
erhält  man  z.  B.  für  jene  Intervalle  folgende  Werte : 
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I.  Tob  t  —  0     \)\»  t^\n 

IL  Von  t  =  in;  bis  f  —  }n 

m.  Von  t  -  in  bis  (  -  |n 

17.  Von  t  =  }ä  bis  {  —  Jn 

V.  Von  j  —  j«  bis  i  —  jjr 

VI.  Ton  (  —  ^H  bis  (  =  j« 

Vn.  Von  i  —  f  n  bis  i  =  j« 

Vni.  Von  (  =  |n  bis  (  =  2it 

Dann  kann  man  mit  Hilfe  der  obigen  Grenzen  fQr  jodeB  lot^rkll 
das  Vorzeichen  von  x  resp.  y  and  damit  den  Quadranten  beatiiimieD, 
in  welchem  sich  die  Cnrve  fOr  jene  Intervalle  von  t  erstreckt  So 
findet  mau,  dass  die  obige  Cnrve  im  ersten  Qnadranten  liegt  für  du 
erste  nnd  sechst«  Intervall,  im  zweiten  Qaadrant«u  ftlr  d^  vierte 
und  siebente  Intfirvall,  im  dritten  Quadranten  fUr  das  dritte  nnd  achte 
Intervall  nnd  im  vierten  Qnadranten  endlich  fQr  die  beiden  noch 
übrigen  Intervalle. 


Es  soll  jetzt  untersucht  werden,  welchen  EinflusS  die  Phwen- 
differenz  auf  die  -Resultate  der  beiden  vorigen  Paragraphen  hat  In 
die  Cnrve  durch  die  Gleichungen 

X  =  a. Bin(mi -\- tp),    X  =  b. sin nt 

gegeben,  so  ist  zunächst  klar,  dass  der  oscillirende  Punkt  zur  Zeit 
i  "  0  nicht  mehr  im  Coordinatenanfangspnnkte ,  sondern  in  einem 
Pnnkto  der  x  Achse,  dessen  Abscisse  x  ■=  asingi,  sich  befindet  Ob 
derselbe  Oberhaupt  den  Anfangspunkt  pasairt,  hängt  davon  ab,  ob 
die  beiden  Gleichungen: 

siuni  ^  0,    Bin((n/+ip)  =  0 

gleichzeitig  für  dasselbe  t  erfüllt  sind.    Ana  diesen  Gleichungen  folgt: 

nt  ^  kn,    mt-\-ip  — >  In 

wo  k  und  l  ganze  Zahlen  bedeuten.  Durch  Elimination  von  t  e^ebt 
sich 

q)  —  —(In — km) 

Darans  erkennt  man,  dass  die  Cnrve  nur  dann  durch  den  Coordi- 
natenanfangspnnkt  geht,  wenn  die  Phasendifferenz  einen  dieser  Gl«- 
chang  entsprechenden  Wert  hat 
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Aendert  sich  feiner  in  den  Gleichangeo  der  Cnrve  der  Para- 
meter t  am  die  GrAsse  n,  eo  ergeben  sich  dieselben  Resnltate  wie 
in  S  3,  II,  d.  h.  füx  ein  gerades  m  liegt  die  Corre  Hymmetrisch  zur 
X  Achse  and  filr  ein  gerades  n  symmetrlBcb  zur  y  Achse.  Dagegen 
hören  die  Folgerangen  Ton  g  3,  HJ.  aaf  richtig  za  sein,  and  die 
Corre  liegt  jetzt  also  nicht  mehr  symmetrisch  za  beiden  Achsen, 
sondern  Dar  zn  einer  derselben. 

Soll  die  Corve  durch  eine  £cke  des  Aüiplitndenrechtecks  gehen, 
so  mOBsen  die  äleicbongen 

sin{nil+  (p)  =  ±  1,    sinn/  =  ±  1 

für  dasselbe  t  erfüllt  sein.    Ans  ihnen  folgt,  dass 

m*+<p-(2p+l)^,     ni  =  (29+l)^ 

wo  p  nnd  q  wieder  ganze  Zahlen  bedeuten.    Darch  Elimination  von 
t  erhalt  man  bierans: 

m«r2p  +  l       25  +  1] 


Ob  die  Cnrve  dnrch  eine  Ecke  des  Amplitndenrecbtecks  gebt 
oder  Dicht,  bangt  jetzt  also  nor  davon  ab,  ob  die  Phasendiffcrenz 
einen  dieser  Gteicbnng  entsprechenden  Wert  hat  oder  nicht;  gleich- 
gütig  dabei  ist  aber,  ob  die  Zahlen  m  and  n  gerade  oder  ungrade 
sind.  Sind  m  nnd  n  beide  ungerade,  so  geht  die  Curve,  wie  frtiber 
für  den  Fall  ip-=0  bewiesen  wurde,  durch  2  gegenüberliegende  Ecken 
des  Amplitadenrechtecks.  Ist  aber  eine  von  den  Zahlen  m  and  n 
gerade,  so  geht  die  Cnrve  durch  2  benachbarte  Ecken.  Letzteres 
folgt  ans  der  symmetrisdien  Lage  der  Cnrve  zur  x  resp.  s  Achse. 

Die  Übrigen  Resaltate  des  §  4.  erleiden  zum  Teil  geringe  Modi- 
ficationen,  welche  hier  der  EUrze  wegen  übergangen  werden  sollen. 
Dagegen  mnss  noch  nntersucbt  werden,  welche  Werte  der  Phasen- 
differeoz  zu  erteilen  sind,  damit  die  Curvcn,  welche  bestimmten 
Schwingungszahlen  m  und  n  entsprechen,  der  Gestalt  nnd  Lage  nach 
dieselben  bleiben ;  denn  wie  in  g  2.  gezeigt  wnrde,  kann  man  durch 
Variirea  der  Phasendifferenz  dieselben  Curven  auf  verschiedene  Weise 
coDStroiren. 

Angenommen,  ip  und  tp'  waren  zwei  Werte  der  Phasendifferenz, 
für  welche  die  Curven  identisch  werden  sollen-,  die  erste  Carve  sei 
dargestellt  durch  die  Gleichungen 

X  =  a.8in(mI-(-9!),     y  =  b.9UlHl 
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die  zwmte  also  durch 

X  =  a.am(mt-\-q>'),    y  =  b. sinnt 

Beide  Carvon,  deren  Ordioaten  fOr  gleiche  Wette  des  t  dieselben 
sind,  mQsBen  offonbar  coincidiren,  wenn  sie  einen  Schnittpunkt  mit 
der  X  Achse  gemcinBchaftlicb  haben.  Nan  crhtUt  man  eftromtlirbe 
Schnittpankte  mit  dieser  Achse,  venu  man 


sot^t,  nnter  k  eine  ganze  Zahl  verstanden.  Die  Abscissen  dieser 
Schnittpunkte  sind  also  für  die  erste  Cnrve 

X  —  a.sin(-fcw+9l 
und  fttr  die  zweite 

;t-«.8in(^fe'«  +  9>') 
Obige  Bedingung  ist  bIho  erftült,  wenn 

aini  — fcjt  +  vj  =  sinl— t'w+v') 

Nun  sind  die  sinus  zveier  Winkel  gleich,  entweder,  wenn  ihre  Summe 
ein  ungcradea  Vielfache  der  Zahl  te  oder  Ibre  Differenz  ein  gerades 
Vielfache  dieser  Zahl  beträgt.    Folglich: 

wo  p  und  q  ganze  Zahlen  bedeuten.  Schreibt  man  diese  Gleichungen 
in  der  Form; 

V+v'—  (2p+l)«— ™«(i+fc') 

und 

<p  ~  (p'=  2qa n{k  —  £') 

oder  einfacher: 

qo  —  ip'-r^  2g« In 


byGoogle 


Hivultdt:    üebtr  liatajoiu'sdit  Curvu.  349 

30  kann  man  daraoa  alle  diejenigen  Worte  der  Pbasendifferenz   <f 
bestimmen,  welche  derselben  Cnrve  entsprccfaen. 

Anf  analoge  Weise  kann  man  aach  die  Werte  von  ip  finden,  fftr 
welcho  die  eine  Cnrve  das  Spiegelbild  der  andern  ist  Fttr  diesen 
Fall  crgiebt  sich  nämlich,  da  die  Abscisscn  jetzt  entgegcngeectitt 
gleich  sein  mttsaen, 


inl— Aa-fv)  ~  —  Binl— 1'«4*  ¥*') 


Da  die  Bions  zweier  Winkel  entgegengesetzt  gleich  sind,  entweder 
wenn  ihre  Snmme  ein  gerades  Vielehe  der  Zahl  ns  oder  ihre  Diffe- 
renz ein  ODgerades  VielEacho  dieser  Zahl  betragt,  so  ergiebt  sich 
schlieaslich : 

gi-j-qj''^  2pn kn 

ip — ^'_  (32-f~l)s In 

ans  welchen  Gleichnngen  man  die  den  Spiegelbildern  ontsprechendcn 
9  berechnen  kann. 

8  6. 
Elimination  des  Parameters  (. 

Gebt  man  wieder  von  den  Gleichnngen : 

X  — a.Binmt,     y  — 6. sinnt 
ans,  und  aubstitnirt  in  ihnen 

so  das« 

te  —  a. sinu,    y-^6.sint< 

wird,  so  sind  die  beiden  Grössen  u  und  v  an  die  Gleichang  gebunden 
Bwi  —  nu,  folglich  ist  auch: 

sinmv  =  sinnu 

Sind  nnn  tn  and  n  beide  angentde,  so  bcnntze  man  die  für  jedes 
ungerade  h  geltende  Gleichung: 

i  .          t(i*— 1>J  .  .    ,  t(t*-l)(i»— 3»)  .  , 
■mto-^sin* ^-g-3-ainft»+      ^   23, 45      Mn«»—  ■■ 

Indem  man  noch  beachtet,  dass 

X  y 

sinu  —  -,      Bmu  —  1 
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ergiebt  sich  dann  folgeodo  Oleicbnng: 

1     l  1,2,3      J«"*"  1.2.3.4.5 

!"   ''"("'-l')^'  ,   «(«'-1 ')(«*- 3')    ^ 
"r«  1.4.3     o»"^         1.2.3.4.5        'a*       '■■ 

Dies  ist  die  Gloichnng  einer  Lissajoas'schen  Cnrve  zwischen  den 
Coordioaten  x  and  y,  für  den  Fall,  dass  m  und  n  'beide  angerade 
aind.  Dieselbe  ist  also  eine  algebraische  Cnrvc,  deren  Ordnung  von 
der  Grosso  der  Scbwingungszahlen  m  und  n  abhängt.  Nur  in  dem 
Falle,  wo  diuso  beiden  Zahlen  unendlich  gross  werden,  was  nach  den 
über  sie  gemachten  Voransaetiungeii  der  Irrationalitftt  derselben  ent- 
spricht, wird  die  Cnrve  transcendent.  Von  diesem  Falle  soll  hier 
abgesehen  werden. 

Die  linke  Seite  der  obigen  Gleichung  ist  eine  ganze  rationale 
Function  mtea  Grades  von  ^,  und  entsprechend  die  rechte  Seite  eine 
ganze  rationale  Function  nten  Grades  von  x.  Die  Gleichnis  reprä- 
eentirt  also  eine  algebraische  Carve  mter  oder  nter  Ordnung,  je 
nachdem  m'^  n  oder  nmgekehrt. 

Hierbei  muss  noch  bemerkt  werden,  dass  diese  Corve  ongerader 
Ordnung  mit  dur  Lissajous' sehen  Curve  nur  innerhalb  des  Ämpli- 
tudenrcchtecks  identisch  ist  Denn  eine  Lissajous'schen  Cnrve  kann 
nie  aus  jenem  Rechteck  hinaustreten,  während  eine  algebraische  Curve 
ungerader  Ordnung  sich  stets  in's  Unendliche  erstreckt. 

Da  das  absolute  Glied  in  der  Gleichung  der  Cnrve  fehlt,  so  gebt 
diese  durch  den  Coordiuatenanfangspunkt,  übereinstimmend  mit  §  3., 
1;  und  weil  nur  ungerade  Potenzen  von  x  und  y  darin  vorkommen, 
die  Curvengleichang  also  dieselbe  bleibt,  wenn  man  gleichzeitig  x  und 
y  mit  —  X  nnd  — y  vertauscht,  so  ist  der  Anfangspunkt  ein  Centram 
der  Cnrve,  übereinstimme ud  mit  §  3.,  II. 

Die  Gleichung  der  Taugente  im  Anfangspunkte  findet  man,  wenn 
man  die  Glieder  erster  Dimension  ~  0  set^t.    Dies  giebt: 


Da  die  Glieder  zweiter  Dimension  fehlen,  so  hat  diese  Tangente  3 
benachbarte  Funkte  mit  der  Curve  gemeinschaftlich  und  ist  also  eine 
Wcndctangentß,  und  der  Anfangspunkt  selbst  ein  Wendepunkt,  wo 
die  Curve  den  Sinn  ihrer  KrOmmung  ändert. 

Noch  ist  der  Fall  zu  untersuchen,  wo   eine  der  beiden  Schvrin- 
gungszahlen  m  nnd  n  gerade  ist.    Zur  Entvrickelnng  der  Oleicbaag 
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sinm«  ^  sinnu 

ist  dann  noch  die  fOr  jedes  gerade  k  gütige  Gleichung: 

ffc     .          A{i»— 2»)  .  ,    ,  t<A»— 2»)(i»-4»)  .  ^ 
^  Binfer  =  C08^[j  .gm» 073"^"^+       1.2.3.4.5"'"'^— ' 

erforderiich.    Beachtet  man,  dass: 

«  1    .-. = 

Sinti—  -,      cosu  —  -  ya* — n' 

y  1    ,   ■  ■  — 

Siör—  ^,       COBü  =  jV6'— y* 

10  erh&lt  man  als  Gleichung  der  LisBajons'schen  Cnrre  entweder : 

i  '"       *  |_1  "6  1.2.3      'i*"""  1.2-3.4.5  i^—'J 

ji5    it»  .    n(n*- !*)(«' -3')»» 


a  1.2.3     'a»"^        1.2.3.4.5  " 

I  gerade  und  »  angerade,  oder: 
»«<»»*- 1*)    y'  ,    m(B.'-l')(ni'-3')yS 


.Lj 

1.2.3       fc*~  1.2.3.4.6 

.^y<,i-^|-.-^ — 17278- äi+-- 


-2'){«'-4')xi 


Vena  m  nngerade  und  n  gerade. 

Erhebt  man  beide  Gleichungen  in'a  Qnadrat,  um  die  Irrationali- 
tAten  zu  beseitigen,  bo  erkennt  man,  dass  die  linken  Seiten  vorstehen- 
der Gleichungen  ganze  rationale  i'nnctionen  vom  Grade  Sm  von  y 
and  die  rechten  Seiten  ganze  rationale  Functionen  2ntcti  Grades  von 
X  Bind.  Daraus  folgt,  dass  die  LiSBtgous'sche  Cnrve  in  diesem  Falle 
eine  algebraieche  Curve  vom  Grade  2m  oder  2n  ist,  je  nachdem 
nt  ^  n  oder  umgekehrt. 

Da  vorstehende  Gleichnngen,  nachdem  sie  in's  Quadrat  erhoben 
Bind,  nur  gerade  Potenzen  der  Coordinaten  enthalten,  bo  liegt  die 
Cnrve  symmetrisch  zu  beiden  Achsen,  ttbereiustimmend  mit  §  3.,  III. 

Femer  besitzt  die  Corre  im  Anfangspunkte  einen  Doppelpunkt, 
da  in  der  Cnrvengleichnng  ausser  dem  absoluten  GUede  auch  noch 
die  Glieder  erster  Dimension  fehlen.  Die  Tangenten  dieses  Doppel- 
punktes findet  man,  indem  man  die  Glieder  zweiter  Dimension  =0 
setzt.    Dies  giebt; 
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Da  diese  beiden  Tangenten  reell  und  verschieden  sind,  so  ist  der 
Anfangspunkt  zugleich  ein  Knotenpunkt  der  Cnire,  in  welchem  2 
verschiedene  Zweige  derselhen  sich  durchacbnoiden.  Jede  von  diesen 
beiden  Tangenten  bat,  da  die  Glieder  dritter  DimensiDU  fehlen,  drei 
benachbarte  Punkte  mit  der  Cnrvo  gemein.  Die  Tangenten  sind  also 
wieder  Wendetangenten  und  der  Anfangspunkt  seibat  ein  Wende- * 
pnnkt,  wo  beide  Zweige  der  Cnrve  den  Sinn  ihrer  KrOmmDng  andern. 

Das  Gesammtresultat  lautet  jetzt  folgendermaassen : 

Die  durch  das  System 

X  —  a  sin  mt,        g  =  lisiant 

dargestellte  Curve  ist  algebraisch,  so  lange  m  und  n  keine  irratiD- 
nalen  Werte  annehmen,  und  zwar  von  der  Ordnung  m  oder  n,  wenn 
diese  beiden  Zahlen  ungerade  sind,  dagegen  von  der  Ordnung  2tn 
oder  3n,  wenn  die'  eine  Zahl  gerade  und  die  andere  ungerade  ist  Die 
Curve  besitzt  im  Anfangspunkte  stets  einen  Wendepunkt,  welcher  im 
letzteren  Falle  zugleich  ein  Doppelpunkt  mit  2  reellen,  nicht  coin- 
ddirenden  Tangenten  ist 

WetchoD  Einfluss  die  Phasendifferenz  auf  die  Ordnnngsz&hl  der 
LissEyous'scheu  Curven  hat,  erfthrt  man  am  einfachsten,  wenn  man 
dem  ip  nach  nnd  nach  alle  zwischen  0  und  2n  liegenden  Werte  er- 
teilt. Man  erhält  dann  bei  denselben  m  und  n  eine  Reihe  von  Cnr- 
ven,  welche,  wie  sich  in  g  2.  herausgestellt  hat,  langsam  in  einander 
überzugehen  scboinen.  Diese  Uebergftnge  finden  nun  in  der  Weise 
Statt,  dasB  die  einzelnen  Windungen  der  Corvo  entweder  einander 
näher  rUcken,  bis  schliesslich  je  zwei  von  ihnen  zusammenfallen,  oder 
umgekehrt  sich  dieselben  von  einander  entfernen,  bis  zu  einer  ge- 
wissen  durch  das  Amplituden-Kecbteck  vorgeschriebenen  Grenze.  Da 
nun  die  Ordnungszahl  einer  Curve  offenbar  nur  von  der  Anzahl  der 
Windungen  abhängt,  nicht  aber  von  der  Grösse  des  Abstandee 
zwischen  je  zweien  derselben,  so  bleibt  die  Ordnung  der  Curve  so 
lange  unverändert,  als  die  Windungen  noch  einen  merklichen  Abstand 
von  einander  haben.  In  dem  AngenbUcke  aber,  wo  je  2  dereelben 
zusammenfallen,  wird  die  Ordnungszahl  der  Cnrve  um  die  Hftlfto 
kleiner,  weil  dann  die  Zahl  der  Schnittpunkte  der  Cnrve  mit  einer 
geraden  Linie  ebenfalls  um  die  Hälfte  kleiner  wird ,  and  diese  Zahl 
die  Ordnung  einer  Curve  angiebt. 

Wenn  aber  je  zwei  Windungen  der  Cnrve  znsammen&lleo ,  so 
durchläuft  der  oscillirende  Funkt  während  der  Zeit  2h  die  Cnrve  in 
ihrer  ganzen  Ausdehnung  2mal,  und  in  diesem  Falle  geht  er,  wie 
sich  aus  frohem  UnterBochnngen  ergiebt,  durch  eine  Ecke  des  Ara- 
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plitnden-Rechtecks.  Da  man  duo  schon  weias,  fOr  welche  Werte  von 
q>  die  Cnrvo  durch  eine  Ecke  des  Ampi ita den- R och tecka  hiudnrch 
geht,  so  hat  man  ein  Kriterium  gewonnen,  nach  welchem  man  in 
jedem  Falle  die  OrdDung  einer  Liss^oQB'schen  Corve  beatimmen  kann, 
Q&mlicli : 

„Die  Cnrve  ist  von  der  mteo  resp,  ntea  Ordnaog,  wenn  dieselbe 
darch  eine  Ecke  des  Amplituden-Rechtecks  hindurch  geht,  dagegen 
von  der  2>ntea  resp.  2nten  Ordnung,  wean  dies  nicht  der  Fall  ist". 


Doppelpunkte. 

Im  vorigen  §  ergab  sich,  dass  die  Lissi^oDS'sche  Cnrve  im  Ad- 
fangspankto  einen  Doppelpunkt  besitzt,  wenn  eine  von  den  Zahlen 
m  und  n  gerade,  und  die  Phasendifferenz  •=  0  ist  Daher  liegt  die 
Frage  nahe,  ob  noch  andere  Doppelpunkte  der  Gurve  existireu. 

Ist  die  Phaseudifferenz  tp^O,  so  besitzt  die  Curvo  einen  Dop- 
pelpunkt, wenn  sich  zwei  Werte  t  und  i'  angeben  lassen,  für  welche 
gleichzeitig 

sinmt  —  ainmt' 

sinn/  ■>-  sinnf' 
gilt.    Ans  diesen  beiden  Gleichungen  ergeben  sich  aber   fikr  t  und  i' 
folgende  Bedingungsgleicbungeu : 

mt+mt'  >-  (2p  — l)w 
«*+«(' =  (2p-l)« 
tat — mt'  =  2qK 
nt—nt'  —  2qit 

WO  p  und  q  ganze  Zahlen  bedeuten.  Von  diesen  Gleichungen  können 
die  erste  nud  vierte  oder  auch  die  zweite  und  dritte  zur  Bestimmni^i 
der  beiden  Grössen  t  und  t'  dienen,  während  jede  andere  Combination 
je  zweier  von  ihnen  offenbar  nicht  zu  diesem  Zwecke  ausreicht. 
Uierdorch  erhalt  man  entweder  das  System 

l—t'  —  2q.~ 
oder  das  System 

t+('  =  (2p-l)5 

(— ('=  20." 
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Das  erste  System  liefert  die  'Werte 

„/2p-l       2q\  Jt  (2p-l      2g\ 

das  zweite 

?9\ 


i  {^ZZl  _|_  ??Y        t'^^  ('2p=l  _  23\ 


Betrachtet  man  z.B.  die  Cmro  x -°  asiD2t,  y  =  bäoSt,  so 
liefert  das  erste  System  för  p  —  2  und  g  =-  1  die  Werte  i  =  f|», 
t'  =  ^w,  das  zweite  System  für  p  ~  3  und  g  =  1  die  Werte  t  —  |jr, 
*'  ■=  i»  etc. 

Will  man  auf  diese  Weise  die  Parameter  aller  Doppelpunkte 
berechnen,  welche  einer  Lissajcu »'sehen  Curve  zukommen,  so  mnss 
man  in  die  Ausdrücke  fflr  t  und  t'  der  Reihe  nach  alle  ganzen  Zahlen 
für  p  und  q  einsetzen. 

Dabei  wird  es  aber  wegen  der  Periodicität  der  Function  sinns 
geschehen,  dass  man  für  <e  und  j/  wiederholt  dieselben  Werte  erhUt 
Es  entsteht  daher  die  Frage,  welche  Werte  man  den  Zahlen  p  und 
q  zu  erteilen  hat,  am  säromtliche  Doppelpunkte  der  Curve  ansfiodig 
zu  machen. 

Znnächst  ist  klar,  dass  in  Betreff  der  Zahl  q  negative  Werte  nnd 
auch  die  Null  ausgeschlossen  werden  können,  weil  im  ersten  Falle 
nur  t  und  t'  vertauscht  würden,  im  zweiten  Falle  dagegen  (  —  t' 
wäre.  Andererseits  ist  t  —  t'<^  2n,  da  (  sowol  wie  t'  stets  zwischen 
den  Grenzen  0  und  2n  liegen.    Folglich  beim  ersten  System 

2g.— <;2n,     oder    g<Cn 

und  im  zweiten  Systeme  analog 

2q.  -  <  2«    oder    g  <  m. 

Was  femer  die  Zahl  p  anbetrifft ,  se  können  ebenfalls  nugativ c 
Werte  und  die  Null  auBgeschlosseu  werden,  weil  sonst  t'<CO\  aod 
aus  demselben  Grunde  wie  vorhin  musB  <-]-('•<  4ii  genommen  wer- 
den.   Daraus  folgt,  dass  im  ersten  Systeme 


und  im  zweiten  Systeme  analog 
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FMBt  man  jetzt  Alles  über/i  and  g  gesagt«  zasanimeii,  ao  ergiebt 
«cti  Folgeades: 

Wenn  mui  im  ersten  System  die  Zahl  p  tod  p  -^  1  bis  p  =  2>n 
nnd  die  Zahl  q  von  g  —  1  biBg  =  n  — 1  variircu  iässC,  dagegen  im 
Eweiten  System  die  Zahl  p  von  p  =  1  bis  p  -=  2n  und  die  Zahl  q 
von  gr=l  bis  g  =  m — 1,  so  ist  man  sicher,  durch  Com bination 
dieser  Wert«  alle  Doppelpunkte  zu  erhalten. 


Noch  ist  die  Frage  zu  entscheiden,  ob  die  Doppclpunkte  des 
einen  Systems  stets  von  denen  des  andern  Systems  verschieden  sind 
oder  nicht. 

Setzt  man  die  Parameter  zweier  Doppelpunkte  der  beiden  Sy- 
steme einander  gleich,  so  ergiebt  sich 

'U     ™       =^   »J  "  2  V      «       '-^  ™  j 
oder  einfacher 

^2p':F  V-l)  =  "(Sp  T  V-1) 
wo  zur  Unterscheidung  die  Zahlen  p  und  q  des  zweiten  Systems  durch 
Striche  markirt  sind.    Nun  sind  wieder  2  Fälle  zu  nnterschciden. 

Ist  eine  von  den  beiden  Zahlen  n>  und  n  gerade,  die  andere  un- 
gerade, so  enthalt  vorstehende  Gleichung  cinea  Widerspruch,  da  die 
eine  Seite  dann  das  Prodnct  zweier  ungeraden  Zahlen  ist,  die  andere 
Seite  aber  das  Prodnct  einer  ungeraden  und  einer  geraden  Zahl. 
Folglich  ist  es  unmöglich,  dass  in  diesem  Falle  ein  Doppelpunkt  des 
ersten  Systems  zusammenfalle  mit  einem  Doppelpunkte  des  zweiten 
Systems. 

Dieser  Widerspruch  hört  auf,  wenn  man  zweitens  die  Zahlen  nt 
nnd  n  beide  als  ungerade  voraussetzt.  In  diesem  Falle  lässt  sich 
zeigen,  dass  jeder  Doppelpunkt  des  einen  Systems  zugleich  ein  Dop- 
pelpunkt des  andern  Systems  ist. 

Die  Doppelpunkte  beider  Systeme  lallen  näralicb  auch  zusam- 
men, wenn  ihre  Parameter  sich  um  2»  unterscheiden,  wenn  also  die 
Gleichung 

erfallt  ist.    Giebt  man  dieser  Gleichung  die  Form: 
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80  ist  ersichtlich,  dass  sich  Über  die  Zahlen  p,  q  oder  p',  q'  derart 
verfugen  iässt,  dass  man  identisch  hat 


oder  umgekehrt: 

p'=- J(2g-3n  +  l),  g'-i(2p-m-l). 

Folglich  findet  man,  da  die  Elammcrgrösseu  gerade  Zahlen  sind,  fOr 
jedes  ganzzahlige  p'  und  q  auch  ein  ganzzabliges  p  und  q  and  um- 
gekehrt Damit  ist  abor  die  Richtigkeit  der  obigen  Behauptung 
nachgewiesen. 


Nach  diesen  VorunterEuchangen  ist  mau  jetzt  in  den  Stand  ge- 
setzt, die  Anzahl  von  Doppelpunkten  in  bestimmen,  welche  einer 
Lissajous'schen  Gurre  zukommen.  Auch  hier  sind  wieder  2  Fälle  zu 
unterscbeideD. 

Ist  eine  von  den  Zahlen  m  nnd  n  gerade,  die  andere  ungerade, 
so  Bind  die  Doppelpunkte  des  ersten  System  verschieden  von  denen 
des  zweiton  Systems.  Nach  den  über  p  und  q  angegebenen  Grenzen 
liefert  das  erste  System 

2m(n  — 1)  Doppelpunkte 
und  das  zweite  System; 

2n(m  — 1}  Doppelpunkte, 
beide  Systeme  zusammen  also: 

2m(n  — I)  +  2n(m  — 1)  =  4mn  — 2(m  +  n). 

Dabei  ist  jedoch  zu  berackaicbtigen ,   dass  jeder  Doppelpunkt  2  mal 
gezählt  ist,  nnd  demnach  die  wirkliche  Anzahl  der  Doppelpunkte  nur 

2mn-(«.-|-n) 
betragt,  welches  stets  eine  ungerade  Zahl  ist. 
Danach  hat  z.  B.  die  Cnrve 

z  —  asin  2t,        y  =  £sin3t 
7  Doppelpunkte,  während  die  Curre 
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nur  einen  Doppelpunkt  hat,  welcher  in  den  Coordinatcnanfangspnnkt 

aut. 

Sind  zweitens  m  und  «  beide  angerado,  so  ist  nach  g  3.,  III. 
zan&chgt  zu  berOcbsictatigen,  dass  jedes  Mal,  wo 

(-j-('_n    oder    i+('=.3w 

man  keinen  eigentlichen  Doppelpnnkt  hat,  in  welchem  sich  2  Zweige 
der  Cnrve  dnrchkreazen.  Folglich  Bind  hier  diejenigen  Parameter 
nicht  mitzuzählen,  für  welche  im  ersten  Systeme 

— —  1    oder    — =  3. 

Bei  den  ftkr  p  aufgestellten  Grenzen  wird  diese  Bedingung  in  jedem 
Systeme  flr  2  Werte  des  p  erfüllt,  und  folglich  liefert  jetzt  das  erste 
System  nur 

2(1»  — l)(n— 1)  Doppelpunkte 

und  das  zweite  System  ebenso  Tiel:  2(n  — l){ni  — 1).  Da  die  Doppel- 
punkte des  einen  Systems  nicht  verschieden  sind  von  denen  des  an- 
deren Systems,  und  da  ferner  jeder  Doppelpunkt  4 mal  gerechnet 
ist,  indem  die  Cnrve  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  wftbrend  der  Zeit 
2n  2 mal  dnrchlaofen  wird,  so  betr&gt  die  wirkliche  Anzahl  der 
Doppelpunkte  nur 

i(m-l)("-l) 

welches  stets  eine  gerade  Zahl  ist. 

Danach  hat  z.  B.  die  Cnrre 

X  —  asinSt,        y  =  (sin&f 

i  Doppelpunkte,  während  alle  diejenigen  Cnrren,  für  welche  eine 
von  den  Zahlen  m  und  n  gleich  1  ist,  überhaupt  keine  Doppelpnnkte 
besitzen. 

Den  Einfluas  der  Phasen diffcrenz  auf  die  vorigen  Resultate  findet 
man  wieder  am  einfachsten,  indem  man  nntersncbt,  wie  die  Zahl  der 
Doppelpunkte  sich  ändert,  wenn  die  dem  Werte  qo  entsprechende 
Curve  in  die  dem  benachbarten  Werte  <p'  entsprechende  Curve  über- 
geht Um  einen  bestimmten  Fall  iu's  Auge  zu  fassen ,  nehme  man 
an,  dass  m  oder  n  gerade  und  q)  -^O.  Dann  ist  die  Anzahl  der 
Doppelpnnkte:  2wn— (m-j-n).  Durch  aUmäbliches  Wachsen  von  <p 
rücken  die  Windungen  der  Curre  einander  näher,  ohne  dass  dadurch 
jedoch  die  Anzahl  der  Doppelpunkte  geändert  wird.  Erst  in  dem 
Augenblicke,  wo  vi  so  gross  geworden  ist,  dass  je  zwei  benachbarte 
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Windungen  der  Corve  zusammenfallen,  ändert  sich  aoch  die  Zabl  der 
Doppelpunkte  und  zwar  wird  dieselbe  kleiner.  Nimnit  dann  v  nocb 
weiter  zu,  so  spalten  sich  die  zasanimengefalleDen  Carvenbögen 
wieder,  und  die  Zahl  der  Doppelpankte  ist  dann  wieder  dieselbe  wie 
AnbngB. 

Gebt  man  von  dem  Falle  ans,  wo  m  nnd  n  beide  ni^erade  and 
7—0,  so  bat  man  eine  Cnrve,  bei  welcher  nach  dem,  was  froher 
gezeigt  wurde,  je  2  benachbarte  Windungen  zusammen  gefallen  sind. 
Die  Anzahl  ihrer  Doppelpunkte  beträgt  J(m  — l)(n  — 1).  Wächst  <p, 
so  spalten  sich  zunächst  die  zusammen  gefallenen  CurvenbOgen  und 
die  Zahl  der  Doppclpunkte  wird  grösser.  So  lange  die  Windungen 
der  Curve  sämmtlich  von  einander  getrennt  sind,  bleibt  die  Zahl  der 
Doppelpunkte  unverändert;  dieselbe  unkt  aber  wieder  auf  den  An- 
fangswert  herab,  wenn  qi  eo  gross  geworden  ist,  dass  je  2  benach- 
barte Windungen  der  Curve  wieder  zusammen  Mlen. 

In  beiden  Fällen  wird  also  ein  Wachsen  der  Anzahl  von  Doppel- 
punkten durch  eine  Spaltung,  ein  Abnehmen  durch  ein  Zusammen- 
fallen der  Curvenbögen  veranlasst.  Wenn  es  also  nur  daranf  an- 
kommt, die  Anzahl  der  Doppelpunkte  zu  bestimmen,  welche  einer 
dnrch  die  Gleichungen 

X  =  aSin(mi-|-q)) 

y  =-  5 sinnt 

dargestellten  Curve  entsprechen,  so  untersuche  man  zunächst,  ob  die 
Windungen  der  Curve  von  einander  getreant  sind,  oder  ob  je  2  von 
ihnen  zusammengefallen  sind.  Im  ersten  Falle  hat  man  die  grössere 
Zahl  von  Doppelpunkten,  u&mlich  2inn  — (m-j-n),  im  zweiten  Falle 
die  kleinere  Zahl,  nämlich  i(m  —  l)(n  — 1). 

Mit  Benutzung  eines  früheren  Satzes  lässt  sich  Vorstehendes 
auch  so  aussprechen: 

Eine  Lissajous'ache  Curve  besitzt  J(m  —  l){n — 1)  oder  2mn  — 
(m-j-ij)  Doppelpunkt«,  je  nachdem  dieselbe  durch  eine  Ecke  des 
Amplitudenrechtecks  hindurchgeht  oder  nicht 

Die  Parameter  der  Doppolpunkto  fttr  den  allgemeinen  Fall ,  wo 
tp  einen  von  0  verschiedenen  Wert  hat,  findet  man  noch  auf  dieselbe 
Weise  vrie  früher;  nämlich  im  ersten  Systeme 


^  /2p- 1       2g\ 
und  im  zweiten  Systeme: 

'  ^  2  V  n  ■•"«.; 
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Es  Bind  also  die  Parameter  der  Doppelpnnkta  des  zweiten  Systems 
TOQ  der  Phasendifferenz  anabhängig.  Deshalb  liefert  das  zweite  System 
für  alle  Cnrven,  welche  denselben  Schwingangszahlen  m  and  n  ent- 
sprechen, nnd  nicht  dnrch  die  Ecken  des  Amplitndenrechtecks  hin- 
dnrchgeben,  stets  n(m — 1)  and  somit  das  erste  System  stets  fn[n — 1) 
Doppelponkte.  Gehen  die  Cnrven  jedoch  dnrch  eine  Ecke  des  Am- 
pütudenrechtecks,  so  ist  nach  §  5. 


m«  /■2p'-{- 1       2g'+  IN 


ZQ  setzen.    Dann  sind  die  Parameter  der  Doppelpunkte   des  ersten 
Systems  von  der  Form 

and  hieraus  erkennt  man,   dass   sie  dann  mit   den  Parametern  der 
Doppelpunkte  des  zweiten  Systems  Übereinstimmen. 


§  10. 

Tangente   der  Curve. 

Da  die  PhasendifFerenz  keinen  wesentlichen  EinSuss  auf  die  Re- 
sattste  dieses  Paragraph  aasUbt,  so  mOge  dieselbe  hier  —  U  gesetzt 
werden,  so  dass  die  Gleichungen  der  Carre  von  der  Form 

X  —  asinnit,        y  —  fisinnJ 

sind.  Dann  ergiebt  sich  durch  Differentiation  dieser  Gleichungen  nach  t 


Demnach  ist  die  Gleichnng  der  Taugente  im  Punkt«  xy 

£nCOSnf(| — x)  —  aniC0SBK(i; — y)  =0 

wo  (  der  dem  Punkte  ay  entsprechende  Parameter  ist,  und  g  »j  lau- 
fende Coordinaten  sind.  Durch  Elimination  der  Grösse  (  einlebt  sich : 

„Vsi-y  {|  _  x)  -  m  y^*^  x'{7)-y)  =  0 

Soll  die  Tangente  eines  Carvenpnnktes  durch  Constructiou  gefunden 
werden,  so  bestimme  man  zunächst  den  Abschnitt,  welchen  jene  auf 
einer  Achse,  z.B.  der  x  Achse,  ausschneidet.  Man  erhält  für  diesen 
Abschnitt : 
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Um  deDBclbon  zn  coEStniiren,  zeichne  man  erst  2  rechtwinldige  Drei- 
ecke ans  der  Hypotenose  a  resp.  b  nnd  einer  Kathete  x  resp.  g. 
Die  nicht  gegebenen  Katheten  dieser  Dreiecke  seien  w  nnö  r.  Hier- 
aof  snche  man  zn  den  3  Grössen  g,  u  nnd  «  die  vierte  Proportionale 
s,  BO  dus 


Endlich  constrnire  man  noch  eine  Strecke  w,  die  sich  zn  ■  wie  m  in 
n  verhllt  Die  Differenz  der  beiden  Linien  tc  nnd  w  ^ebt  atsduio 
den  gesnchten  Abschnitt,  dessen  Endpunkt  man  mit  dem  Cnrrea- 
pnnkte  xy  zn  verbinden  hat,  um  die  Tangente  desselben  zu  erfaslten 

Fflr  den  Wkl.  S,  welchen  die  Tangente  mit  der  c  Achse  bildet, 
ergiebt  sich  der  Anadmck: 

ta   Ö  —  —   — — 
am   OOimt 

Hieraus  ergeben  sich  mehrere  Folgerungen. 

Ist  coEnt  =•  0,  so  ist  die  Tangente  der  x  Achae  parallel.  Iki 
oscillirende  Punkt  befindet  sieb  dann  anf  einer  horizontalen  Seite 
des  Amplitndenrechtecks.  Da  dies  (n  —  l)mal  Statt  findet,  wenn  ■> 
nnd  n  beide  ungerade,  dagegen  2nmal,  wenn  eine  dieser  beiden  Zablei 
gerade  ist,  so  folgt  hieraus  der  Satz: 

Jede  borizontale  Seite  des  Amplitudenrecbtecka  ist  eine  Tielfacbe 
Tangente  der  Curre,  nnd  zwar  von  der  Ordnung  i(n— 1),  wenn  > 
nnd  n  beide  nngerade,  dagegen  von  der  Ordnung  n,  wenn  die  eiK 
Zahl  gerade  ist. 

Durch  Vertanschnng  von  n  mit  m  ergiebt  sich  der  analoge  Satz 
fOr  die  verticalen  Seiten  des  Amptitadenrechtecka. 

Ist  gleichzeitig  cosnx  —  0  nnd  cosnt  —  0,  also  anch 

f-°.    1-0. 

so  wird  der  Wkl.  6  nnd  anch  die  Gleichung  dor  Tangente  unbe- 
stimmt Der  oscillirende  Punkt  befindet  sich  dann  in  einer  Ecke  des 
AmplitndonrGchtecks.  Die  Gieichnng  der  Tangente  eines  solchen 
Punktes  ist  bekanntlich: 
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fol^ch  fOr  den  TOrliegeadeu  Fall : 

bH*s,iniU(_l — *)  —  am*  sin  m*(i)  —  y)  =0 
oder  D2ch  ElimiDatiOD  der  QrOsge  t 

in  welcher  Qleichtmg  dann  x  —  +0,  y  —  ±i  zn  setzen  ist.  Für 
die  Tangente  dei;jenigen  Ecke,  welche  im  ent«n  Qaadranten  liegt, 
ergiebt  sich  z.  B. 

in»6— oin»»i-|-ttS(m*— n»)  —  0 

Diese  Tangente  bildet  mit  der  x  Achse   einen  Winkel  #,  fOr  welchen 

Die  Richtungswinkel  der  Tangenten  ^nes  Doppelpnnktes  des  er- 
sten Systems  sind  bestimmt  dorch 


«(^+f) 


cosqwcos— (2p — 1)5- 
""*    8in(2p— l)|sin^9« 

**"**"■       ™'        »      /2p— 1        2j\ 
cos 5-  «1-^^^ '] 

cosqkcob  — (^ — 1)„ 

sin  (2p — 1)  x-sin  -qn 

nnd  im  zweiten  Systeme 

sin  (2p  —1)2  sin  -  qn 


"08-  (2p  — 1)2 

sin  (So  —  1)  rt  sin  ~  qn 
bn  2  m  ' 


COSgicos  —  (2p — 1)  s 
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Also  besteht  fllr  beide  Arten  von  Doppelpunkten  die  Relation 

tan©+tan©'  =  0 

Darans  folgt,  dass  die  beiden  Tangenten  eines  Doppclpanktes  ein 
gleichschenkliges  Dreieck  mit  der  x  Achse  bilden,  oder  anders  aus- 
gedrückt, dass  die  Halbimngslinien  der  Winkel,  welche  die  beiden 
Tangenten  eines  Doppelpunktes  mit  einander  bilden,  den  Coordinaten* 

achsen  parallel  sind. 

§  11. 
Geschwindigkeit  des  oscillirenden  Punktes. 
Die  ersten  Bifferentialqnotienten 

dg;  rfy       ,  , 

dt  '         dt 

geben  bekanntlich  die  Fr^jectionsgeschwindigkeiten  des  oscillirenden 
Punktes  in  den  Achsen. 

Die  Geschwindigkeit  in  der  x  Achao  erroicht  ihren  absolut 
grdssten  Wert 

dt       ^""' 

h 

wenn  (  —  -  ji,  und  ihren  abaolnt  kleinsten  Wort 

wenn  mt  —  (2t+l)  5.    Im  ersten  Falle  ist  «  =  0,  im  zweiten  Falle 

a;  =  ±  a.    Darans  folgt  der  Satz : 

Die  ProjectionsgGsch windigkeit  in  der  x  Achse  ist  am  grSsateD, 
wenn  der  oscillironde  Punkt  die  y  Achse  passirt,  und  am  kleinston, 
wenn  derselbe  seinen  grOssten  Abstand  von  dieser  Achse  erreicht. 

Für  die  Projectionsgescbwindigkeit  in  der  y  Achse  erglcbt  sich 
ein  entsprechender  Satz : 

Aus  beiden  Pro jectionsgescb windigkeiten  setzt  sich  die  (Jeschwin- 
digkeit  in  der  Bahn  zusammen.    Man  findet  letztere  nach  der  all- 

I  Formol: 


'Vm+m 
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e  —  ya»in*C08»mt  +5»n»C0B*nt 

Die  Bahngeflcbwindigkeit  hat  ibren  grOssteo  Wert 

v-.l/a»m» +  £»«», 

wenn  cobbU  —  ±  1   nnd    cosb(  —  ±_1.    Der  OBcillirende  Pnokt  be- 
findet sieb  dann  immer  im  Coordinatenanfangspnnkte. 

Ihren  kleinsten  Wert  e  —  0  erretcbt  die  BabngeBChwindigkeit, 
wmn  cos  ml  —  0  nnd  coBnt  *-  0.  Der  osdllirende  Pnnkt  befindet 
uch  dann  in  einer  Ecke  deB  Amplitndonrecbtecks.  Hier  findet  alao 
doe  Umkebr  der  Bewegnng  Statt,  wie  Bich  Bchon  Mber  bei  der  Coo- 
stniction  der  Cniren  ergab. 

Wenn  der  oscilUrende  Punkt  einen  Doppelpunkt  des  erBten 
SfBtemB  passirt,  so  sind  seine  ProjectionBgeBcbwindigkeiton  entweder 
gleicb  oder  ent^gengesetzt  gleicb,  denn  fOr  einen  solchen  Punkt  ist: 


Dasselbe  gilt  far  einen  Doppelpunkt  des  zweiten  Syitcms,  fUr  welchen 
man  erhalt: 

^-<mcoB-(2p-l)2 

dy  n 

-^  —  ±6nain  —  qn. 

Darans  folgt  weiter,  dass  der  oacillirende  Pnnkt  beim  ersten  Durch- 
gänge durch  einen  Doppelpunkt  dieselbe  Bahngeschwindigkeit  besitzt, 
Tiie  beim  zweiten  Dorchgange  dnrch  denBelben. 

Das  Gesagte  gieht  ein  Mittel  an  die  Hand,  nm  ans  der  Zeich- 
nung der  Curve  za  erkennen,  ob  man  es  mit  einem  Doppelpunkte 
des  ersten  oder  zweiten  Systems  zq  tan  hat  Man  mgrkire  n&mücb 
die  Bicbtnng  der  Bahngeschwindigkeit  beide  Mal,  wo  der  oscillirendo 
Pnnkt  denselben  Doppelpunkt  passirt  Dann  zerlege  man  diese  Rich- 
tungen mit  Bilfe  des  Satzes  vom  Parallelogramm  der  Oeschwindig- 
keiten  in  Componenten,  welche  den  Achsen  parallel  laufen.  Auf  diese 
Weise  findet  man,  dass  zwei  dieser  Componenteu  dieselbe,  und  die 
beiden  anderen  entgegengesetzte  Richtung  haben.    Gemäss  der  obigen 

Werte  von  ^  nnd  -^  hat  man  also  einen  Doppelpunkt  des  ersten 
oder  zweiten  Systems,  je  nachdem  die  beiden  Componenten  in  der 
'  Achse  oder  die  in  der  y  Achse  entgegengesetzte  Richtung  haben. 
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Dieees  Eriteriam  Terliert  seioe  AnweDdbarkeit,  wenn  für  v  =  0 
die  beiden  Grössen  m  and  n  beide  angcrado  sind.  Denn  in  diesem 
Falle  wird,  wie  frUber  gezeigt  wurde,  die  Cnrve  2  Mal  in  entgegen- 
geeetxter  Ricbtung  dnrchlaafen.  Dann  fallen  aber  anch,  wie  ebenfalls 
früher  gei^oigt  wnrde,   beide  Systeme  von  Doppel pankten  znsammen. 

Ob  nnd  welchen  Einfluss  die  Pbaeendifferenz  anf  die  Resultate 
diesea  §  auallbt,  ist  leicht  zu  erkennen. 

S12. 

KrUmmnng  der  Carve. 

FUr  den  Krümmangshalbmesser  einer  Curve,  deren  Qleicbnngen 
einen  Parameter  (  enthalten,  eiistirt  die  Formel: 

,.m±w 

dy     (fix        dx     ^y 

Nun  ist,  nntcr  der  Voraussetzung  ?>  ^  0,  auf  welchen  Fall  die  Unter- 
suchung hier  wieder  beschränkt  werden  soll: 

dx  d*a  ,  , 

^  =  amcosmi,  dji^  ""  ""  <"»  «nmi 

<h  ^y  ,  ■ 

■^  —  äncosnt,  ai"  —  —bn'annt 

Durch  Einsetzen  dieser  Werte  in  obige  Formel  ergiebt  sich; 
_     1  {a*  m'  CQS'mt + 6'  w'  cos'tit)! 


woraus  durch  Elimination  von  (  folgt: 

Demnach  kann  der  ErUmmungsbalbmesscr  q  fSr  einen  beliobigCD 
Punkt  der  Curve  auf  ähnliche  Weise  constrnirt  werden,  wio  in  §  10. 
die  Tangente. 

Als  besondere  Werte  von  q  sind  folgende  hervorzuheben; 

Im  Coordinatenanfaugspnnkte  (x  =  0,  y  =  0)  ist  der  ErOmmungs- 
halbmesser  unendlich  gross;  jener  Punkt  ist  also  ein  Wendepunkt, 
wo  die  Curve  den  Sinn  ihrer  Erümmung  ändert.  Dies  ist  in  Ucber- 
einstimmung  mit  g  6. 
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Befindet  sich  der  oscillironde  Paukt  auf  den  horizontalen  Seiten 
des  Amplitadenrechtecks  (j/  =  ±  b),  bo  ist 

speciell  in  den  Schnittpunkten  der  y  Achse  (y  =  ±  t,  a:  =  0) 


und  in  den  Ecken  des  Amplitnd anrech tccks  (y  =  ±h,  x  —  ± a)  ist 
p  =  0;  dies  letztere  befindet  sich  in  Uebereinetimmnng  mit  dem,  was 
früher  bewiesen  wurde,  nämlich,  dssa  der  oacillirende  Punkt,  sobald 
er  in  eine  jener  Ecken  gelangt  ist,  in  seiner  Bewegung  umkehrt. 

In  Betreff  der  verticalen  Seiten  des  Amplituden  rech  tecks  ergeben 
sich  analoge  Besnltate. 

Fflr  die  Krümmungsradien  der  beiden  Curvenzweigo,  welche  sich 
in  einem  Doppelpunkte  des  ersten  Systems  durchschneiden,  ergiobt 
sich; 

™"     TOCOS™gncOB-(2p-l)2±nsin-gre8in-(2p~l)^ 

Dieso  beiden  Krflmmangsradies  sind  im  Allgemeinen  von  einander 
Terscbieden;  sie  werden  aber  ihrem  absoluten  Werte  nach  einander 
gleich,  wenn  eine  der  folgenden  Bedingangen  erfüllt  ist; 


1) 

COB-gn  =  0 

2) 

"•S»-"2- 

3) 

sin  -  g«  —  0 

i) 

sin^(2p-l)| 

Daraus   ergeben   sich  für  die  Zahlen  p  nnd  q  die  folgenden  Bedin- 
gnngsgleichnngen : 

1)  "3  =  i(ltt+l) 

2)  i(2p-l)-2l,+  l 
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yto  k  eine  ganze  Zahl  bodeotet 

Die  erste  Gleichnug  erfordert  ein  gerades  n ;   aie  ist  erfüllt  für 

Die  zweite  Gleicbaog  erfordert  m  und  n  beide  ungerade;  sie  ist 
erfüllt  für  p-^  itrn  +  l}  und  für  p  =  H3m  +  l).  In  beiden  F&llen 
bat  man  aber  keinen  eigentlichen  Doppelpunkt  (Tergl,  §  1.). 

Was  die  dritte  Gleichung  aubetrifFt,  so  kann  von  derselben  Ober- 
haupt abgesehen  werden,  da  q  nur  bis  n—  1  genommen  wird,  und  «n 
und  n  rolatJTC  Primzahlen  sind. 

Die  vierte  Gleichung  endlich  erfordert  wieder  ein  gerades  n. 
Dieselbe  ist  erfüllt,  wenn  p  —  i(m  +  l)  oder  p  ^  i{3n»^-l). 

Das  Oasammtresultat  lautet  jetzt  folgendermasscn : 

Ptlr  einen  Doppelpunkt  dos  ersten  Systems  kOnnen  die  beiden 
Krümmungsradien  nur  dann  einander  gleich  werden,  wenn  »  eine  ge- 
rade Zahl  ist.  Dann  sind  sie  aber  jedes  Ual  gleich,  wenn  eine  der 
drei  Bedingungen 

erfüllt  ist 

Der  Parameter  t  eines  solchen  Doppelponktee  ist  also  entweder 


•j(^'+' 


'-?(. 


-1(3  +  1). 
im  ersten  Falle  ist  sin  (tnt)  —  0,  in  den  beiden  andern  F&llen  sin  nt-^-O. 

FOr  die  Doppelpunkte  des  zweiten  Systems  ergiebt  üch  aof  die- 
selbe Weise  das  Resultat : 

Die  beiden  Srttmmungsradien  eines  Doppelpunktes  im  zweiten 
System  können  nur  dann  einander  gleich  werden,  wenn  m  eine  ge- 
rade Zahl  ist.  Dann  sind  sie  aber  jedes  Mal  gleich,  wenn  eine  er 
drei  folgenden  Bedingungen 
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P  =  i(»+ 1),        P  -  i(3"  + 1),       ?  -  j™ 
erfUlt  ist 

Der  Parameter  t  ist  dann  entweder 


Im  letzten  Falle  ist   sin  nt  =  0,  in  den   beiden  andern  F&llen  aber 
ünml  —  0. 

Fasst  man  jetzt  beide  Resoltate  in  eine  zusammen,  so  ei^eben 
sicfi  folgende  S&tze: 

Die  beiden  Krflmmnngsradien  eines  Doppelpnnktes  können  nnr 
bei  solchen  Cnrven  einander  gleich  sein,  fOr  welche  eine  der  beiden 
Zablcn  nt  nnd  n  genide  ist.  Sind  aber  m  and  n  gleichzeitig  unge- 
rade, so  sind  die  beiden  Krümmungsradien  eines  Doppelpunktes  stets 


Und  ferner: 

Di^enigen  Doppelpunkte,  für  welcbe  die  beiden  ErammnngBradien 
Bleich  werden,  liegen  auf  den  Coordinatenaclisen. 

Letzteres  ist  in  Ueboreinstimmang  mit  der  symmetrischen  Lage 
der  Curve  zu  beiden  Achsen. 

Vorstellende  Resnltate  beziehen  sich  alle  auf  den  Fall,  wo  die 
Phase ndifferenz  7  —  0  ist  Dieselben  Andern  sich  in  unerheblicher 
Weise,  wenn  <p  einen  von  0  verschiedenen  Wert  hat.  Dann  treten 
an  Stelle  deijenigen  Curven,  wo  m  und  n  beide  ungerade  sind,  alle 
diejenigen  Cnrven,  welche  durch  eine  Ecke  des  Amplitudenrechteclu 
hindurchgehen,  und  an  Stelle  deijenigen  Cnrven,  wo  m  oder  n  ge- 
rade, alle  diejenigen,  welche  nicht  durch  eine  solche  Ecke  hindurch- 
gehen. 

S  13. 

Quadratur   nnd  Rectification. 

Was  die  Qnadratar  derjenigen  Fläche  anbetrifiFt,  welche  von  einem 
Cnrvenbogen,  der  AbscisBenacbse  nnd  den  beiden  Endordinaten  be- 
grenzt wird,  so  ist  dieselbe  ohne  Schwierigkeit,  da  man  dabei  auf 
ein  Integral  von  der  Form: 
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/  sin  n*  coa  (mi + V)*** 

gefuhrt  wird,  welches  mit  Benutzang  der  trigonometrischeD  Formo) 

8in«co8^  =  i8in(o  +  U)  +  isin(«— j3) 

leicht  berechnet  werden  kann. 

Beispielsweise  erhalt  man  fOr  den  Inhalt  der  ganzen  von  der  Cnrve 

X  —  aaittt,        y  "  6  sin  2t 

eingoBchlosaenen  Fläche  den  Wert;  F'^  ga£.  Dagegen  fahrt  die 
BectificatiOQ  der  Carve  anf  ein  Integral  von  der  Form 

/  ■)/a*m*{tQiimt  +  v)]'  +  S*"*[C08  nt]»  dt 

welches  im  AUgemcinen  dnrch  die  gewöhnlichen  Uethoden  [d.  h. 
mittelst  EreisbCgen  nnd  Logarithmen)  nicht  ausführbar  ist,  so  daas 
man  za  Nähernn^Bformeln  seine  Zuflucht  nehmen  muss.  So  erhält 
man  z.  B.  nach  der  bekannten  Simpson'schen  Re^el  für  die  Bogen- 
IBnge  der  Curve 

X  —  asint,        y  ->  |asin2t 
den  Wert: 

«  -  1,9408  ...  a^. 

ScUiesBlicb  sei  noch  bemerkt,  daas  die  Cnrve 

X  —  asint,        y  =  \a-^%iia^ 

mittelst  Kreisbögen  rectificirt  werden  kann;  man  findet  in  diesem  Falle: 

«  =  an-^% 

Anmerkong. 

Beim  Anfertigen  vorliegender  Arbeit  war  ich  dnrch  die  Ungunst 
der  Verhältnisse  leider  nicht  im  Stande,  die  anschlagende  Littcratnr 
nachzusehen.  Abgesehen  von  dem  in  der  Einleitung  angegebenen 
Bande  der  Annales  de  Chimie  et  de  Physiqne  stand  mir  kein  den 
Gegenstand  berfifarendos  Werk  zu  Gehole.  Erst  nach  VoIlendSDg 
meiner  Arbeit  erhielt  ich  dnrch  die  Güte  des  Herrn  Professor  Stern 
in  GOttingen  Konntniss  von  der  Dissertation,  betitelt:  Die  Singnlari- 
t&ten  der  Liss^jonB'schen  Stirn mgabelcur von ,  von  Wilhelm  Braan. 
Da  beide  Arbeiten  denselben  Gegenstand  behandeln,  so  möge  hier 
noch  angeführt  werden,  in  welchen  Punkten  sich  dieselben  berOhren. 

Im  §  2.  seiner  Abhandlung  leitet  Herr  Braun  die  Ordnungszahl 
der  Lissajous'schen  Cnrve  ab,  indem  er  mit  Hilfe  der  bekannten 
Gleichungen 
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'idt:    üthtT  lAttajous' tche  Carven. 


■i(^-+y 


die  Unfenden  Coordinaten  rational  dorch  eineo  Parameter   darstellt 
and  hierauf  die  Zahl  der  Scfanittpiuikte  mit  einer  Gcradeu  bestimmt. 

la  §  3.  wird  sodann  dor  Parameter  X  Dach  der  Bezout'schen 
Methode  elimtairt  and  die  Gleichung  der  Cuire  in  Cartcsischen  Coor- 
dinaten hergesteltt.  Die  hierbei  gewonnenen  Rcsnltate  sind  in  |  6. 
meiner  Arbeit  auf  anderem  Wege  abgeleitet. 

Im  §  4.  bestimmt  Herr  Braun  die  Zahl  der  Doppelpunkte,  welche 
einer  Lissajons'schen  Cnrve  zukommen,  jedoch  nur  für  den  Fall,  wo 
dieselbe  nicht  durch  die  Ecken  des  Amplitadeurccbtccks  bindurch- 
SehL  Fflr  den  zweiten  Fall,  welchen  er  den  der  ausgearteten  Cnrven 
nennt,  wird  das  Resultat  ohne  spciolle  Ableitung  angegeben. 

Die  hierauf  bezüglichen  Resnitato  sind  auf  Ähnliche  Weise  in  den 
H  7.  —  9.  meiner  Arbeit  für  beide  Fille  abgeleitet. 

Im  Uebrigen  bebandeln  beide  Arbeiten  verschiedene  Themata 
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Geometrische  Untersuchungen  über  kubische  und 
höhere  Curven  und  Gleichungen. 


Emfl  Oekinghaus. 


Obgleich  auf  diesem  Gebiot  mehr  wie  auf  jedem  andern  zablloae 
UnteTHachmigen  ODgcstcllt  worden  sind,  bo  ist  der  Gegenstand  noch 
keineswegs  erschöpft  und  liefert  oamentlich  hei  Annendang  geomc- 
triachcr  Methoden  alg  Interpretation  der  Gleichungen  manche  branch- 
bare Ergebnisse. 

Die  nachfolgenden  Betrachtungen  aber  die  kabiscben  Cnrren  nnd 
Gleicbnngen;  aber  das  einfache  Hyperboloid  als  geometrischen  Ort 
der  Wurzeln  der  ersteron;  die  TrisectionshTperbel  mit  ihren  barmo- 
nischen  Beziehungen  nebst  ihrer  Bedeotong  fbr  den  casva  irredacti- 
bilis;  die  durch  eine  bestimmte  Winkelfanction  charakterisirten  Cairen 
2ten  bis  nten  Grades  und  ihre  specielle  Anwendung  auf  Kegelschnitt« 
und  lemniskatischo  Linien  mit  ihren  Focal-,  Centri-  nnd  Scheitel- 
winkeln ergeben  mehrere  interessante  Sätze  und  Relationen,  wie  dies 
stets  der  Fall  ist,  sobald  ein  mathematisches  Problem  ans  analytisch- 
geometrischem  Gesichtspunkte  betrachtet  wird. 


Es  liege  tof  die  hnbiscbe  Gleichung 
deren  Worzeln  ans  der  kabiscben  Corre 
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fctp  „  a;'  — aa»4->ic— o  2) 

für  y  —  0  herTOrgehen.    Der  Einfachheit  wegen  setzen  wir  jfc  ->  1. 

Wir  differentüren  2)  und  bezeichnen  ^  mit  Igt,  dann  ist  derDiffe- 

rentialqnotient 

tgT  —  3«*— 2ai-i-ft.  3) 

Die  Resultante  der  Elimination  von  x  aas  1)  und  3)  ist  nun 
tgT»  — {«*  — 34)tgT»~(4o'c— a*i*-18aic  +  46'+27c*)=0 

oder 

tgi»— (a'— 34)ter»  — 1?  =  0, 

wo  D,  die  Discrimintinte  der  knbischen  Qlcichnng  bei  rooiten  Wurzeln 
BtGts  negativ  ist.    Der  Ausdruck  a^  —  3b  ist  die  quadratische  Variante. 

Wir  fahren  eia 

Xj—X,  "  «3, 


dann  bt  auch,  wie  bekannt 

«»— ((.»— 3i)«4-y^^^  =  0,  6) 

nnd  weil 

a>  — 3£  1 

so  folgt  

"it«t,  =  t4,tgt,  —  UjtgT,  =  -\/—D.  7) 

Die  Ordinate   des   Dnrchschnittspankteg   zweier   Tangenton   der 
kabischon  Carve  sei  c,  dann  ergibt  eine  einfache  Betrachtang 

^  _  cot  Ig  —  coti,  -  ^^^^. 

^  —  COtT,— COtT,,  8) 

—  —  cott, — cott,, 

und  weil 

«i+«N  +  «s  =  0. 
so  resattirt  aas  8] 

"t+"8  _  «1  —  Wj  Q, 
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Vermittelst  dor  Substitution  von 

wird  y  durch  eine  reciproke  Qleichang  6.  Grades 

y'-\-Ä!^-\-Bs/*+C!)^  +  By»  +  Ay  +  l=0 
bestimmt,  in  welcher 

^  —  3, 


ist.    Aus  9)  folgt 


Wir  wolleu  hior  und  fOr  das  Folgende  bemerken,   dass,  wo  die 
geometriBchcn  Grössen  u  und  e  mit  D  in  Verbindung  treten,  letztere 

durch  74  eigentlich  beieicbnet  werden  muss.    Es  ist  bokauntlich 

bei  reellen  Werten  negativ. 
Es  sei  nun 

oder 


dann  wird  die  Gleichung  fUr  1 


^ 


D 

2(a 

»-3i)»- 

(-71. 

D 

^*'^. 

^ 

i-£ 

zR 

aus  welcher  die  Relation  folgt: 


t.,»+ß^V+öT^V  +  0 


+  «.*-4-D~      ä- 
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Fohraa  wir  io  13) 

.  -  »  —  1  14) 

ein,  so  ei^bt  die  Vei^leichnng  von 


cotT»H — ^— cot«+;^  -  0 


'^otT  =  -^5., 


-£5|<.-+°)  =  '^. 


Eraetzen  wir 

hierin 

u  durch 

so  folgt  die 

symmetrische  Formel 

4Ca»-36)    ,    D        „ 

Vomöge  18) 

finden 

sich  noch  die  Formeln 

w- 

-D   ,   3^*-I>  ,   3^8»- 

U 

20) 

nnd  andere,  welche  den  Znsammenhang  der  Tanaboln  o  mit  der 
Discriminaute  zeigen.  Diejenige  Gattung  kubischer  Gleichungen, 
deren  quadratische  Variante  nnd  Discriminaute,  mithin  auch  ihre 
kubische  Variante  in  allen  Fällen  constant  ist,  bestimmt  vermöge  19) 
eine  Cnrve 

-^4-^-3 

worin  die  zusammengehörigen  3  Paare  u,  i^,  etc.  als  Coordinaten 
auftreten. 
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Es  lasaoD  sich  noch  einige   Formeln  entwickeln, 
trigonometrischen  Bezichnngen 

2o9— 9oi  +  27e 

COS 3t  = ,--    ■  ■■-. 

2(a»-3S)l/a>-3i 


tg3£  =  ; 


y-36)r 


2o»— 9a6+27c* 
«  =  -/Ko*  — 3i)sin  £,    etc. 
in  Terbindang  bringen  mit  18J. 
Aus 

folgt 

'        '  V        3  /  Bin  £  ' 

oder  nach  einigen  Entwiclcelnngen 


VKa'-Sijsinj, 


», Vl(»"-3i)sm(60»+ 1),  m 

u,-      yj(o>-3Mrin(60»-.). 

DaB  Dreieck,  welches  die  3  Tangenten  der  Cnrre  in  den  Schnitt- 
pnnliten  mit  der  Aciise  einBchlieesen,  hat  den  Inhalt 

^_i,       j_        j_       <      2(.'-3i)'V:^ 

^  =  K»i<'.+».».+'.».)=  2„._9^_|.in,  25) 

Ferner  igt 

fti»,+ejWg+fisO,  =  D.  26) 

Die  kubische  Formel  fUr  o  ist  nämlich 
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°'+2a>-M+27.°'+°'+  Se=Sc+Wc  =  "•        "" 
und  bat  die  Kedncente  uß  =  Qy. 
Demnach  ist 

26) 
fiVfVj  D 

"t+^i  +  vg  "  9  * 

Ans  26)  geht  hervor,  dasB  die  Summe  der  Prodncte  je  zweier 
Höhen  der  drei  durch  die  Tangenten  gebildeten  Dreiecke  die  Discri- 
minante  bildet. 

Ans  7)  nnd  24)  reanltirt  noch 

1/    — 3P        1        .  1/  —  3Ö  1 

*8''-f4(ii=34)  SEI'     *«'« K4Ö 


V  4(a»-; 


3*)  Bin(6O0+f)' 
ZD~  1 


Von  diesen  big  jetzt  entwickelten  Formeln  werden  wir  zum  Zwecke 
einer  TeraUgemeiDerten  geometrischen  Betrachtnog  sogleich  Gebrauch 
machen. 

n. 

Betrachtet  mau  die  Wurzeln  der  kubischen  Gleichung 

x> —  aa^-\-bx — c  =  ^  ^0, 

welche  wir  jetzt  mit  x,  y,  a  bezeichnen  wollen,  ats  Coordinaten  eines 
Panktes  im  Räume,  so  entsteht  die  Frage,  welchen  Ranmgebüdnn 
dieser  Funkt  entspricht.  Wir  wollen  nachweisen,  dass  eine  centrische 
Fläche  zweiten  Grades  und  zwar  das  einfache  Hyperboloid  den  Be- 
dingungen der  An^be  genügt. 

Die  Gleichung  4)  geht  wegen  tgr  =  ^  über  in 

/    1    \',a*-3A/  1    \        1        n 

(■9j)  +  -D-   (■äjj-ö  =  *''  29) 

Femer  besteht  die  reducirte  Gleichung 
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and  endlich  noch 

(f)if)""^(f)"^  ■    '" 

Dio  Ableitung  dioser  Gleicfanngen  hat  keine  Schwierigkeit. 
Wir  bezeichnen  nnn  die  Anadrltcke 
BJ      bJ      dJ      .   .     ^ 

eii"    ä^-    ^*   ^  •■   ^'"  *«'*'  *«'" 

in  folgender  Art: 

W,     '^-    5i5         '    8^ ' 

indem  wir  annehmeD,  dass  r,  >  *,  >  «j  ist 
AoB  30)  and  31}  folgen  nna  die  Relationen 

^'  "•"  S<       C"  -  '• 

33) 

yl"  +  i<"        C>  "  "' 

ferner  ist 

1+1+;='- 

Dio  erste  dieser  Gleichungen  cbarakterisirt  ein  Hyperboloid,  die  zweite 
and  dritte  Ebenen. 

Das  einfache  Hyperboloid  hat  zunächst  die  Eigenschaft 

und  ist  deabalb  ein  gleichseitiges. 

Die  genannten  Ebenen  achneiden  sich  in  einer  Geraden,  and 
diese  begdmint  in  einem  ibrcr  Schnittpunkte  mit  der  Fläche  dio 
Coordinaten  xj/z  als  Wurzeln  der  kubischen  Glcichnng.  Diese  Flächen 
stehen  in  eigen titmlicben  einfachen  Gezichnngcn  zn  einander,  welche 
wir  mittelst  der  analytischen  Geometrie  des  Raumes  jetzt  ableiten 
wollen. 

Die  Ebene 
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schoeidet  das  Hyperboloid  in  einer  Linio  zweiten  Grades,  deren 
HorizoDtalprojectioD  vermittelst  EliminatioD  von  >  gefunden  wird. 
Die  allgemoine  Form  ist 

^,a!*+iI,y'  +  2Cixp+2Di«4-2E,y+ J\  =  0,  35) 

welche  in  nnEerm  Falle  Qbergeht  in 

B»  +  T'  +  cT  -  C?  -  6'"«  +  CiT^  =  °-  3^> 

Um  zn  entscbeiden,  welcher  Gattung  von  Eegelschnittea  dieso  Corvo 
zogehürt,  bilden  wir  den  Ausdruck 

Ci*  — -diB,  —  ^, 

derselbe  ist  wegen  34) 

also  grösser  als  0  nod  es  bedeutet  die  Gleichung  36)  eine  Hyperbel, 
deren  Mittelpunkt  die  Coordinaten 

37) 


hat.    Gemäss  der  Bedentung  von  A*,  B*,  C*  sind  dieselben  anch 

aA^  aB* 

a^—Sb'     a»— 3S 
also  reell,  weil 

J,£,*  +  i(,D,»+(Ci'— ^jB,)/")  — 2C,BiZ.-i  =—  r, 

oder 

+  A*B*C*  ~     +A^B*C* 

von  Null  verschieden  ist    Dabei  kann  6^0  sein. 
Wenn  dagegen  in  der  kubischen  Gleichung 

x' — ax^'i-bx  —  e  ^  0 

i  =  0  ist,   ao  geht  die  Hyperbel  SU)  in  ihre  Asymptotcu  über  und 
ihr  Durchschnittspunkt  besitzt  die  Coordinaten 


Betrachten  wir  nun  den  Schnitt  der  Ebene  mit  dem  Hyperboloid, 
ao  sind  die  Mittelpunktscoordinaten  der  Hyperbel,  worin  die  Ebene 
die  Fläche  schneidet,  bezOglich 


byGoogle 


Oekinghitusi   OeomelrUeAe  UniernichuHgtii 

aA*  aB*         —aC* 

a*  —  Bb'      a»  — 36'      a»— 34' 


42) 


nnd  dieser  Punkt  liegt,  wenn  b  positiv  ist,  aasserhalb  des  von  der 
Fläche  umschlossenen  Baamcs,  dagegen  innerhalb,  wenn  h  negativ  ist, 
und  für  b  '—  0  liegt  er  auf  der  Fläche,  in  welchem  Falle  die  Hyperbel 
zn  zwei  durch  diesen  Punkt  gehende  Geraden  degenerirL 

Wir  wollen  den  Hyperbel  schnitt  genauer  nntorsnchon.  Nach  den 
Methoden  der  analytischen  Geometrie  bezeichnen  wir  mit  &  den  Nei- 
gungswinkel der  Ebene 


gegen  die  «y-Ebene  und  mit  i!>  den  Winkel  zwischen  ihrer  Horizontal- 
spar und  der  x-Acbse,  OA  —  a  ist  der  Abschnitt,  den  sio  mit  der 
y-Acbse  eiuschliesst 

Demgemäss  ist  die  Transformation  der  Coordinaten  durch  die 
Formeln 

*  =  it'cosip  — y'ainipcos*, 

y  —  «'sin  if'-|-ycofli/<cos#+a,  43) 

»  —  y'slnö, 

detinirt,  die  Horizontalspur  ist  die  x^-Achse,  A  der  AoÜangspnnkt 
In  der  allgemeinen  Gleichung 

A'x*+sy+1iC'xi,+2D'x-\-2E'y  +  F'^  0,  44) 

welche  durch  Einsetzen  der  AnsdrQcke  43)  in  33),  hervorgeht,  ist 

coM^   I   sintt"'        o>_(^^   I  coM^\ ^      sin** 

45) 


^_(üi*!+«^)„.^. 


Nehmen  wir  nun  an,  dass  die  Schnitte  der  Flttcho  gleichseitige  Hy- 
perbeln werden,  so  muss  dieBodingnng  A'-\-B'=0  erftlllt  sein,  nnd 
es  wird  jeder  Schnitt  den  Asymptotenkegel  in  2  Geraden  schneiden. 
Setzen  wir  nun  die  Werte 

sinij.»-.^,    co8t(»>  — i,    tg#»  — 2 

ein  in  die  Bedingungsgleichnng,  so  rosnltirt  schliesslich  ans  dieser 
oder  der  allgemeinen  Formel 

A'IB^~C')+B\A'-C*)  -  0»M»-f-Ä»)  46) 
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infolge  TOD  31)  eine  identische  Gleichung,  woraus  also  borvorgeht, 
dasB  in  onsenn  Falle  alle  hyperbolischen  Scboitte  dor  Fläche  gleich- 
seitige Hyperbeln  sind.  Eiue  Untersnchung  für  den  elliptischen  Kegel 
hat  dasselbe  Resultat.    Wir  antersacbeo  femer  den  Schnitt  dor  Ebene 

^s  -t-  £S       c»  -  " 
und  der  Fläche.    Die  ontero  geht  dnrch  den  AD&Dgspnokt  der  Coor- 
dinaten.    Der  Aosdmck  C-i'  —  A^Bi  geht  fttr  diesen  Fall  in  Null  über, 
nnd  die  Oleichong  der  Horizontalprojection  wäre  demnach  ^  ^<'^ 
eine  Parabel. 

Da  aber  F  verschwindet,  degenerirt  die  Parabel  zn  zwei  paral- 
lelen Geraden,  deren  Gleichongen  eicb  leicht  nach  dem  Vorigen  ent- 
wickeln lassen.    Sie  sind 


In  Bezug  auf  den  Schnitt  der  Ebene  mit  der  Flache  sieht  man 
sofort,  dasB  die  Ebene  den  Asymptotenkegel  des  Hyperboloids  berührt, 
mithin  der  Schnitt  selbst  zu  zwei  parallelen  Geraden  degenerirt. 

Um  die  StellnngsniDkel  der  Ebene  zu  beBÜmmcn,  benutzen  wir 
cUe  Gleichungen 


n+i=+^.'       n- 


14" 


--4-  — 
■*■'    C* 

Die  Transformation  dieser  Ausdrücke  ergibt 


Da  nun  wegen  7)                                  __ 
«1  tgri  -  V—D 
und  nach  24)  

ist,   so  gibt  die  Substitution  dieser  Grössen  in  49)  oach  einigen  ) 
dnctionen  die  einfachen  Relationen 
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COS  «  —      V"!  Bin  B, 

coB(J  =      VfBinCeO"— t),  Wl 

cosj-  — ~V'f8ia{60"+e)- 

Wir  wollen  ferner  die  Stellnng  der  beiden  Eltonen  zu  amoia 
betrachten  and  erinnern  dann,  dase  die  Ebenen,  deren  GleicbnogcD 

Ate+By  +  Cts-D, 

cbaraliteriBirt  Bind,  aufeinander  senlirecbt  stehen,  wenn  die  BedinpDi 

AAi-i-BBt  +  CCi  -=0 
oi-faltt  ist.     Dicacr  Bedingang  aber  genttgcn  in  Folge  von  34)  die 


and  diese  stehen  demnach  aaf  einander  senkrecht 

Schliesslich   wollen   wir   noch   die  Richtangswinkel  der  Bnrcli' 
Schnittslinie  beider  Ebenen  berechnen. 

Die  Gleichnngen  ihrer  Projectionen  anf  die  Ebenen  xjr  ond  n 
Bind 

Nach  bekannten  Formeln  erhält  man  hierauB 

cos«  —  ■  p.^~-,=  -  ■■■  ,..^=  etc.   oi) 

r  ^  l:i*  +  £5  +  c^  ~  ^B*  +  A^^  +  ä»6'V 

oder  nach  Früherem: 

,     cot  T.  — cot  r,  .., 

cosa  =  — ,  — ■  w*) 

Man  bemerke,  dasa 
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worin  —  durch  23)  und  24}  bestimmt  ist,  and  das  Resultat  dieser 
Sabstitotion  ist  scbliesslicb: 

C0B«'=      Vjcost, 

C08^'=      ■v'fcoa(60«  — t),  57) 

COB  r' Vf  C08(60»+  «)■ 

Die  StellDDgB-  und  Richtongswinkel  der  genannten  Ebenen  und 
ihrer  Durch scbnittsgeraden  stehen  demnach  in  eiafaclicm  Terhältniss 
zu  dem  trigonometriscben  Winkel  t  der  kubischen  Gleichung. 

Das  Vorstehende  zasammcnfassend,  bestimmt  demnach  die  eine 
gegen  die  CoordinatenachHen  aymmetrische  Ebene  in  ihrem  Schnitt 
mit  dem  Hyperboloid  eine  gleichseitige  Hyperbel  als  geometrischen 
Ort  der  gcsnchten  Coordinaten  zju;  die  andere,  den  Asymptotenkegel 
berührende  Ebene,   deren  Spuren  in  der  aa-  nnd  ja -Ebene  durch 

-  =  -Tj  und  "  =  M  definirt  sind,  orzengt  auf  der  Fläche  ein  System 

von  zwei  parallelen  Geraden,  deren  eine  in  ihrem  Darchschnitt  mit 
der  Hyperbel  die  Wurzeln  iri/z  liefert.  Der  Mittelpunkt  dieser  Hy- 
perbel liegt,  wenn  a  von  Null  verschieden  ist,  ausserhalb,  auf  oder 
innerhalb  des  Hyperboloids,  je  nachdem  b  positiv.  Null  oder  negativ 
ist.  Ist  aber  a  =■  0,  wird  also  die  kubiscbe  Gleichung  zu  einer  redn- 
cirten,  so  geht  auch  die  erate  Ebcuo  durch  die  Spitze  des  elliptischen 
Kegels,  und  b  ist  dann  <^  0.  Für  diesen  Fall  werden  die  Stellnngs- 
Winkel  der  durch  den  Funkt  xjß  gelegten  Tangentialebene  dea  Hyper- 
boloids durch  folgende  leicht  abzuleitende  Formeln  anagedrilckt; 

Vfsinat,    Vf sin  2(60»  — (),    y|"8in2(60"-f  t),  Ö8) 

nnd  der  betreffende  Punkt  hat  vom  Anfaugapankt  die  Entfernung 
=  Va'  —  26. 

Wenn  nun  auch  die  entwickelten  Resnltate  die  directe  Aufldsnng 
der  kubischen  Gleichung  nicht  liefern,  so  haben  sie  doch  insofern 
theoretiachea  Interesse,  als  die  als  Ranmcoordinaten  anfgefasaten 
Wurzeln  der  Gleichung  durch  die  eines  Punktes  eines  einfachen 
Hyperboloids  defiuirt  werden  kOonen  und  daas  die  analytischen  Eigen- 
tümlichkeiten der  Gleichung  durch  die  geometriachen  Eigenachaften 
der  Durchschnitte  der  durch  die  Gleichung  bestimmten  Ebenen  mit 
der  Fläche  sich  zwanglos  deuten  lassen. 

BezOglicfa  der  quadratischen  Gleichung  x'  —  ob:  -}-£—=  0  bemerken 
wir  noch,  dass  die  Coordinaten  des  Durchschnitts  der  Geraden  z4-^~-a 
nnd  der  gleichseitigen  Hyperbel  ie*— j'  =  äVa*—4b  die  Wurzeln  der 
Gleichung  darstellen. 


r- 
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in. 

Um  don  Gegenstand  weiter  zn  Tcrfolgen,  geben  wir  zan&chBt 
wieder  von  Gtoichnng  2)  ans.  In  der  Ebene  dieser  Curve  nefamen 
wir  oineD  beliebigen  Pnolct  u',  v  an,  verbinden  ibn  darcb  Gerade 
mit  den  Durchschnittea  der  Carve  und  der  Abscisaenachse  und  be- 
zeichnen die  Winkel  derselben  mit  der  Ordinate  «'  dnrcb  f.  Dem- 
nacb  ist  (nacb  Weglassnng  der  Accente) 

i.-«+t.tgaj.  69) 

Setzen  wir  diesen  Wert  ein  in 

«»  — .w'-f&c  — c  — 0, 
entwickeln  nach  Potenzen  von  tgt,  so  resnltirt 


.  ,  (3u  — a)        .  ,  3a»— 2au  +  ft           ,  u»— au»+6o- 

--0.  60) 

Nun  iMatelit  abor  die  Gleichang 

l.f:.lMl.l       •"(—3»)+«'--'+»—' 

611 

t«i»i+».+".)-      „(„■_3«>+a.u-4) 

welche  fOr 

«,  +  »,+  », -±!W> 

62) 

die  BediDgaug 

3u*  — 2<™+6  — «'  =  0 

63) 

verlangt.    Dieselbe  ist  aber   nichts  anders  als   die  Gleicbang  einer 
Hyperbel 

mit  den  Achsen 

Bekanntlich  ist 

die  quadratische  Variante  der  kubischen  Gleichnngeo. 

Diese  Hyperbel  besitzt  ausser  andern  allgemeinen  Eigenschaften 
noch  eine  bemerkenswerte  und  fttr  die  kubischen  Gleichungen  wichtige 
Eigenschaft,  welche  wir  ans  dem  Vorstehenden  ableiten  wollen. 

Es  liege  x^  -^  x^-^  A  rechts  vom  Anfangspunkt  in  der  grossen 
Halbachse,  und  a^— —  2.4  —  —  C  linke  davon  in  dor  Escentricit&t, 
wir  verbinden  dio  genannten  Punkte  mit  einem  beliebigen  Punkte 
des  ersten  Astes  durch  Gerade,  welche  mit  der  z-Achae  die  Winkel 
kl  und  k^  bilden,  dann  ist  nach  62) 
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2ij  +  J, -180«.  65) 

Don  einen  Schenkel  von  l^  Terl&ngern  wir  big  zum  Darcbsctanitt  mit 
der  Asymptote,  der  Winkel  zwischen  beiden  sei  t,  dann  ist,  weil  der 
Asyniptotenwinkel  2.60«  betrftgt, 

i'-  60« +t, 
mithin 

2e  — 60«— 1,. 

Der  Winkel  an  der  Spitze  des  durch  die  Brenn-  nnd  Schoitellinie 
mit  der  Achse  gebildeten  Dreiecks  ist  aber 

i,-i,-S0»-ia+«-3£,  66) 

woraus  hervorgeht,  dass  der  dnrch  die  Schcitelgoradc  mit  der  Asymp- 
tote gebildete  Winkel  der  dritte  Teil  ist  des  Winktls  zwischen  dieser 
Scheitelgeraden  nnd  dem  Brennstrahl  ans  der  andern  Hälfte  der  Cnrve. 
Vermittelst  der  Hyperbel 

ist  man  also  im  Stande,  die  Trigection  eines  Winkels  anfs  einfachste 
zn  lösen.  Der  Winkol  X'  ist  »  60''-|-t.  Um  nun  möglichst  allgs- 
meinere  Resultate  zu  erlangen,  wollen  wir  die  gefundenen  Eigen- 
schaften in  Verbindung  bringen  mit  den  reellen  Wnrzeln  der  kobischen 
Qleichong  x* — px — q  —  0,  welche  bekanntlich  ansgedrUckt  werden 
dnrch 

xt-VipainiGOfi-t),  67) 

«,  =  ySsin(60o+i), 


Das  genannte  Dreieck  giebt 


3o  sin  3e 


die  obigen  Formeln  geben 


^       Hin(60°+t) 
^q"       sin  3t      ' 
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Der  dem  Dreieck  umbcschriebeno  Kreis  schneidet  den  zweiten  Ast 
in  noch  zwei  Paukten,  deren  Brennstrahlen  OX^  und  OXg,  welche 
wir  bezüglich  mit  x,  und  x^  bczeichDen  wollen,  in  nachstehender  Art 
berechnet  werden  können.  Znnächst  ist  bei  Ansicht  d(?B  Dreiecks 
OAJC^,  worin  Wkl.  O  -  2t  and  Wkl.  A  =  t, 

3a  =  3fiain3f        (A  ^z.  Badins  des  KrcisoB)  71) 

oder  wegen  70) 

?-^  =  2BBin3f.  72) 

P 

Fuhron  wir  hierin  sinSt  aus  67)  ein,  so  kommt 


'-Vi 


73) 


Da  der  zu  x,  gohOrlgo  Pcriphcriowinkel  ^-  t,  so  ist  ferner 

x^  =  2B9iai  =  Vipiiat  74) 

und  __ 

Xt  =  2ä  sinCGO"—  f )  =  Vip  810(60«  -  e).  75) 

Das  Resultat  ist  also,  dass  die  Brennstrablcn  OX,  OX^  OXg  der 
Hyperbel  dio  Wnrzeln  der  kubischen  Glriehung  i' — pi:-j-g~0  sind, 
die  durch  die  Relationen  70}  und  73),  welche  die  grosse  Achse  and 
den  Radios  des  Kreises  bestimmen,  leicht  constrnirt  werden  kÖDnen. 
Dreieck  XtÄ^X^  ist  gloichseitig.  Wir  verlängern  die  OX^  etc.  bis 
zum  andern  Hyperbelast  nnd  bezeichnen  diese  neuen  Brennstrahlen 
mit  OY,  =  y„  Oy^  -  yj,  Oy^  -  y,. 

Berücksichtigt  mau  nun,  daes  Wkl.  X^AYi  —  90^*,  dass  mithin 
auch  X^AYf  =-90"  sein  ranss,  so  gehen  ohne  Weiteres  bei  Betrach- 
tung der  entsprechenden  Dreiecke  noch  die  Formeln  hervor: 

Pi  —  V^pcost, 

ys-VsP  008(60"-*),  76) 

y8  =  V|pco8(600+0, 

3g 

C083£   —    — ,~. 

pVip 

die  demnach  mit  den  ersten  geometrisch  verknüpft  sind. 

Der  durch  den  Scheitelpunkt,  den  andern  Brennpunkt  und  durch 
Y^   gehende   Kreis    geht  auch   durch    F,  nnd  Fg.     Die  Kreiscentra 

haben  die  Abscissen  — ä- 
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lomerke  DOcb  di 

Verhältnisse 

tg(60"-t)      x^      tg(60«+0 
tg3s      '     ys             t«3E 

Bezeichnet  man  die  Sehnen  der  Hyperbel pnnkte  X  und  V  mit  *,  f 
folgt  aoB  den  letzten  Relationen: 

»  2C08£ 

und  es  ist 

«,:j,:<g  —  COSE:C0S(600— l):C0S{60<'+f),  T< 

im  Vergleich  mit  23}  besteht  noch  die  Proportion 


79) 


Die  harmonischen  Verhältnisse  wollen  wir  noch  znm  Schlüsse  in 
Kürze  berühren.  Neuneu  wir  den  Durchschnitt  einer  der  Brenn- 
Strahlen  OX^V^  mit  der  Ordinate  des  Krcisceutrnms  (?,,  so  ist  die 
Strecke  00^  in  den  Paukten  X,  und  ¥^  harmonisch  geteilt.  Ebenso 
sind  XfYf  und  X^Y^  bezüglich  za  00^  und  OO^  zugeordnete  har- 
monische Punkte.  Diese  Verhällnisse  wollen  wir  indessen  nicht  weiter 
mehr  erörtern.  Man  vergleiche  Ober  diesen  Gegenstand  eine  frühere 
Abhandlung  in  dieser  Zeitschrift,  in  welcher  wir  auch  die  übrigen 
Falle  der  kubischen  Gleichungen  geometrisch  discutirt  haben. 

Die  soeben  für  den  Fall  einer  kubischen  Gleichung  abgeleiteten 
Resultate  können  cnveitert  werden,  wenn  wir  die  Gleichung  4.  Grades 

x*  —  ax^  +  bx*  —  cx  +  >i  =-  j  — 0  80) 

zn  Grunde  logen.  In  der  Ebene  dieser  Curvo  verbinden  wir  den 
Pankt  uf  mit  den  Dnrchschnittsp unkten  derselben  und  der  XAchse. 
Dann  ist  wie  früher  x  =  u-\~vtgm.  Diese  Substitution  von  x  in  80) 
liefert  eine  Gleichung  für  tgw  und  es  besteht  die  Formel 

81) 

tg(«i+<-,+<»s+«4)  =  "  ?_„.(6u*~3«»-|-i)-|-«*-«uH*.>-«*+<i 

Es  sei 

„,  +  a>,  +  »3  4-  «4  =  180",  82) 

dies  bedingt 

,       -4u»+3aw'-2fa.+c 


Die  Division  ergibt,  wenn  wir  die  Rcducente  o'  — 4a6-{-8c  =■ 
fohren,  als  Resultat 
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-|.-iK«'~4J)_0, 


("-0" 


mitbiu  cioe  gleichseitige  Hyperbel. 

Der  RcdiiccDto  cutapricht  die  Gleichung  ij+^j  — irj  — a- 
Setzen  wir  der  Einfachheit  wegen  noch  z,  = — x^  und  r,  - 
voraus,  ao  redncirt  sich  die  letzte  Gleichung  auf 


für  i,  =  90  —  I  hat  man  also  mit  dieser  Cnire 

li  +  ij-f  ;ij-f-A^  =  180«,  86) 

d.  h.:  Bestimmt  man  anf  der  Z-Acbse  einer  gloichBoitigen  Hyperbel 
u» — V*  —  A*  Tier  zum  Anfangspunkt  der  Coordinatcn  symmetrisch 
liegende  Punkte  a-j«,  und  — ^i'—^»  so,  dass  die  Relation  xi*-\~xg*=' 
iA*  =  C  (C  —  Excentricität)  stattfindet,  und  zieht  dann  von  einem 
Hyperbelpnnkt  nach  diesen  i  Punkten  Gerade,  welche  mit  der  X- 
Achso  die  Winkel  A,,  1,  etc.  einschliessen,  so  ist  ii+^li+is+Ai«-  180". 
Wir  wollen  hieraus  einige  Sätze  ziehen,  die  vielleicht  neu  sein  dflrften. 

Fallen  zwei  Punkte  in  den  entsprechenden  Brennpunkt,  die  bei- 
den andern  also  in  den  Anfangspunkt,  so  bestehen  fQr  2  Gurven- 
pnnkte  die  Relationen 

i,  +  2A,  +  11=  180", 

Z,+2Z,+£4=180". 

Ziehen  wir  die  erste  Gleichung  von  der  zweiten  ab,  und  fuhren  die 
Focalwinkel  /  und  /',  sowie  den  entsprechenden  Centriwtnkcl  c  ein, 
80  ist  wegen  J^^  —  ij  =  f,  A^  — i-j  ■=  f^,  J, —  £,  =  o 

f-f'~.2c,  87) 

und  man  hat  den  Satz: 

Der  Centriwinkcl  einer  gleichseitigen  Hyperbel  ist  gleich  der 
halben  Biifercnz  der  Focalwinkel,  welche  mit  ihm  auf  gleichem  Bo- 
gen stehen. 

Liegen  endlich  jo  zwei  Punkte  in  den  Scheitelpunkten  der  Hy- 
perbel, so  ist  Ai-f  A4  —  90*  und  für  einen  zweiten  Punkt  Ll'\-L^  =-  90". 
Die  Differenz  ergibt  Scheitelwinkel.    Damit  haben  wir  den  Satz : 

Die  beiden  anf  demselben  Bogen  stehenden  Scheitelwinkel  einer 
gleichseitigen  Hyperbel  sind  einander  gleich. 
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Dieser  Satz  läset  sich  erweitern : 

Ein  Durchmesser  2r  dieser  Hyperbel  schlieaso  mit  der  X-Achse 
den  Winkel  a  ein,  seine  Eudpnukte  verbinden  wir  mit  einem  Punkte 
UD  der  Corve,  und  die  betreffenden  Geraden  mögen  mit  der  Achse 
die  Winkel  X  und  A,  bilden,  dann  ist 

e— rEinre  ,,      e-j-rainre 

soll  nun  il-|-it'=:  90"  sein,  so  verlangt  dies 

„a  —  r^sine' 


Also :  Die  auf  demselben  Bogen  stehenden  Pcripheriewinkel  nach  den 
Endpankten  eines  Dnrcbmossers  einer  gleichseitigen  Hyperbel  sind 
einander  gleich. 

Auch  hier  gilt  der  Satz,  sofern  er  im  richtigen  Sinn  genommen 
wird: 

Der  Winkel,  den  die  Tangente  der  Hyperbel  mit  der  Sehne  macht, 
ist  dem  Winkel  im  gegenüberliegenden  Hyperbelast  gleich. 

Hieraus  folgt  eine  Construction  der  Curve. 

Ferner  folgt  noch  aus  den  Formeln  66)  der  Trisettionshyperbel, 
dass  ein  Focalwiukel  des  einen  Astes  doppelt  so  gross  ist  als  der 
Scheitelwinkel  des  andern  Astes,  sofern  dieselben  anf  gleichem  Bo- 
gen stehen. 

Die  eben  skizsirten  Methoden  lassen  eine  Vorall gomeinerang  zn 
für  die  Gleichung  «ten  Grades  mit  reellen  Wurzeln 

i»_aa;H-i_j_ftH-3  ..  .  pxJrq=-y  —  0.  89) 

Wie  vorhin  verbinden  wir  die  durch  die  Wurzeln  bestimmton  Paukte 
der  X-Achse  mit  einem  Punkte  B(qo)  der  Ebene  xy  und  bezeichnen 
die  Winkel  zwischen  diesen  Geraden  and  R  mit  ®,  dann  ist 


tg«- 


zsunp 


—IE  cos  (p 

Don  aus  dieser  Formel  folgenden  Wert  von  x  setzen  wir  in  die  obige 
Gleichung  ein,  und  es  läsat  sich  aus  der  resultirenden  Gleichung 

tg»»--^tge»-i+-Btg»»-2  .  .  .  =  0 

die  Formel  fOr  die  Tangentensumme 


39* 
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benutzen.    Man  findet  schliesslich 


SD 


-  _i_A      A        fl"-'asinip-fl"-»6ain2y+^~3gBin3ip- 

tg(«i  +  «s  ...  Vn)  ■=  ^Hß«-!  ac08>  +  i{"-*&C032ip  —  Ä"-Seö)a3v." 

Setzen  wir 

»1  +  Ö, . . .  e»  =  ü, 
so  ist  anch 

Ä"  sin  ü— Ä"-' o  Bin(  U+ 9)  +  fl" -^i  8in(  JJ-f  2ip) ...  g  BinC  U+ngj)  =0. 

Man  kann  diese  Polargleichangen  nach  Belieben  modificircn,  indem 
man  über  U  oder  die  Constanten  a,  h  ctc,  wiHkürlicho  Annahmen 
macht.  Man  findet  dann  einige  neue  Eigenschaften  dieser  Conen. 
Ist  beispielsweise  U  =  00",  so  besteht  die  Bedingnngsgleichnng 

if-  — Ä"-'ocoBV  +  R»-2icos2(p  ...  =  0.  93) 

Für  U=0  oder  180«  ist 

^"-'aBinqj  — Ä"'-i*Ä8in29)+ß"-3cBin37J ...  =0.         94) 
Die  erste  Gleichnng  wird  für  n  =  4 

Ä*  — Ä'{ii  +  !fi!  +  »^J  +  »"(}c03())-f  ß'(3;,3',  +  a:3a;,...)c08  2gj 

—  Ii(TjXjTf . .  .)C0S  3q»  +  x^r^^i  COS  itp         9Ö1 

und  diese  Cnrve  hat  wie  überhaupt  die  meisten  Curven  dieser  Art. 
eine  schleifen  ähnliche  Form,  welche  an  die  Lemniskaten,  Conchoiden 
etc.  erinnert.  Anstatt  die  Strecken  a-ir,  auf  der  Absei sscnachse  allein 
abzutragen  empfiehlt  es  sich  auch  die  Ordiuatenachac  dazu  m  be- 
nutzen. So  möge  die  erste  Achae  zwei  Punkte  +"*.  — ">.  die  andere 
die  Punkte  -|-n,  — »  enthalten.  Wir  verbinden  diese  Punkte  mit 
dem  Punkte  xy  der  Ebene  durch  Gerade,  dann  ist 


's»,-—/',    ne.-'-i-,    ms. -LI', 

t« 

»4   = 

4-" 

Die  Formel  für  die  Wiukelsnmme  nimmt  die  Gestalt 

an 

96) 

tgü  =  tg(     «,  +  9,      ö»  +  ®.)  =  i(4_,„»_„,,ß. 

2»- 

~»^ 

Wir  führen  ein 

i'sin2«  =  (mä-(-n»)C0Bü; 

i'cos2fl— (m>  — n»)8in(/. 

97) 

Demnach  wird 

98) 
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Soll  diese  Formel  mit  der  Gleichung  der  Lemniskate  (Cassioischo  Linie) 

R*^2e'R^cos2tf  +  '^  =  5*  99) 

identisch  werden,  so  miiBs  sein 

ip  +  a^  if, 

100) 

und  m  und  n  sind  jetzt  zwei  aufeinander  senkrecht  stehende  Radien- 
vectoren  der  Lemniskate,  deren  erster  mit  der  ^-Achse  den  Winkel 
tt  bildet    Diese  Lemniskate  ist  ein  geschlossenes  Ganzes. 

Nan  ist 

U Ö,+  »s  — »s+»4.  101) 

Nennen  wir  die  Complemento  von  9„  9^,  etc.  A,  B,  C,  D,  so  ist 
für  zwei  Cnrvcnpankte 

A  —  B-{-C—D  =  A'—B'-^C'~D'. 

Da  aber  a  =  A—A',  etc.  Peripheriewinkel  des  fiogens  PP'  in  Bezug 
aaf  die  Endpunkte  der  genannten  Durchmesser  sind,  so  ist 

u  +  ß-^V+d.  102) 

Hienins  resnltirt  der  Satz : 

Verbindet  man  die  Endpunkte  zweier  senkrecht  anfein  an  der 
stehenden  Durchmesser  einer  aus  einem  geschlosseaen  Ganzen  be- 
stehenden Lemniskate  mit  den  Endpunkten  eines  Bogens  der  letzteren, 
so  ist  die  Summe  der  Peripheriewinkel  dieses  Bogcns  in  Bezng  auf 
die  Dnrchschnittspunkte  des  einen  Durchmessers  gleich  der  Summe 
der  entsprechenden  Winkel  des  andern. 

Der  Satz  gilt  allgemein.  Setzt  man  statt  ±n  ein  ±n"/ — 1, 
wodurch  diese  Punkte  von  der  y-Ächsc  znr  ^-Achse  tiberspringen, 
so  erhält  man,  wie  sich  auch  ans 

««.-•-=^,    we.-'-±^,     tge.--'-^", 
*«.  — '-±^ 

analog  dorn  Vorhergehenden  zeigen  Ifteet,  die  Relation 
und  die  Übrigen  entsprechenden  Helationcn,  wie  in  97), 
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Also  haben  wir  auch  hier: 

Terbiodet  man  die  4  Schnittpunkte  eises  DarcbmeseerB  einer 
ans  getrennten  Ovalen  bestehenden  Lemniskate  mit  den  Endpunkten 
eines  Bogeua  der  Cnrve,  ao  ist  die  Summe  der  Poriphcriewinkel  fQr 
den  1.  und  4.  Schnittpunkt  gleich  der  für  den  2.  und  3. 

Im  Fall  der  einfachen  dnrch  den  O  Paukt  gehenden  Lemniskate 
vereinigen  sich  2  Pcriphcriewinkel  za  einem  Centriwiuket,  welcher 
demnach  doppelt  so  gross  ist,  als  die  Summe  der  ihm  entsprechenden 
Peripherie  Winkel  der  Endpunkte  eines  Durchmessers,  wofern  sie  mit 
ihm  auf  gleichem  Bogen  stehen. 

Diese  soeben  angedeoteten  Verhältnisse  Über  Peripherie-,  Centri- 
nnd  Focalwlnkel  der  besprochenen  Curven  werdeu  wir  in  den  fol- 
gendon  Abhandlungen  weiter  untersuchen. 

Die  hier  nur  angedeuteten  Verhältnisse  zoigen,  wie  man  auf 
diesem  Wege  zn  neuen  Sätzen  gelangen  kann. 


IV. 

Wir  teilen  im  Nachfolgenden  noch  eine  geometrische  AufiOanng 
der  reducirten  Oleichuugen  4.  und  3.  Grades  mit 

Durch  den  Mittelpunkt  einer  Ellipse  oder  Hyperbel  gehe  ein 
Kreis,  dessen  Durchmesser  R  mit  den  Radienvectorcn  nach  den 
Schnittpunkten  beider  Corren  die  Winkel  u^ujUgu^  eiuBcbliegson.  Der 
Winkel  zwischen  R  nnd  der  J-Achse  sei  a. 

Dann  besteht  die  Gleichung 

2-^.(«'':osqp'+J»sinv')]tg«ä+^^8ia2vtg»+l 


-  -i^i(a*3m<p*  +  l>*cos<p*)  =  0.         104) 


Um  nun  diese  Gleichung  mit 
identisch  zu  machen,  setzen  wir 


E=    tgU, 

P  —  2  — 2^(jg{a*cos9>*+ft*8in9i*), 
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and  hierans  findet  sich 

i*  _  3-p-r-Va-y+r)'+g', 

«»=  3-p-r+ya-p+r)«+9» 

^*  -  i(3  -  p  -  r  -  l/(l^p  +  r)»  +  9»)- 

Dio  erste  dioscr  Relationen  boatimmt  aas  den  Conatauton  der  Glci- 
cbnng  die  Achsen  dos  Kegelschnitts,  die  zweite  und  dritte  die  Lage 
des  Kreises.  Die  Wurzeln  der  Oleichang  sind  dann  durch  x  =  tgu 
bekannt.  Usn  kann  x  ^  9 tgu  setzen  und  Über  ^  so  beatimmen, 
dass  das  Absolatglied  r  kleiner  als  die  Einheit  wird. 

Es  sei  R'  der  dem  Pnnkte  Ii(<p)  entsprechende  Halbmesser  des 
Kegelschnitts,  wir  fahren  7  —  tgs  ein,  und  es  ist  filr  die  Ellipse 


108) 


C0.2,  ^'v^r'^'" 

coB2tcos2y  =  g~^^^ 

^=1— >■ 

Für  die  Hyperbel 

ist  dagegen 

»»■2.=  2^^>.2^, 

»r,  =  !-■■, 

Die  vorstehenden  Formeln  finden  für  E  =  R",  «^  =  0  Anwendang 
anf  die  reducirte  kubische  Gleichung 
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X»  +  px+g  =  Q.*)  110) 

Sie  sind 

____  111) 

i'  =  3-p-ya-j.)'+g' 

a:  —  tgit,  etc. 

Die   Ansdrücke   unter   dem   Wnrzolzeichen   bleiben   in   allen  Fällen 
positiv. 

*)  Bind  die  Wnncln  der  Gleichung 

üT*  — pz  —  q  =  0 
alle  reell,  lo  i»t,  wenn 

(3)  <**'  ^^  A""d""=''  «  =  0,362  +  l,76j/|. 

«od  mr  (1 1    >  g*  der  Amdmck  x  ~  0,456  -  +  Vp 

ein  erster  Nlberungivert  einer  Warael. 
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XXVIU.  . 

Die  n-  und  n+1-Teilnng  des  Winkels  und  Kreises. 


Herrn  Alfons  van  der  Grinten, 

Ingenieur  in  Chicago  (Dlinoia). 


SatK.  Ist  im  Kreise  A^E  (Fig.  1.)  der  Wlnlcol  An-iOAt,  gleich 
dem  n  —  2f&chen  des  Winkela  >4,0^o,  so  findet  man  das  »fache 
dieses  Winkele,  A^OA^,  sowie^dae  n~{~lfache,  An^\OA^,  indem  man  dnrcb 
Ai  die  Secante  An—^Bn-t  zieht;  die  Strecke  OBm-z  auf  dem  ver- 
längerten Schenkel  OA^  von  O  aus  gleich  0C„_2  abtrügt;  mit  .^o*^-! 
am  Af,  anf  OChs  den  Kreisbogen  Ch-zDm  beschreibt;  durch  Dn  die 
Sehne  A^Ah+i  zieht;  mit  ODn  um  O  auf  A^A^i^i  den  Kreisbogen 
D^^  beachreiht  und  die  Schenkel  OPnAn  und  OA^-n  zieht. 

Beweis.    Ea  ist 

Dreieck  .A,0fl»-a-|-.d,0.d„_3  =  AhsOBh-i, 

also  ist,  wenn  der  Kadius  des  Kreises  mit  r  und  Wkl.  AiOA,,  mit 
ip  bezeichnet  wird. 


OBn-i 


n(n— 2)9J  — Bin9 


Beschreibt  man  nun  mit  A^O  um  ^l«  den  Kreis  OF,  welcher  den 
verlängerten  Schenkel  OA,  in  G  schneidet,  so  ist  Off  =  2rcoBqD; 
also  ist,  da  nach  der  Coustruction  OBh-s"^  OCW-a  und  CW-3G=  ODn 
ist,  auch 
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und  n-f-/-  Teilung  dti    Wvikth  und  K\ 
OD,"  OQ—OBn-t 

gin(n  — 3)y 


n 


""+'  ^        8m{n  — 2)v  — 8ingi 

Nun   stelle   ich   zwei   RecnrsionsforinelD  auf,   mittelst  (lereu    Bianfi 
aas  8in(n — 1)9  und  sin(n  —  2)fp  hergeleitet  werden  kann,  u&mlich 

1)    sinnq)  —  2  cos  v  8in(n  —  l)y  —  8in(n  —  2)(p 


2)    mawp  ■■ 


Bin*fn  —  l)ip—  BJn'ip 


8in{n  —  2)qi 

Ans  1)  ergibt  sich 

8iu?iq>  +  Bin{n —  2)n> 
2C0B»  = -r^  -  ;-; — 

und  aus  2) 

.  ,        ,^         Bin'(Tt  — 2)q)— sinV 

Bm(»-l)v  =         ,ia(„_sl^ 

oder 

.  ,        „, 8in*(n  — 2)gi  — BinV 

Binrn — 3)<p  ^ -.~. ... 

Solzt  man  diese  beiden  Ansdrflcke  ßlr  2COB91  und  sin(n — 3)v 
in  die  Gleicbnag  fOr  ^h+i  ein,  bo  lautet  diese: 


Forner  ist,  nenn  OPh  mit  p»  und  Wkl.  FnOD»  mit  k  bezoichoel 
wird,  zufolge 

Dreieck  DnOAo  +  DnOPn  —  PnOAf,: 

rp^tisiny      p»pH+iBinx rf»Bin(y  +  x) 

2        "T"  2  ~  2 

oder  da  nach  der  ConBtrnction  pn  =  pn+i  ist 


Binx 

Diese  Gleichung  ist  aber  identisch  mit  I.  fllr 

N  -  (n— 1)9. 
Uithin  ist  wirklich 

Wkl.  AnOAf,  =  nAjOAo-, 
nnd  da 

Dreieck  Apf^iPnAn     congroent   Af,DnA^ 
ist,  so  ist  auch 

Wkl.  An^iOAn  —  (»-f  l)/ltÜ^o. 
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Yoo  n  =•  2  oder  n  =:  3  ausgebend,  erhält  mao  das  ConBtractionS' 
veriahren  dai^estellt  resp.  in  Fig.  2.  uDd  Fig.  3. 

Marqnirt  man  nan  die  Packte  Fh  (Fig.  1),  welche  succDssiTe 
ftr  aHe  Werte,  die  man  dem  Winkel  A^OA;,  gibt,  erhalten  werden, 
so  liefert  die  Reihenfolge  dieser  Paukte  eine  Curve,  mittelst  deren  leicht 
jeder  beliebige  Winkel  .^i,0.\  in  »  glcicbo  Teile  geteilt  werden  kann, 
indem  man  doreh  den  Schnittpunkt  l'n  des  Schenkels  AnO  nnd  dieser 
Cnrro  die  Sehne  A»^iA„  zieht  aod.^H|i  mit  O  verbindet;  alsdann  ist 

Wkl.  An^\OA,,  -^^^A^OA^. 

Mittelst  derselben  Corvo  aber  lässt  sich  joder  beliebige  Winke! 
A^OAq  anch  in  a-\-\  gleiche  Teile  teilen,  indem  man  durch  deu 
Schnittpunkt  /h+i  der  Sehne  A^Ä^  und  der  Curve  den  Schenkel 
0A  zieht;  alsdann  ist 

Wkl.   AnOA  ~ -^^AnOA^,. 

Beweis.  Der  Radinsvector  OPa['~  Qn)  ist  gleich  OUnC—Pn+i], 
also  ist  nach  Gl.  I,  auch 


Da  jedoch  der  zu   q„  gehörige  Co  ordinalen  winkel  l'^OA^^^^  ra)  das 
nhchc  dessen  von  (fn^\  beträgt,  so  lantet  die  Gleichnis  der  Corvc: 


Bezeichnet  man  noch  OPh+i  mit   p«'  und  Wkl.  P„\\OA  mit  \ 
ist  in  den  Dreiecken  P^^iOAf,  und  Pn.^iOAn: 


Nun  ist,  da  pn'  auch  der  Curve  II.   angehört,  nach  Gl.  II.   fQr  deu 
Coordinatenwinkel  u — if: 

sin(ii)  — ifr)  — 8in-(«  — f-). 
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Beide  GleichQQgen   für  q«    sind  aber  identisch   für   <o  -=  (,n-\-'l)'^, 
also  ist  wirklich 

Will  man  die  Teilpnnkte  Jb+i  und  Ä  resp.  in^,  nnd  ^' haben, 
so  beBhhreibe  man  anf  den  Sehnen  An^^tAg  and  A^A^  nm  O  mit 
OPn  nnd  Oi'„+i  die  Kreisbogen  Pi.D„  und  /"h+iDh+i  und  ziehe 
durch   Z>H  und  Dn+i  die  Schenkel  O^^  nnd  OA';   alsdann  ist  nach 

obigem  Satze  arc^li^  =  ^n+i^n  nnd  arc^'^  —  A„A, 

Ich  verweise  hier  nach  auf  eine  besondere  Curve,  mittelst  dereu 
glcichfailB  jeder  beliebige  Winkeli  AaOAt,  in  n  +  lgleicho  Teile  ge- 
teilt werden  kann.  Marqnirt  man  nämlich  auch  die  Punkte  !>»,  bo 
liefert  die  Reihenfolge  dieser  Pnnkte  eine  solche  Cnrvo,  indem  der 
Schnittpunkt  der  Sehne  AnA^  und  dieser  Curve  mit  I'h+i  znaammon- 

faiit 

Beweis.  Wird  iVA.fi  mit  p',.+i  und  Wkl.  A.+i0.fIo  mit  % 
bezeichnet,  so  ist  in  den  Dreiecken 

Cb+iOJo     und     Dn+lOAn-. 

rp',|-isin][      rp'n-n8in(M— x)       «■'rinai 


'  Bin(ifl — %)  +  8inx' 

Setzt  man  hierin  u  =■  (ii  +  l)x,  so  wird 

sin(n  +  l)]; 
P  "+•"'■  Sin  nx+sinj 


;r8leren  Gleichunj;  für  ^'; 
.  =  (.+  !)♦, 


• 

Demi  ^ 

»0  Inu 

cl  diese 

oder  z 

«folge 

nach 

): 

Bin'niji  — sm> 
sm(n+l)V=     sm(n~iW 


sin(n  — l)t(/ 
Uio  nftnjliolie  IToini  orUäll  aber  die  zweite  Gleichung  fQr  p»',  v 
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oder  ZQ folge 


Dach  I.): 

,  sinn; —  Bim 

Nach  I.  ist  aber 

sin  Hip  —  Bin  q> 

P"+'^''     Bill(n-l)<p    ■ 

Also  gehören  die  Badicnvectoren  ^»+1  nnd  p'u-i-i  ein-  and  derselben 
Cnrve  an. 

Vertaosclit  man  in  der  letzten  Gl.  n  mit  m  —  1 ,  so   laotet  die- 
selbe: 

Bin(M  — l)y  —  sin  y 
^^  ^  ain(m  — 2)71 

oder  zufolge 

.  ,  ,       8in'(m  — l)(p  — BinV 

^'  Bin  mqj 

nach  1.):  « 

^  ~  ''Bin(m  — 1)9>+Biny' 

Diese  Cnrve  ist  identisch  mit  derjenigen,  die  mau  erhält,  wenn  man 
den  Bogen  A^A^  des  Winkels  A^OA^  auf  der  Pcriepherie  des  Teil- 
kreises nm  0  bis  ^»^i  nach  einander  m  mal  abträgt;  die  Sehne 
An^iA^  mit  OAy  in  Dn  zum  Schnitte  bringt  aod  die  Reihenfolge 
dieser  Schnhtpnukte  marqairt.  Penn,  wenn  ODk  mit  q„  bezeichnet 
wird,  so  ist  in  den  Dreiecken  D^OA^  und  D„OAn^\: 


oder 

eiomy 

^'"  "  *"  ain(m  — Ijy+siny' 

Ist  m.  eine  Paarzahl  gleich  3n,  so  lautet  die  Gleichung  oinfachor: 


IV. 


COSnip 

"  coa('i  — l)ip 


ÄUB  Allem  geht  hervor,  dass  man  anf  folgende  sehr  einfache 
Weise  die  Cnrven  i>n  und  F»  praktisch  constrairon  kann,  n&mlich: 
Trage  den  Bogen  A^A^  anf  der  Periepherie  des  Teilkreises  n^-lmal 
anf,  so  liefern  die  Schnittpunkte  Dn  nnd  Pu  der  Sehne  A^^iA^,  resp- 
mit  den  Schenkeln  A^O  und  A^O  in  ihrer  ganzen  Reihenfolge  jene 
Curren. 
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Iq  Fig.  i.  habe  ich  beispielsweise  eiu  Paar  einander  ent- 
sprechende Oorvcn  in  ihrem  weiteren  Verlaufe  constmirt,  die  die 
einfachsten  Fälle  der  Polysoction  des  Winkels,  die  Bi-  und  Trisecüon 
anf  mehrfache  Weise  zar  Darstellung  briugen.  Wie  schon  allgemein 
nachgewiesen,  liefern  die  Schnittpunkte  I\  und  ig,  sowie  D^  nnd  D^ 
in  Ag  nnd  A  rosp.  A^  und  A'  die  Zwei-  und  Dreiteilpnnkt«  des 
Bogeus  A^A^.  Die  Puukte  Aj  and  A'  ktinnea  aber  anch  dadurch 
gefunden  werden,  dasB  man  A^O  bis  nach  A^  und  J\'  verlängert, 
durch  A^  die  Geraden  1\'D^'  und  A^'D^'  zieht  und  D^'  und  Dg  mit 
O  vorbindet.  Die  Verbiudungslinie  D'O  bewirkt  zugleich  die  Vier- 
teilung des  Winkels  A^OA,^. 

Ferner  kann  anch  A^  etatt  O  als  CoordiuatcoaafaDgspnnkt  nnd 
Winkelcentrum  benutzt  werden.  Will  man  z  B.  den  Winkel  BA^O 
bi-  und  trisecireti,  ao  verlängere  man  BAq  bis  in  C;  lege  durch  O 
die  Gerade  CEE'  und  ziehe  E'A,,  und  EAq\  atsdanu  ist 

Wkl.  E^A^O  =  \BAgO 
nnd 

tt  Wkl.  EAqO  =  ^BA^O. 

Die  Curvc  D^Df  hat  Dämlich  die  Eigenttlmlicbkeit  einerseits,  durch 
Verschieben  ihres  Radiusvectors  am  das  doppelte  seiucs  Goordinatcn- 
winkcls  und  Auftragen  desselben  in  positiver,  bzhw.  in  negativer 
Richtung  die  Curvo  F^Pi  zu  erzeugen;  andererseits  aber  wird  sie 
selbst  dadurch  hervorgebracht,  dass  mau  den  Radiusvector  A^G  doa 
Kreises  A^F  um  das  Dreifache  seines  Coordinatenwinkek  verschiebt 
und  in  negativer  Richtung  aufträgt,  also  A^G  um  A^  nach  A^G  dreht. 
Die  Corve  Pt^t  entsteht  hinwiederum  auch  dadurch,  dass  A^E  um 
E  nach  PB  geschwenkt  wird. 

Hieraus  rcsultirt  also  ein, weiteres,  höchst  elegantes  Veriahron, 
mittelst  Schwenkung  einer  Ereissehne  Af,E  um  ihre  beiden  End- 
punkte bis  zum  Schnitte  des  beiderseitig  verlängerten  Radius  OJä 
beide  Curven  gleichzeitig  zu  construiren. 

Setzt  man  n  =  2  in  Gl.  I.,  so  lautet  die  Gl.  der  Corve  D^D^'i 
f3  =  r(2c03v(±)). 
Mithiu  ist  diese  Curve  identisch  mit  einer  Couchoide  kreisförmiger 
Basia,  deren  Pol  in  der  Peripherie  der  Basis  liegt,  und  deren  beider- 
seitig von  der  Peripherie  aus  auf  der  durcli  deu  Pol  gehenden  Sc- 
cante  abgetrt^eue  Constante  gleich  dem  Radius  der  Basis  ist.  Sie 
lässt  sich  also  auch  leicht  so  construiren,  dass  man  anf  der  verlftu- 
gerten  Ereissehne  OD  von  Z>  ans  DDg  ■=  DD^'  ■=  DA^  abtr&gt. 
Ihre  Gleichung  in  Parallelcoordinaten  lautet: 

y*-|-j-'{2ar»  — r»— 4r«)  — 4r«S-|-3rV-|-ie*  =  0, 
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sowie  ihrer  Polargleicliang  in  Bezug  aaf  den  Punkt  A^: 

e*  — Sr'p  +  Sr'cOBp  —0, 
drren  Wurzeln  sind 

ft 2rcOB^  . 


J;}-<co.f±v3.,.|) 


Ich  will  hier  nur  noch  bemerken,  daas  dio  Polargieichnng  dor 
Curvo  III.  in  Bezug  auf  den  Pol  Aq  vom  mten  Grade  ist,  wenn  m 
üiuo  Unpaarzabl  bezeichnet,  also  die  Form  bat: 

e«+af»-l+fi^»-a^.  ...+„,_  0, 
wo  <T,  6,  c  .  . .  Functionen  von  r  und  ip  eind,  und  daae  man  eine 
Wurzel  derselben  dadurch  findet,  dasa  mau  in  der  Oleichang 

rf  Bin  — gj-CtfPi  s'n <fi  =■  rfj  sin  91 

j  =  2r  cos  —  g) 
SDtzt;  alsdann  lautet  die  Wurzel: 


So  liefert  z.  B.  m  =  3: 

p,  =  —  2rcoSg 

(cf.  Trisection  des  Winkels  ÜA^O). 

Die  Conchoide 

f  —  r(2cosip±l), 

welche  sowohl  an  ond  für  sich,  als  auch  in  Verbindung  mit  der  ans 
ihr  entBpringeoden  Cnrve 

e'-r(2cos|±l) 

zufolge  dcB  Obigen  als  eine  Trisectionscurro  xoi'  ISo-i^jv  erscheinen 
dürfte,  ist  schlieeglicb  nol  identisch  mit  der  von  dem  Mathematiker 
Azemar  erfundenen,  deren  Eigenschaften  von  Oamier  in  einem  weit- 
läufigen analytischen  Werke:  „Trisection  de  l'angle  par  L.  P.  V. 
A.  Äzcmar,  snivie  do  recherches  analytiques  sur  le  mßmo  sujet,  par 
J.  6.  Garnier  ft  TEcole  polTtcchniqno  Paris  1809"  n&facr  untersucht 
worden  ist. 

FrasBeltbcrg  bei  CloTe,  August  1881. 
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Verallgemeinerung  einer  Relation  der 
Jacobi'schen  Functionen. 


R.  Hoppe. 


Durch  Muttiplication  der  Reiben  fUr  znei   S   Fanctionca   von 

gloicliem  Modul  und  beliebigen  Argumenten  erhält  man  in  bekannter 
Weise  einen  Ausdruck  doa  Products  in  0  Functionen  vom  doppelton 
Modul.  Das  Verführen  besteht  in  der  Transformation  doB  in  Bezug 
auf  die  Reihenindices  quodratischeu  Exponenten  durch  Einfahruug 
neuer  Indlces,  mit  der  Bedingung  dass  sich  der  Exponent  in  zwei 
Addenden  zerlegt,  die  einzeln  nur  von  je  einem  Index  abhangen. 
Unter  weitereu  Bedingungen  zer^llt  dann  die  resaltirende  Doppel- 
reihenBumme  in  die  Summe  einer  begrenzten  Anzahl  von  Productcn 
je  zweier  Factoreu,  deren  jeder,  wofern  uur  die  Substitn^on  linear 
war,  eino  6  Reihe  darstellt.  Uiorvon  wird  jedoch  gewöhnlich  bloss 
die  einfachste  spectcUe  Anwendung  gemacht,  weil  man  nnr  den  Zweck 
verfolgt  solche  Graudrektionen  der  &  Functionen  zu  gewinnen,  aus 
welchen  sich  die  Reductiou  der  elliptischen  Functionen  aller  Gatr 
tungen  auf  &  Functionen  herleiten  läset.  Im  folgenden  soll  nnn, 
ohne  Rücksicht  auf  derart  Verweudung,  die  Relation,  zu  welcher  die 
Methode  unmittelbar  fuhrt,  in  voller  Allgemeinheit  entwickelt  wer- 
den.   Sei 

also 
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Hopp  e ;   VentUganeintitiHg  Mnir  Rtiation 
Es  bandelt  sich  darum,  den  Exponent«!] 
J|/=— m'T-n>ff+S 
durch  die  SabBtitntionon 

m-«f.+ßv  +  l;        ,. 

io  einen  Ansdrack  gleicber  Form  in  6e 
V  za  verwandeln  nnd  zn  untersnchen , 
damit  m,  n  anabhängig  alle  Zahlen  dnn 

Nach  Einfllhrung  der  Werte  (2)  in 

M f,*i,<,*z-\-fö)-2t,v{aßx-\-yta)- 

+  2ia;  — i»T 

Der  Aasdmck  hat  die  verlangte  Form, 

ußT+yia- 
iBt. 

Znoäctut  l&sst  Bich  folgendes  beobacl 
zwei  conaecntivo  n  nnd  v  ganze  Zahlen 
/,  6,  X  ganze  Zahlen  sein.  Ferner  bö 
gemein  haben,  damit  n  alle  Zahlen  du 
dann  <t :  r  ratioQfd  sein  moes. 

Setzt  man 

so  wird 

Variirt  nun  (•'  von  — »  bis  oo,  nnd 
dnrchlSoft  n,  weil  y,  ö  relative  Primzah 
Daher  entpricht  jedem  n  nur  ein  hestin 
v'.  Fflr  constantes  n  ist  also  un'+ßv' 
Function  von  k  und  k,  von  denen  n  nie) 
i  von  —  cc  bis  <»  und  i  von  N  bis  N-\- 
läuft  m  alle  Zahlen  bei  constantcm  n. 

Während  aber  »'  von  0  bis  aba.  y—1 
dnrchlänft  v  alle  Zahlen,  nnd  fOr  je« 
constante  k  durchläuft  fi  zugleich  mit  fi 

Folglich  dnrchlanfen  m  and  n  nnab 
und  V  anabhäDgig  von  —  cc  bis  co,  m 
A'+abs.J  — 1  variirt  Demnach  ist,  v 
Grösse  tther  £  die  Anzahl  der  Werte  v 
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Es  bleibt  Qocb  Gl.  (3)  dnrch  die  allgemciDBtcn  AugdrOcke  der  G 
darin  entbalteDen  Grössen  zu  erfüUou.    Sei 

T        p 
wo  p,  q  rotative  Primzahlen.    Dann  hat  man : 

t—pg;  O  —  qQ  (4) 

aß  =  qr;         yi  =  —pr  (5) 

Sei 

;::;■  lzZ\  '« 

wo  a'  mit  q'  nnd  ß'  mit  r'  relativ  prim  \  danu  geht  die  erste  Gl.  (5} 
Ober  in 

«■«'=«■/ 

nnd  IftBSt  sich  nur  lösen  durch 

u-=r'=l;         ß'=q-~b 
woraus  die  Werte  (6) : 

g  =  oft;         r  =  W   J 
Die  zweite  Gl.  (5)  gibt  analog: 

'='•■'        '--*    1  (8) 

p  ^  cd;        r=  rt  ) 

Der  Doppelwert  von  r  veriangt  die  Gleichheit: 

deren  analoge  Lösnng  ist: 

k  -^ef;         l=-gh 

'-  eg;       t-^fh 
Nach  Einfilbrong  in  Gl.  (7)  (8)  und  (4)  findet  man: 
tt  =       agh  r  =  edf 

ß=       bef  a^abf 

9=^  —  deg 
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Die  sonst  willkDrücbeD ,  positlvea  oder  negativen  ganzen  Zahlen  a, 
6,  c,  d,  e,  f,  g,  k  Bind  nnr  den  Bescbränknngcn  unterworfen,  dass 

1)  c,  /,  h  relativ  prim  zn  d,  e,  g 

2)  o,  b  relativ  prim  zn  c,  d 

3)  ab  and  <»2  positiv 

sind;  dagegen  ist  q  eine  beliebige  positive  GrSsso.  Die  zweite  Be- 
diuguag  lüsst  sich  entbehren,  da  man  einen  gemeinsamen  Factor  von 
iib  ond  ed  in  a  anfnehmeo  liann. 

Die  resnltirende  Formel  lantet  nun: 

<pi.x,  edf)<p(s/,  abg)  —     £  ^Xx-l'cdf  ^ 

<plh[ay(t  —  kcd^)  +  cf^l  aeh*ite\X 

g>\e[b/(x  —  lcdf}~dgff-],  b,le^Kg]  (9) 

wo  znr  Abkttrznns 

x^bcf'+adg* 
);e«etzt  ist. 

Die  linke  Seite  hängt  nicht  ab  von  «,  f,  g,  A;  es  lassen  sieb  also 
last  dieser  Formel  vierfach  nuendtiche  Reihen  von  Transformationen 
des  Products  zweier  beliebigen  8  Functionen ,  deren  Moduln  ein  ra- 
tionales VcrhältnisB  liaben,  angeben. 

Sind  die  gegebenen  Uodnln  einander  gleich,  also 
so  lastet  die  Formel:     , 

?.|A[>(i-le)+^],  Ä»xpl9>je[/{«-i#)-j,y],  «Vt 

«  = /■»+?» 
und  geht  für 

in  die  ßlr  die  Principicn  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen 
ausreichende  Grundformel  Aber. 

Änsser  den  genannten  4  Zahleu  ist  der  Anfang  der  i.  Willkür- 
lieh.  Verändert  man  diesen  ans  iV  in  N-\- 1,  so  tritt  statt  des  Wertes 
jv  der  Wert  N-^eh%  ein,  während  die  übrigen  Werte  dieselben 
bleiben.  Dadurch  vermindern  sich  die  Argumente  nm  die  zugehörigen 
Moduln,  d.  i.  am  1  Periodonlänge ,  und  die  Functionen  bleiben  un- 
verändert. Diese  Verändernng  liefert  mithin  keine  nene  Transfor- 
mation. 
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Die  ftnf  dem  bezeichneten  Wege  erhaltene  Formel  ist  im  vesent- 
lichen  identisch  mit  einem  Resnltate  der  Untersnchnng  tod  H. 
Schröter  in  seiner  Habilitationggchrift,  welche  von  der  Entwicke- 
Inng  der  mten  Potenz  einer  S  Reihe  ausgeht  Obgleich  sie  hiernach 
nicht  neu  igt,  hielt  ich  es  nicht  für  nnwert,  sie  auf  kOrzerm  and 
mehr  directem  Wege  herzuleiten  und  zn  zeigen,  dass  sie  schon  durch 
eine  Iftngst  vorher  bekannte  Methode,  die  man  nur  zd  verfolgen 
brauchte,  gegeben  war. 
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Einfaches  Pendel  im  Baume  bei   Anziehung 
von  einem  Punkte  in  endlicher  Entfernung. 


Von 

R.  Hoppe. 


Einleitung. 

Die  Berecbnnng  der  Bewegang  eines  Punkts,  der  anf  einer  gege- 
benen Rotationefl&ctie  zu  bleiben  genötigt  ist,  and  anf  den  nnr  Kräfte 
unabhängig  vom  Azimnt  wirken,  lässt  sich,  wie  wol  als  bekannt  an- 
gesehen werden  darf,  leicht  anf  Qnadratnren  zDrOckfahren. 

Die  Fläche  sei  bestimmt  durch 

sc  —  rcoBip;    y  —  r Bin 7 ',    s  —  Fnnction  von  r 

and  z  der  Winkel  zwischen  der  Tangente  des  Meridians  nnd  dem 
Radins  r,  so  dass 


Das  Potential  der  anf  den  Punkt  von  der  Masse  m  wirkenden  Kraft 
sei  •"  mV,  and  V  gegebene  Fnnction  TOn  r  and  z,  unabhängig  von  v- 
Dann  ist  die  Gleichung  der  lehend^en  Kraft: 

and  die  der  conatanten  Projection  der  Fläohsngeschwiud^keit; 

r*8ip  —  eSt  (1) 
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-f. 


3r 

C08iy2rr*  — e' 


C09ty2Fr*  — c» 


Hiervon  bildet  das  Pendel  für  Central-Anziehiuig  den  SpecialM, 
wo  die  Fläche  eine  Engel 

■■■+.>  -  «■ 

und,  wenn  >  ^  e  das  Anziebangs- Centram  aaf  der  >  Axe  bestimmt, 
u  dessen  Abstand  vom  Punkte  m  bezeichnet, 

ist.    Uan  hat  dann: 


Stellt  man  also  die  integralo  (2)  (3)  in  u  dar,  so  orh&lt  maa: 

ü  =  «(*-»)  (*+''+«)  («+"-«)  ("-h-«)  (»-H-0) j — 

In  T.  LXI.  N.  XVIII.  S.  264.  habe  ich  för  parallele  Schwertraft 
gezeigt,  dasB  bei  nnondlich  kleiocr  Klongatiou  die  nabeza  ebene  Bahn 
eine  langsam  rotirende  Ellipse  ist,  und  dass  die  Geschwindigkeit 
dieser  Rotation  sich  als  proportional  dem  Inhalt  der  Ellipse  dar- 
stellt. Das  gleiche  anch  fUr  Ccntral-Anziebnng  nachzoweieen  nnd 
den  nnterscbeidenden  constanten  Factor  zn  ermitteln,  ist  die  gegen- 
wärtige Aufgabe. 


Bahn  des  Pendels  bei  kleiner  Elongation. 

Scwol  fUr  das  Ifaiimnm  von  u,  bezeichnet  dnrcb  %,  als  fOr  du 
Minimum  u  —  %  muss  nach  Gl.  (3)  V  verschwinden.    Sie  entsprecben 
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'  ^luieAuiui  von  eintn  JHinJcU  in  endliehtr  Enffvnung,  407 

1  dem  Haziiniim  und  Minimam  von  r  und  beatinuneit  dadnreb 
die  Scheitel  der  Bahn.    Demnach  hat  17  die  Form: 

l7—u{u(,  —  B)(a~M,)(—»»+aX— <•>»+'%) 
Da  fllr  kleine  Elongation  u  stets  wenig  ]>  « —  a  iat,  ao  aei 

«„  =  (<-«)(H-Vi    %-(«-«)(l+«i) 

«-(«-«)  (1  +  0 

*-(«-<.)(!  +  *);     ^-(«-<.)V  (6) 

dann  wird 

=  (e-aAl+B)  {(fo-0(«-*i)  [-(l+0H-»i(l+*)*-6,(l+e)+6j} 
Setzt  man  t  =  Cg,  dann  =  ij,  so  kommt: 

r-d+'J  -  ^;  (?=5 +•.)  (.-^  — .)  (ä+M'. 
-^(;^+..)(i5:-..)<^+..... 

fforans  mit  Vernachlteigong  höherer  Potenzen  von  fg,  (i: 

i''  =  (;5^v.a -••-•,)  (8) 

Dies  in  den  ersten  der  2  Ausdrucke  von  ü  eingefllhrt  giebt  bis  asf 
3.  Ordnung: 

[J-4(— a)'(l  +  .)('.-0(>->,)|2«-(.'-3«+.').| 
-*(•-«)'(■«-<)(•-•,)  i2«-(«'-6o.+o')i| 

Zur  Berechnung  der  Bahn  hat  nun  nach  Zerlegung  in  Partial- 
brfiche  aus  61.  (5): 

«T/k  ri  t+„    ,    .+,.         ,_,         .-a  ^a. 
'"  yä  J  W<'+"+<+«-»    .+.-»+»-.+»;yt7 

«Vi  /■!     .+.  .+. L.  ,  1!-^ 

ySj    >2«+(«-")>^2«-('-»)<      2-HlT^.lyü 
In  den  3  ersten  Termen  der  Klammer  ist  e  zu  TenmchUuiges,  well 
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es  neben  dem  nnendlich  grossen  letzten  Term,  gemSss  dem  Onde 
der  Approximation  in  BesÜmmang  von  U  nicht  in  Rechnung  b 
kann.    Daher  hat  man: 

^~  V2bJ  \     2«      '^ilyu 

Zur  Integration  sei 

£  =  *!  cos**  +  tfl  sia** 
dann  wird 

a.  8»        '+      1«      ' 


(.-ojVäsV  ^      4«.       V 

nnd  nach  Einftthning 

Ntin  iit  nach  Gl.  (6)  (7)  (8) 

2eVk 
also 

'^ -<.-.)■.... 

nnd  Gl.  (9)  wird: 

=  arctg(j/^  tgg)+j»''~^+'^Vt'B;; 

LftBSt  man  9  von  0  bis  4R  vaniren,  so  Tiriirt  t  zweimal  von  t, 
bis  fg  and  zurttck,  das  Pendel  steigt  zweimal  vom  tiefsten  Stand  nm 
höchsten  nnd  sinkt  auf  den  tiofston  zurück.  Diesem  InterrsU  ent- 
spreche das  Azimnt  gi  —  9;  dann  wird 


^Vv, 


Das  Pendel  vollendet  also  nach  2  Schwingungen  nahezu  einen  hori- 
zontalen ümlanfi  der  zweite  Term  drückt  aus,  wieviel  es  jedesm«! 
voreilt  Seine  geometrisehe  Bedeutung  lässt  sich  wie  im  erwümten 
analogen  Falle  aufstellen. 
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Die  Scheitel  der  Bahn  entsprechen  den  MasimiB  und  Hinimis 
TOn  r,  also  auch  von  t,  i.  i.  t  —  Cq  nnd  t  •=  ti,  deren  Azimute  um 
i9,  d.  i.  nach  Abzug  der  proportionalen  Voreilang  um  einen  Bechten 
BaccesBive  von  einander  abstehen. 

Non  ist  bis  auf  1.  Ordnong 

r»-^,i2e+(«-a)M{2a-(*-«)tHe-a)'{2+«)« 
_  — («— «)*(i^coB''#4-fo8in»ö) 
nnd,  die  Voreilang  ungerechnet, 

tg,-[/j-»tgd 

.  =  rcos,  =  («-.)  |/?^cos* 
y-rsinv  -(«-«) j/^sin» 


woran« 


Demnach  ist  die  Bahn  die  Ellipse : 


2<j{e  — a)ät, +  2 


=  1 


relatiT  zn  einem  Axensystem,  das  mit  einer  Geschwindigkeit 


-3 
am  den  Mittelpunkt  rotirt.    Der  Flächeninhalt  dieser  Ellipse  ist 

£  =  4R^{«— a)*VVi 
folglich  die  Toreilong  bei  jedem  Umlauf 
*  — 4R  =  3E 


11+°' 


Fflr  parallele  Schwerkraft  ist  «  =  oo .    Hier  wird  der  Factor 


(e-a)* 


=  1 


Dieser  ist  es,  der  bei  Anziehung  ans  endlicher  Entfernung  hinzn- 
konunt.  Er  igt  stets  ]>  1  nnd  wächst  bei  Annähernng  des  Anziehungs- 
centrama  an  die  Engel  ins  unendliche.    Liegt  es  auf  der  Engel,  so 
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wird  die  EinfttlmiDg  der  e  nnznläSBig,  die  fernere  RccbDnng  mittön 
sngOltig. 

Ffir  diesen  Fall,  e  —  a,  bat  man: 


i=«(l-^)(4a-— ■)- 


üoV 


=  K—")(»—«i)(— «»+■*,«— o,) 

and  findet  durch  Sobatitotion  u  "■  ug,  u  =  u,  zwei  Gleichaogffli,  ans 
denen  die  Werte  hervorgehen: 

.! L_fi Äl 'l  ,11) 

»     ~"»"'(«,+%)(4a>-V-.,")  '     ' 

Nach  deren  Einsetzung  ergiebt  sich: 

ü-  ««(«.-«)(.-v{j»'— '  +  »."i'^riL^^3^f} 

■V'      4«'-V-".V 
Hier  Bind  die  u  selbst  unendlich  Idoin.    Rechnet  man  die  Klammer 
bis  auf  2.  Ordnnng,  so  liommt; 

ü=  «»(wu  —  mH«  — «i)(4a*+«oWi  — m'I 


0-1  - - 


ZouVC^— «)(u-«,) 
Dies  nebst  dem  ans  Gl.  (11)  (12)  hervorgehenden  Werte 

??.4«(l  +  ») 
eingeführt  in  Gl.  (5)  giebt: 

r-v^f.,    \     ,('+«ä--) 

oder,  wenn 

tt  —  u,  cos*))  +  Ufl  sin'ij 

__  P(___l     ^ ^  .     ii,co8*7|+uoBin*(i\„ 

,,  =  2y«,u,y  Uco8^+^S5S+'i ^i j^'' 

=  2arctgy>t8i?)+g^""+'^"'~V^'"°'"'"^A;i^ 
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Variirt  i;  tos  0  bis  2B,  also  u  von  u,  bis  (^  und  zarflck,  gleicbzütig 
g>  Ton  0  bis  <1>,  so  ist 


•^  4a» 

Dnr  den  ersteD  Term  in  Recboang,  so  erglebt  sich: 

«  -=  %  cos*»)  —  «0  sin*»)  i  y  -=  2'\/k^Ui  sin  i;  cob  1) 
und  nacb  EÜmination  von  >i : 


(»»+"1)' 


■1 


Diese  Eltipso  dorcblänft  der  Endpunkt  des  Pendels  bei  jeder  Schwin- 
gung, so  dsEB  der  tiefste  and  höchste  Fnnkt  an  den  Enden  der  grossen 
Äxe  stehen,  und  zwar  rotirt  sie  gleichzeitig  mit  einer  Geschwindigkeit 

am  die  z  äxg,  welche  darch  ihren  Brennpunkt  geht. 

Hiernach  folgt  das  Pendel,  wenn  man  stets  nur  die  Hanptwerte 
in  Rechnung  bringt,  den  kcplerscheu  Gesetzen.  Das  dritte  ist  dnrcb 
Ol.  (IJ  erföllt,  das  erste  durch  die  nuendlicb  kleine  Elongation  be- 
dingt, das  zweite  drückt  Gl.  (13j  aus.  Das  vierte  geht  ans  Gl.  (4) 
hervor,  welche  ergiebt: 

t  =  y2|/^^y(»,co8^  +  «o8in*^)9i, 


=  v- 


■^  K^o  + '*i)i?  —  («0  —  "hJsin  i?coB  ij  j 
Dies  von  t;  =  0  bis  i;  —  3R  genommon  giebt  die  Umlanfszeit 

r=2R    ^^     ^  ^^y    2    j 

und  zwar  ist       ..       die  grosse  Halbaxe  der  Bahn, 

Dass  die   Bewegung   der   eines   freien   Punktes    anter  Centr^- 
anziehong  entspricht,  ist  ein  beil&nfiges  Resultat,  das  sich  von  selbst 
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verstand,    und   hier  bOchstens  eine  Controle  der  Rechnung  liefert 
Folgende  Ergebnisse  dagegen  sind  neu. 

1)  Die  elliptische  Bahn  rotirt  langsam  um  ihren  Brennpunkt, 
dnrcli  den  die  Verticale  geht. 

2)  Sie  ist,  als  besonderer  Fall  «  <->  a,  wesentlich  verschiedea 
von  der  Bahn  ßkr  e  >-  a,  weiche  am  ihren  Mittelpunkt  rotirt  nod 
die  Verticale  in  diesem  hat. 

Ein  stetiger  Uebergang  zum  Fall  e  <^  a  ist  nicht  wol  denkbar; 
denn,  wenn  e  —  a  verschwindet,  mnas  auch  die  Elongation  gleichzeitig 
verschwinden,  damit  t  klein  bleibt,  so  dasa  beim  Uebergang  die  Baho 
in  einen  Punkt  degenerirt. 
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XXXI. 

Geschichte  der  Factorentafeln. 


Seitdem  Eratostheaes  sdn  ßlr  uns  leider  verloren  gegangenes 
Zahleusieb  (xvx/vov)  bekannt  gemacht  hatte,  waren  fast  2  Jahr- 
taosende  vergasgcD,  ehe  wieder  Aehnlicbes  aoftancbte,  ich  meine 
das  Terzeichniss  der  Primzahlen  der  ersten  zehn  Tansende,  welches 
Fr.  V.  Schooteo  in  BOinen  Eiercitationes  Hathematicae  mitteilte  (1657]. 
Die  VeranlasBung  hierzu  lag  in  der  lebhaften  Beschäftigung  der  da- 
maligen Zeit  mit  den  Eigensch^ten  nnd  Gesetzen  der  Zahlen,  die 
sich  insbesondere  ancb  den  Fragen  über  die  Teiler  und  Dinsoren 
der  Zahlen  zuwandte.  Seine  einleitenden  Worte  bekanden  dies  dent* 
lieh:  „Cum  ad  solationem  QnaeBtionnm  de  partibns  aliquotis  et  di- 
Tiaoribas  priraos  numeros  in  promptu  habere  valde  opportnnnm  sit 
atque  bis  illarum  praxJs  in  omnino  facilis  reddatnr:  band  inconve- 
niens  fore  dttzimus ,  si ,  in  ipsis  hie ,  tanqnam  in  abaco ,  ezponendis, 
prent  eos  ab  nnitate  nsqne  ad  10000  anmma  accoratione  investigavi- 
mus,  Scctionem  hanc  insnmeremns." 

Die  erste  Erweiterung  dem  Umfange  nach  und  zugleich  die  sach- 
lich notwendige  Ergänzung  dieses  Verzeichnisses  haben  wir  Dr.  Pell 
(1668)  zn  verdanken,  welcher  in  Branken  translation  of  Rhonias's 
Algebra  eine  wirkliche  Factorentabelle  einfügte,  in  welcher  die  klein- 
sten Primfactoren  mit  Ausnahme  von  2  nnd  5  für  sftmmtliche  Zahlen 
bis  zn  100000  angegeben  sind.  Denn  wenn  auch  die  Kenntniss  der 
Primtablen  für  Tielo  Untersuchungen  nicht  zu  umgehen  ist,  so  er- 
scheint doch  als  das  wichtigere  Moment  die  Angabe  der  Primfactoren, 
ans  welchen  die  zusammengesetzten  Zahlen  bestehen,  wie  sie  eben 
durch  eine  solche  Tabelle  ermöglicht  ist. 
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Was  dea  Nntzen  solcher  Tabellen  übcrhaairt  anbelangt,  so  äussert 
sich  Lambert  in  den  „BcytrSgen  zum  Gebranche  der  Mathematik" 
ganz  zntreffead  dahin,  dsss  „unstreitig  die  Tabellen  von  den  Toüod 
der  Zahlen  eben  so  gemein  soyu  sollten,  als  es  die  trigonometriBchon 
und  logarithmischen  sind.  Denn  wer  dieso  zu  gebrauchen  weiss,''  so 
fügt  L.  hinzu,  „wird  ganz  gewiss  auch  jene  branchbar  finden."  Uad 
um  auch  die  Meinung  eines  zeitgenössischen  Mathematikers  za  hSren, 
führe  ich  die  Worte  des  Prof.  J.  W.  L.  Glatsher  in  Cambridge  an ; 
„Assuriug  the  necesaity  for  occasioually  requiring  tbo  factora  of  a 
large  number,  it  will  be  seen  that  the  existence  of  a  factor  table  of 
considerable  extent  is  a  very  important  matter;  for  the  process  of 
detenoining,  withont  a  table,  the  factors  of  a  nnmber,  is  excessively 
laborions.  Tbns  to  determine  for  eiample  whether  Üie  nnmber 
8559091  is  or  not  a  prime  would  require  a  long  day's  work." 

Nach  dieser  kurzen  Unterbrechung  wende  ich  mich  der  Auf- 
zählung der  uach  and  nach  erschieneueu  Fac  Loren  tafeln  wieder  zn. 
Nach  Dentschl and  waren  die  PeU'schen  Tafeln  wohl  kaum  gedrungen, 
und  auch  die  Tafeln  von  Rabn  oder  Rhonins,  die  dieser  1659  her- 
ausgab nnd  welche  bis  24000  gingen,  scheinen  wenig  Verbreitung 
gefunden  zu  haben,  und  so  fand  sich  denn  Joh.  Mich.  Poetius,  obgleich 
ihm  bekannt  war,  dass  die  ersteren  existirten,  bewogen,  selbständig 
eine  solche  auszuarbeiten.  Sie  bildet  einen  Teil  resp.  Anhang  von 
dessen  „Anleitung  znr  arithmetischen  Wissenschaft  vermittelst  einer 
parallelen  Algebra.  Frankfurt  und  Leipzig  1728"  and  ist  betitelt 
Anatomia  numerorum.  Dieseibo  Tilbello  findet  sich  auch  später  ab- 
gedruckt in  dem  „Vollständigen  Math.  Lexikon,  Leipzig  1742  bei 
Richter"   und  zwar  im  II.  Teil.    Sie  nmfasst  das  Zahlengebiet  von 

1  bis  10000. 

Eine  andere  Tabelle,  von  Dodson  zusammengestellt,  hatte  den- 
selben Umfang;  sie  erschien  1745. 

Ein  Jahr  später,  1746,  erschien  von  Joh.  Oottl.  Krflger,  Prof. 
der  Arzueygelohrsamkeit  zu  Halle,  ein  Werk  „Gedanken  von  der 
Algebra  nebst  den  Primzahlen  von  1  — lOOOOOU"  (Verdruckt  staU 
100000).  Diese  Primzahlen  waren  von  Peter  Jäger,  Rossschreibor 
und  Quartiermeister  zn  Nürnberg,  berechnet,  welcher  im  weiteren 
Vorlaufe  auch  eine  vollständige  Anatomia  nnmerorum  herzustellen 
versuchte. 

In  den  Memoiren  der  Pariser  Akademie,  5ter  Band  1768,  findet 
sich  dann  eine  Tabelle,  die  nur  bis  500  geht  und  alle  Factorea,  nach 

2  nnd  5  enthält;  sie  bildet  den  Anhang  zn  einem  Memoire:  „Methode 
facile  pour  decouvrir  tong  lea  Nombres  premiers  contenns  dans  on 
coors  illimit£  de  la  suita  des  Impairs  et  tout  d'un  temps  les  Di- 
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visears   Bimples  de   cenx  qui  ne   le  soat  pas,"  welches  BalUer  des 
Oarmes  der  Akademie  fiborreichte. 

Die  Tabelle  von  Da  Tour ,  correBp.  Mitgliede  der  Pariser  Aka- 
demie, in  „Histoire  de  TAcad^mie  des  Sciences  1764"  beBchriebeu,  welche 
ich  von  Grüson  ebenfalls  als  Facto  rentabel  le  angegeben  finde,  verdient 
diesen  Namen  wol  nicht  Sie  enthält  1666  Zeilen  mit  49  Spalten, 
die  Spalten  sind  mit  3,  5  bis  99  flborschrieben ,  am  linken  Bande 
finden  sich  die  ungeraden  Zahlen  von  3  bis  3333,  und  in  den  Spalten 
abwarte  gehend  sind  die  enteprechendeu  Producte,  jedesmal  mit  dem 
Quadrate  der  Zahl  am  Rande  beginnend,  eingetragen. 

Erwähnt  finde  ich  dann  noch  die  Factorontafel  von  Pigri 
(1  — 10000)  vom  Jahre  17S7.  In  demselben  Jahre  erschien  auch  zu 
Leyden  die  Factorentafel  von  Anjema  nach  des  Verfassers  Tod. 
Dies  umständliche  Werk  nmfasst,  obgleich  es  nur  bis  10000  geht, 
302  Qnartseiten,  da  es  sftmmtliche  Divisoren  bei  jeder  Zahl  angiebt. 

1770  folgte  dann  in  Dentschland  Lambert,  welcher  in  den  „Bei- 
trägen" zunächst  eine  Tafel  bis  10200  und  in  den  Znsätzen  zu  den 
logaritb mischen  und  trigonometrischen  Tabellen  karz  darauf  102000 
gab.  Betitelt  ist  sie  „Tafel  der  Primzahlen  und  der  Factoren  von 
denen  Zahlen,  die  nicht  dnrcb  2,  3,  &  theilbar  sind."  Hier  findet  man 
zuerst  die  Einrichtung,  wie  sie  später  von  Bnrckhardt,  Daee  and 
J.  Glaisher  befolgt  worden  ist,  nud  auf  welche  ich  weiter  unten  zu- 
rückkommen werde. 

Erwähne  ich  noch  das  Primzahlenverzeichniss  Ton  Adolf  Frid. 
Marci  Amsterdam  1772,  welches  die  Zahlen  bis  400000  befasst,  und 
die  Abhandlung  von  L.  Euler  in  Nov.  Comm.  Petrop.  T.XIX,  1774, 
aber  die  Einrichtung  einer  Factorentafel  bis  zu  1  Million  gehend, 
welcher  eine  Hülfstafe)  mit  den  Primzahlen  bis  lOOO  beigefogt  ist, 
so  gelange  ich  zu  den  Namen,  an  welche  sich  das  Bestreben  an- 
knflpft,  die  Factoreutafeln  viel  weiter  auszudehnen  und  zwar  bis  zn 
2,  5  und  10  Million,  und  endlich  sogar  bis  100  Million;  es  sind  dies 
Oberreit,  Ober-Finanzbnchhalter ,  v.  Stamford,  Ingenieur-Hauptmann, 
und  Rosenthal,  Bergcommissarius,  einerseits  nnd  Felkel,  Lehrer  in 
Wien,  andererseits ;  ausserdem  Professor  Hindenbnrg  in  Halle.  Ober- 
reit hatte  1774  Factoreutafeln  bis  zn  72000  und  von  100000  bis 
504000,  welche  gleichsam  als  Fortsetzung  der  Pell'schen  zu  be- 
trachten sind,  an  Lamberi;  eingesandt,  da  ihm  die  Unsse  fehlte, 
seine  Arbeit  fortzusetzen,  v.  Stamford  Ilbemahm  dann  auf  Ersnchen 
von  Lambert  die  Vollendnng  bis  zu  100000  und  halte  177&  zunächst 
die  Lacke  von  72000  bis  100000  ausgefüllt  Dann  trat  Rosenthal, 
T.  St    TO^eschlagen ,    hinzu,    nnd  mau    einigte    sich    dahin,   dass 
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dieser  den  Zahlenranm  vod  504000—750000,  jener  ron  750000  bis 
lüOOOOl  abemebmeit  sollte. 

Da  V.  St.  eeinä  Absiebt  nicbt  aasfUbrte,  so  Obernahm  R.  nacb 
Vollendung  eeiues  Anteiles  auch  die  Ausarbeitung  des  Restes  (1776). 
mittlerweile  war  Fclkel  auch  beigetreten  und  sollte  die  2te  Million 
llbernehmeD.  Er  hatte  nacb  seiner  Angabe  1768  die  Algebra  tou 
Euler  gelesen,  worin  dieser  die  Schwierigkeit,  grössere  Zablen  in  ihre 
Factoren  zu  zerlegen,  ansein Euidersetzte ,  und  in  Folge  dessen  die 
Idee  gefasst,  Factorcntafeln  anzafertigen.  Eine  von  ibm  zn  diesem 
Zwecke  erfundene  Maschine  machte  ihu,  wie  er  sagt,  victorem  om- 
ainm  difficultatnm  et  Computatornm  quotcunqae  aemulantinm.  Dass 
bei  einer  Voreingenommenheit,  wie  sie  diese  Auslassung  bekundet, 
mit  ihm  nicht  leicht  zasammenznarbeiten  war,  Iftsst  sich  denken.  Es 
kam  noch  hinzu,  dass  Hindenbnrg  Factorentafetn  von  1  bis  5  Mil- 
lionea  anzeigte  und  dass  dieser  einen  Apparatus  erfanden  hatte, 
welcher  znr  leichteren  Herstellang  derselben  dienen  sollte  und  hier- 
durch  F.  zu  beschleunigterem  Vorgehen  veranlasste.  Nach  einer  I&n- 
geren  Correspondenz  der  Boteiligten,  die  sich  auf  Lambert  concen- 
trirte  und  die  in  „Job,  Heinrichs  Lamberts  deutscher  gelehrter  Brief- 
wechsel, herausgegeben  von  Job.  Bernoulli,'  Berlin  1785,"  abgedruckt 
ist,  stellte  sich  die  Sache  schliesslich  so,  dass  auf  Anraten  Lamberts 
die  Arbeit  von  Roseutbal  aufgegeben  wurde,  dass  von  Felkel  eine 
Tafel  bis  zu  144000  Wien  1876  erschien,  niid  dass  von  dem  Ha- 
nuscripte,  welches  bis  2  Million  ging,  weitere  Tafeln  bis  408000 
bereits  gedrnckt  waren ,  dass  endlich  mit  dem  Drucke  von  Binden' 
burgs  Tafeln  1784  in  Leipzig  begonnen  wurde. 

Das  Mannscript  von  Oberreit  kam  in  den  Besitz  von  Prof. 
Schulze  in  Berlin,  wie  von  Gauss  erwähnt  wird  (6.  Werke  2tor  Teil). 
Die  Tafeln  von  Felkel,  welche  auf  Kosten  des  E.  K.  Aerariums  ge- 
druckt wnrden,  worden  soweit  sie  fertig  waren,  also  bis  408000 
als  Maculatur  zur  Anfertigung  von  Patronen  in  dem  letzten  TOrkcn- 
kriege  des  vorigen  Jahrhunderts  benutzt,  an  welchem  sich  bekannt- 
lich auch  Ocstreich  beteiligte,  and  das  Mannscript  wurde  znrttck  be- 
halten. (Nach  der  Angabe  Glaisher's  besitzt  die  Royal  Society  in 
London  einen  Abdruck:  I.  Teil.  Enthaltend  die  Zahlen  von  1  bis 
144000  und  Graves  Bibliothek  an  dem  Universtty  College,  London 
einen  solchen:  I.  Teil,  die  Zahlen  bis  144000.  IL  Teil,  die  Zahlen 
von  144000  —  336000.  III.  Teil,  die  Zahlen  von  336000  —  408000. 
Einen  dritten  Abdruck,  der  bis  336000  geht,  hat,  wie  Gauss  mitteilt, 
die  Universitätsbibliothek  zuGsttingen  im  Besitz).  Felkel  unternahm 
daher  die  Arbeit  von  neuem  und  fahrte  sie  bis  2866000.  Er  nannte 
sie  Tabulae  factorum  redivivae;  zum  Drucke  sind  sie  nie  gelangt. 
In  den  Jahren  1793—1794  fertigte  er  dann  noch  za  Ussabon,  wo  er 
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derzeit  lebte,  BOgeBannte  basos  au,  mit  deren  Hilfe  man  die  ZaUcn 
biH  24  resp.  bis  100  Sfillioii  in  Pactorcn  anflöaen  kOnoe.  Die  Zahl 
dieser  bases  betrug  15  rcsp.  65.  Der  grösato  Factor,  welchen  man 
mit  ihnen  bestimmen  konnte ,  war  jedoch  nur  397.  Der  Druck  Ton 
Hindenbnrgs  Tafeln  narde  bald  eiDgestellt,  da  lioine  Mittel  zurWeiter- 
fabmug  bereit  waren;  ober  ihr  fernGres  Schicksal  kann  ich  nichts 
beibringen,  unr  sei  erwähnt,  dass  GrUson  in  seiner  Auagabo  von 
Eoler's  Algebra  (1796)  bedauert,  Herr  Prof.  Hindenbnrg  habe  bis 
jetzt  nicht  Gelegenheit  gefunden,  seine  Tafeln  durch  den  Drnck  noch 
bekannter  au  macbeo. 

1785  erschien  eine  Factorentafel  von  Nenmann  in  Dessau  und 
1791  eine  solche  vonMascrcs  in  England  j  beide  enthalten  die  klein- 
sten Factoren  der  Zahlen  bis  lOOOOO,  und  letztere  ist  nur  oiu  Ab- 
druck aus  dem  oben  erwähnten  Werke  von  Branker.  1797  gab  G. 
\egsi  neben  seinen  logaritbmisch-trigoDometrischen  Tafeln  unter  an- 
deren auch  eine  Factorentafel  heraus.  Diese  enthalt  die  Frim^toreu 
(2,  3  nud  5  ausgenommen)  der  Zahlen  bis  102000,  ibr  schliesst 
sieb  ein  Terzeichniss  der  Primzahlen  des  darauf  folgenden  Zahlen- 
ranmes  bis  400000  an.  In  der  ersten  Auflage  dieses  Werkes  von 
1783  fehlen  die  beiden  Tafeln  noch.  Es  fulgten  die  Tafel  der  Fac- 
toren bis  10500  von  GrQBon  (1798);  femer  „Neue  und  bequeme  Art 
die  Factorentafeln  einzurichten.",  Giessen  und  Dormsladt  1800,  von 
Snell:  dies  Buch  onth&lt  auch  eine  Factorentafel,  welche  bis  zu 
30000  geht,  und  endlich  eiue  Factorentafel  bis  100000  tob  Krause 
(1804).  Mit  dem  Eingänge  iu  das  19  te  Jahrhundert  war  mau  also 
in  deu  wirklich  zum  Abschlüsse  und  zur  Verbreitung  gelangten 
Factorentsbellen  nicht  wesentlich  Ober  100000  hinausgekommen.  Ftlr 
das  neue  Jahrhundert  nahmen  L.  Chemac  zu  Deyenter,  J.  Gh.  Burck- 
bardt  in  Paris,  A.  L.  Grelle  in  Berlin,  Z.  Daae  in  Hamburg  nebst 
H.  Rosenberg  daselbst  nud  J.  Glaishcr  in  Cambridge  die  Arbeit  wieder 
auf  und  erweiterten  sie  bis  dahin,  dass  binnen  kurzer  Zeit  die  Fac- 
torentafeln den  Zabicnraum  bis  9000000  ohne  UuterbrechuDg  um- 
&issen  werden,  während  die  zehnte  Million  wenigstens  im  Maunscripte 
auch  Tolleudet  ist 

Die  Tafel  von  Chernac  enthält  aämmtliche  Factoren  bis  1020000, 
sie  erschien  1811  unter  dem  Titel:  Cribrum  arithmeticnm  sivo  tabula 
continens  numeros  primos  a  compositia  segregalos.  Nnmeris  compo- 
litis,  per  2,  3,  6  non  divisilibus  adscripti  sunt  divisores  simplices, 
non  minimi  tantum.  Daventriae.  Das  Jahr  1814  brachte  die  Tables 
des  diTiseura  pour  toos  les  nombres  depuis  1020000  jusqu'  k  2028000 
arec  les  nombres  premiers,  qui  s'y  trouvent,  von  Barckhardt,  es 
folgten  1816  das  Intervall  von  2028000  bia  3036000  und  1817  das- 
iaiigt  TOS  1  bie  1020000;  die  3  Millionen  wurden  in  einem  Bande 
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Ton  350  Seiten  in  4'^  unter  dem  Titel :  Table  des  diviseurB  poar  toos 
les  nombres  du  1",  2*,  3»  million.  Paris  1817  beranagegebeo.  FOr 
die  erste  Hillion  hatte  B.  eine  Factorentafet  (1  bis  1—1002000)  von 
Scbcnmark,  Prof.  in  Lniid,  benutzt,  die  er  mit  Cbernac's  Tafel  ver- 
glicben  hatte.  In  den  40er  Jahren  Überreichte  Grelle  seine  Facloren- 
tafclu  der  4ten,  6teD  und  6ten  Million  der  Akademie  zu  Berlin. 
Bereits  1850  hatte  Gauss  den  durch  sein  rechnerisches  Talent  be- 
kannt gewordenen  Dase  zu  bestimmen  gesncht,  die  folgenden  4  Mil- 
lionen von  der  7  tcn  an  zu  berechnen,  und  1860  nnternabm  Letzterer 
die  Arbeit,  materiell  unterstützt  dnrch  das  Comito  der  Dase-Stiftnng, 
an  dessen  Spitze  C.  A.  F.  Peters  stand.  1862  erschienen  dann  „die 
Factorentafeln  für  alle  Zahlen  der  7ten  Million  von  6000000  bis 
7002000  mit  den  darin  vorkomnieudcn  Primzahlen",  Hambnrg.  Daso 
selbst  war  bereits  18G1  gestorben ;  or  hinterliess  noch  die  fast  vollen- 
dete 8tO  Million,  und  hatte  auch  schon  einen  grossen  Teil  der  Fac- 
toren  für  die  9te  and  lOte  Million  bestimmt  Dr.  H.  Rosenberg  in 
Hambui^  tibernahm  die  Yollendung,  und  so  wurde  denn  noch  die 
8te  Million  7U02000— 8010000  im  Jahre  1863  and  die  9tc  Million 
8010000  —  9000000  im  Jahre  1865  mit  dem  Zusätze  „von  Z.  Dase, 
ergänzt  von  Dr.  H.  Rosenberg"  veröffentlicht.  Burckbardt's  und 
Dase's  Tafeln  geben  nur  den  jcdosmaligon  kleinsten  Factor  an.  Die 
im  Manascripte  bereits  fertige  lOte  Million  gelangte  nicht  mehr 
zom  Drncko;  das  Manuscript  wurde  im  Jahre  1878  von  der 
Witwe  des  auch  bereits  verstorbenen  Dr.  Rosenberg  der  Berliner 
Akademie  angeboten.  Im  Jabro  1877  hatte  man  sich  von  England 
ans  nach  Berlin  gewandt,  um  in  Erfahrung  zu  bringen,  ob  die  Aka- 
demie das  in  ihrem  Besitze  befindliche  Manuscript  der  itcn  bis  6ten 
Million  zu  veröffentlichen  gedenke,  und  da  von  dort  die  Antwort  er- 
teilt wnrde,  man  sehe  davon  ab  wegen  der  in  dem  Manuscripte  ent- 
haltenen Ungenauigkeitcu ,  so  Obernahm  noch  in  demselben  Jahre 
J.  Glaisher  die  Arbeit,  um  die  vorhandene  Lflcke  auszufüllen.  Unter- 
stützt wird  er  hierbei  von  der  Britisb-Association  for  the  Advan. 
cement  of  Scioucea,  welche  zu  dem  Ende  ein  Comito  unter  dem 
Vorsitze  des  Prof.  Caylcy  niedergesetzt  hat.  An  der  Arbeit  selbst 
nehmen  noch  zwei  Rcchuer  Teil.  Erschienen  ist  bereits:  James 
Glaisher,  table  of  the  fourth  million  London  1879.  Taylor  &  Francis. 
Die  Vorarbeiten  fUr  die  beiden  anderen  Millionen  sind  Jetzt  wol  aach 
nahezu  vollendet  j  dieselben  werdea  im  Zusammenhange  bearbeitet. 

Ich  wende  mich  nun  der  Einrichtnng  von  Factorcntafclti  xa  and 
zwar  vorzugsweise  der  bis  Jetzt  bckanntcu  Tafeln,  hierbei  schien  niir 
aber  wie  auch  in  dem  Über  die  Herstellung  Beigebracbten  eine  bloas 
refcrirende  Behandlung  der  Sache  nicht  angemessen.  So  bitte  ich 
denn  die  einzelnen  kritiechcn  Bemerknngea  mir  zu  gestatten,  sowie 


byGoogle 


S*«lho/f:  GtsdikhU  dtr  Factoreyilaftbt.  419 

auch  den  hypothetischen  Excurs,  welcher  sich  an  die  BeBchreibung 
der  Gitteranflegniig  für  Tafeln  nach  dpr  Einrichtung  von  B.  anschliesst; 
ich  glanbte  in  diesem,  welcher  sich  auf  die  analoge  Benutzang  des 
Gitters  für  die  F.'sche  Einrichtung  bezieht,  angeben  za  sollen,  wie 
F.  mntmasslich  zu  Werke  gegangen  ist.  Bei  dem  calcnlatoriscben 
Teile  der  Herstellung  konnte  ich  nur  kurz  auf  gewisse  Rechen  vorteile, 
die  von  J.  Glaisbor  benutzt  wurden  und  werden,  hinweisen;  B.  war 
im  Allgeroeioen  ähnlich  verfahren,  es  ist  aber  aus  seintin  Angaben 
nicht  ZQ  ersehuD,  dass  er  sich  dieselben  Vorteile  zu  Nutz  gemacht  - 
hat.  Die  Mitteilung  gegen  das  Endo  hin  über  Restetabeilen  er- 
schien mir,  abgesehen  von  dem  au  dortiger  Stelle  Gesagten,  schon 
darum  am  Platze  zu  sein,  weil  sehr  wahrscheinlich  die  früher  er- 
wähnten Bases  von  Fclkel  damit  übereiustimmcu.  Es  bleiben  hier 
einerseits  die  Primzahlcnvcrzeichnissc  ausser  Betracht,  da  sie  za 
wesentlichen  Bemerkungen  keine  Veranlassung  bieten;  andererseits 
sei  gleich  vorweggenommen,  dass  nicht  nur,  wie  es  Rahn  und  Pell 
taten ,  die  Factorcn  2  und  5,  deren  Existenz  ja  schon  durch  die 
Endziffer  bekundet  wird,  sondern  auch  der  Factor  3,  welchen  die 
leicht  zu  bildende  ZiCTernsumme  kenntlich  macht,  ganz  ausgeschieden 
werden.  Bann  sind  es  hauptsächlich  zwei  Fragen,  deren  verschiedene 
Beantwortung  eine  Verschiedenhoit  in  der  Einrichtung  der  Tafeln 
bedingen.  Die  eine  bezieht  sich  auf  die  Anzahl  der  Factoron,  welche 
aufgenommen  werden  und  zwar  vorzugsweise  darauf,  ob  nach  dem 
Vorgänge  der  Tafeln  von  Lambert,  Bnrckhardt,  Dase  und  Glaisher 
nur  der  jedesmalige  kleinste  Factor  oder  ob  eämmtlicha  einfache 
Factoren,  rcsp.  deren  Potenzen  angegeben  werden  sollen,  wie  dies 
unter  Anderen  von  Vega  und  Chornac  geschehen  ist.  Die  Idee,  wie 
sie  durch  Anjema  allerdings  für  einen  verhältnisB massig  kleineu  Zahlen- 
raum zur  Ausführung  gekommen  ist,  sämmtlicbe  Divisoren,  die  ein- 
gehen und  zusammengesetztun,  aufzuzählen,  wird  wol  schwerlich  Nach- 
ahmer finden ;  in  der  Tat  ist  eine  solche  Zusammen  hau  fang  mehr  d^u 
geeignet,  die  Uebersicht  zu  erschweren,  als  dass  sie  irgend  einen 
wesentlichen  Nutzen  böte.  Die  Notwendigkeit  einer  möglichst  com- 
pendiöseu  Einrichtung,  fOr  welche  auch  der  Kostenpunkt  spricht,  weist 
diuwif  hin,  sich  mit  der  Angabe  des  kleinsten  Factors  zn  begnügen, 
durch  welche  man  iu  den  Stand  gesetzt  ist,  mit  einem  geringen  Aufwände 
einfacher  Divisionen  und  mehrmaligem  Nachschlagen  sämmtlichc  Fac- 
toren ZQ  ermitteln.  Ein  Mittelweg,  welcher  dies  Verfahren  beträcht- 
lich abkürzen  wtlrde,  wäro  der,  für  den  ersten  Zahlenraum  bis  100000 
sämmtliche  Factoren,  und  von  da  au  nur  nach  den  kleinsten  Factor 
anzugeben,  wofür  sich  auch  J.  W.  L.  Glaisher  ausspricht.  Wenn  der- 
selbe jedoch  weiterhin  erklärt,  dass  die  Aufnahme  sämmtlicbor  Fac- 
toren überhaupt  nur  geringe  Mühe  mehr  verursache,  so  will  ich 
doch  darauf  aufmerksam  machen,  dass  mau  dann  schon  hei  der  ersten 
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Million  von  Tomherein  statt  der  Primzahlen  bis  997  diese  bis  142841 
berOcksichtigen  mOsste,  and  daas  man  mit  dem  calcalatorischen  Teile 
ascb  nicht  mebr  in  der  angegebenen  Weise  ansreicben  wflrde.  Ferner 
fiborgieht  er,  dass  nach  dem  ganzen  Verfahren  die  Potenzen  aber  die 
zweite  hinaus  sich  nicht  anspr&gen.  Die  ziroite  Frage  betrifft  die 
Anordnung  der  Argumente.  Die  ungraden  Zahlen  nach  einander  fain- 
znscbreiben  und  im  gegebenen  Falle  die  durch  Abzählen  ermittelten 
eingehen  Factoren  beizufügen,  nie  dies  wahrscheinlich  von  Erato- 
■thenes  geschehen  ist,  oder  die  Anordnung  BpecicU  so  zn  treffen,  dass 
man  die  Zahlen  in  horizontalen  Reihen  niederschreibt,  und  soviel 
Zwischenranm  zwischen  diesen  Zahlen  lässt,  nm  Ober  den  einzel- 
nen die  zugehörigen  Primfactoren  anzubringen  nach  dem  Vorschlage 
von  Ballier  des  Ourmes,  davon  kann  fll(;lich  keine  Rcdo  mehr  sein; 
es  bleiben  vielmehr  zwei  Hauptformen  für  die  Zahlen,  welche,  jenach- 
dem  man  die  eine  oder  andere  wählt,  entscheidend  sind  für  die  Ver- 
schiedenheit der  Anordnung.  Bezeichnet  man  nümlich  irgend  eine 
Primzahl  mit  p  und  den  Rest,  welchen  man  bei  der  Division  der 
gegebenen  Zahl  N  durch  10  resp.  100  erhält,  mit  a  rosp.  b,   so  ist 


N  —  n.lO+a 
oder 

ff— n.lOO  +  S. 

Im  ersten  Falle  faest  man  je  einen  Zahlenranm  von  30,  im  anderen 
Falle  von  300  zusammen,  wie  die  S.  448  folgenden  Schemata  zeigen,  in 
welchen  a  die  4  Werte  1,  3,  7,  9  haben  kann,  und  zwar,  Wenn  n->3iii 
ist,  die  Werte  1  und  7,  wenn  n  --  3in  +  l  ist,  die  Werte  1,  3,  7,  9 
und  wenn  n  — '  Sm-f-S  ist,  die  Werte  3  nnd  9,  während  im  zweiten 
Schema  ßlr  b  heiaglich  26,  28  and  26  Werte  auftreton,  jenacbdcm 
die  Anzahl  der  Hnnderte  sich  durch  Sm,  3m-|-l  oder  3m-|-2  dar- 
stellen lässt.  Im  ersten  Falle  nimmt  der  Zahlenraum  30  eine  hori- 
Eontale  Zeile  mit  11  Feldern  ein,  von  welchen  3  fUr  die  Zehner  der 
Zahlen  bestimmt  sind,  während  die  Qbrigen  8  zur  Aufnahme  des 
Primfactors  dienen.  Die  Einer  befinden  sich  am  Kopfe  der  acht 
Factorenspalten.  Nach  der  zweiten  Anordnung  erfordert  der  Zahlen- 
raum 300  eine  senkrechte  Spalte  mit  80  Feldern  für  die  Factoren, 
eine  am  linken  Rande  herabgehende  Spalte  fOr  die  Zehner  und  Einer 
nnd  drei  Querzeiten  fOr  die  drei  vorangehenden  Stellen  der  Zahl, 
von  rechts  nach  links  gedacht,  während  die  noch  übrigen  Stelleo  im 
Eingange  angebracht  sind.  Als  Repräsentantin  für  die  erste  Art  dar 
Anordnung  dient  diejenige,  welche  Fclkel  seinen  Tafeln  gegeben  hat, 
die  zweite  findet  sich  in  den  Tafeln  von  Lambert,  Burckbardt,  Dase 
und  Olaisher.  Ich  stehe  keinen  Augenblick  an,  mich  fOr  die  zuerst 
geschilderte  Einrichtung  auszusprecheu,  da  sie  viel  ttbersichtl icher  iat 
Ar  manche  F&lle  der  Untersnchnngen,  als  die  andere.    Ich  will  nor 
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d&raaf  hinweisen,  dus  die  Zahlen  von  derselben  Form  bei  ihr  tenk- 
recht  henblaufen  nnd  siuh  leichter  in  ihrem  Zasammenhange  varfolgen 
lassen,  als  bei  jener,  wo  man  die  gleichgeformte  Qnerzeile  anf  jedem 
nenen  Blatte  erat  anfauchen  rnnss,  Wonn  Herr  W.  J.  L.  Glaisher 
fflr  letztere  die  Autorität  von  Gaass  ins  Feld  fahrt,  welcher  sich 
Dase  gegenüber  dabin  aussprach,  daas  er  die  £inrichtnng  der  Bnrck- 
hardt'schen  Tafel  für  die  beste  halte,  so  ist  bei  diesem  Aasspmche 
zn  beachten,  dass  Gauss  wol  kaum  noch  eine  andera  eingerichtete 
Tafd  benutzen  konnte,  es  sei  denn  diejenige  von  Chemac,  Aber 
«eiche  er  sich  ja  iu  den  GOttinger  Gel.  Anzeigen  (1812  ]fi&rz)  an- 
erkennend genug  ausspricht  und  von  welcher  Legendro  sagt:  Les 
amatenrs  de  l'analyse  ont  donc  le  chois  entre  donx  recneils  qni  pan- 
vout  lenr  itce  ägalcmont  ntiles,  Ton  par  nu  maniement  plus  facile 
(Chemac)  l'antre  par  nne  plus  grande  ätendue.  (Theorie  des  nom- 
bres  3.  Anflage.  I.  S.  6.) 

Ich  nuss  der  VollGtAndigkeit  halber  hier  noch  anfahren,  dau 
Vega,  der  auch  die  zweite  Einrichtnng  hat,  den  Zahlenranm  300  anf 
2  Seiten  links  nnd  rechts  verteilt  hat,  so  dass  man  jede  Spalte  anf 
beiden  Seiten  erat  durchgehen  muss,  bevor  man  zur  nächsten  Hber- 
geht  Das  macht  sich  aber  leicht,  nnd  es  ist  mir  nicht  ventAndlich, 
wenn  Herr  J.  W.  L.  Glaisher  sagt,  es  sei  nicht  leicht,  dies  in  Kürze 
suiseinanderzQsetzen.  Die  besondere  Einrichtung,  welche  Felke!  seinen 
Taleln  noch  dadurch  gab,  dass  er  In  den  Factorenfeldem  die  Prira' 
zahlen  nicht  selbst  angab,  sondern  Buchstahencombinationen  benatzte, 
om  sie  zn  bezeichnen,  die  in  einer  besondereu  Tafel  ihre  Erklämng 
bnden,  hat  nor  nebensächliches  Interesse,  so  dass  ich  es  vorziehe, 
nicht  näher  darauf  einzngehen,  nmioweniger,  als  er  ja  später  von 
dieser  Bezoichnnng  abkam,  die  seiner  Meinung  nach  weniger  Ranm 
beanspruchen  sollte,  nachdem  Lambert  ihm  nachgewiesen  hatte,  dass 
wenn  er  Ziffern  wählte,  der  Raum  nicht  grösser  zu  sein  brauchte. 

Der  zweifache  Modus  der  Anordnung  bringt  in  der  Art  der 
Herstellung  keine  wesentliche  Aendemng  hervor.  Diese  zerftUt 
nämlich  nach  der  Grösse  der  Primiactoren  in  zwei  gesonderte  Acta 
Für  die  kleineren  Primzahlen  bis  zu  einer  Grenze,  die  sowol  von 
der  Grenze,  bis  zn  welcher  die  Tafeln  gehen  sollen,  als  von  den  be- 
sonderen Umständen,  unter  denen  man  arbeitet,  abhängt,  bedient  man 
sich  eines  Netzes  mit  ausgeschnittenen  Feldern,  wie  es  gleich  unten 
an  einem  Beispiele  gezeigt  werden  soU,  eine  Vorrichtung,  welcher 
ohne  Zweifel  auch  der  von  Prof.  Hindenburg  gebrauchte  apparatns 
bis  anf  geringe  Modificationen  entsprach.  Ueber  die  Grenze  hinaus 
geht  man  ansscbliosstich  cal  dilatorisch  zn  Werke.  Es  sei  nun  z.  B. 
die  Primzahl  13  an  den  Stellen  einzutragen,  wo  sie  als  kleinster  Factor 
anflzitt,  nnd  zu  Grande  sei  die  Lambert'Barckbardt'sche  Form  der 
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Tafel  gelegt-,  dann  ist  daa  Verfahren,  wie  ea  Ganss  wol  nach  deo 
eigenen  Angaben  Barckbardt's  in  der  Einlcitang  zn  dem  1814  erschie- 
nenen Teile  seiner  Tafeln  anseioandcrsetzt  (s.  Gansa  Werke.  2.  Bd. 
S.  183)  folgendes:  B.  lieas  ein  Netz  in  Kupfer  stechen,  wo  durch  81 
horizontale  nnd  78  verticale  Linien  80.77  Felder  gebildet  sind  nnd 
die  nötige  Anzahl  von  Abdrücken  machen.  Die  80  Werte  an  der 
linken  Seite  konnten  eogloich  mitgestochen  werden,  die  Ziffern  der 
3  Qnerzeilen  nnd  die  Hauptziifern  am  Eingänge  wurden  geschrieben, 
da  sie  sich  von  Blatt  zu  Blatt  ändern;  dann  nahm  B.  von  einem  Über- 
zähligen Blatte  der  Breite  nach  nur  13  Spalten  [allgemein  p  Spalten), 
und  indem  er  diesen  Streifen  als  den  Anfang  seiner  Tafi;!  behandelte, 
schnitt  er  alle  Felder,  welche  den  Factor  13  enthalten  mtissten,  ins; 
die  betreffenden  80  Felder  waren  durch  Rechnung  ermittelt  Er 
brauchte  jetzt  dieses  Gitter  nur  auf  die  13  ersten  Spalten  des  ersten 
Blattes  ZD  legen,  dann  anf  die  13  folgenden  n.  a.  w.,  nm  sogleich  alle 
Plätze  zn  sehen,  die  noch  leer  d.  h.  nicht  mit  7  oder  11  ausgefällt 
waren,  um  sie  mit  13  auBzufttUen.  F(lr  die  grösseren  Zahlen,  wie 
79,  83  n.  s.  w.  wurde  dann  wol  der  Rahmen  aus  2  oder  mehreren 
Bogen  zusammengesetzt.  Dasselbe  Verfahren  beobachtete  auch  J.  Glai- 
sber,  nur  setzte  er  bei  grösseren  Zahlen  die  Bogen  nicht  zusammen, 
sondern  versah  sie  mit  fortlaufenden  Nnmmorn,  um  sie  der  Reibe 
nach  aufzulegen  und  nach  vollecdetem  Turnus  wieder  mit  dem  ersten 
zu  beginnen.  B.  ging  hierbei  bis  zu  499,  Gi.  für  die  4te  Ifillion  bis 
zu  307.  Diese  Art,  ein  Sieb  zn  benutzen,  kann  man  ebensogut,  ja 
sogar  noch  mit  einer  beträclitlichen  Vereinfachnng  anwenden,  wenn 
man  die  erste  Form  der  Einrichtung,  wie  sie  das  Schema  I.  giebt, 
zu  Grunde  legt.  Man  denke  sich  den  Streifen  soweit  verlängert,  dEiss 
er  77  Zeilen  enthält,  und  von  diesen  Streifen  10  nebeneinanderliegend, 
so  dass  sie  ein  nngetrcnutes  Ganze,  eine  einzige  Form  bilden.  Man 
bat  dann  30  Spalten  zur  Aufnahme  für  die  Zehner  und  SO  für  die 
Facto  renf cid  er.  An  den  ersten  Streifen,  welcher  in  der  ersten  Zehner- 
reihe mit  0  beginnt  nnd  bis  zn  228  geht,  schlicsst  sich  aber  der 
nächste  nach  rechts  mit  seiner  Nummerirung  nicht  unmittelbar  an, 
Bondem  setzt  voraus ,  dass  man  gleich  zum  11  ten  Streifen  fiber- 
gegangen ist,  dann  zum  21  ten  u.  s.  w.  bis  91  ten,  die  Anfangszahlen 
in  der  ersten  Zehnerreihe  sind  dann  2310,  4620  u,  s.  f.,  die  zugehö- 
rigen übrigen  Zahlen  ergeben  sich  von  selbst.  Der  erste  Bogen  wttrde 
also  entsprechend  diesen  Streifen  nummerirt,  der  zweite  hätte  die 
Nummerirung  der  2ten,  12ten  bis  zum  92ten,  der  zehnte  Bogen  die 
Nummern  für  den  lOten,  20ten  bis  lOOton  Streifen  und  die  letzte 
Anzahl  der  Zehner  wäre  23099  mit  den  Einem  3  nnd  9,  man  hätte 
die  Zahlen  bis  231000  absolvirt.  Um  nun  das  Auflegegitter  zu  con- 
Btruiren,  sei  wieder  die  Zahl  13  als  Beispiel  angonommon.  Man  bilde 
sich  dann  einen  Streifen  von  der  ganzen  Breite  des  Bi^ens,  der  aber 
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BOT  13  Qoeireihcn  enthSlt,  ausserdem  aber  einen  kleinen  HQlfBcarton, 
welcher  ebenfalls  diese  13  Qnerreihen,  aber  nur  die  Breite  eines  ein- 
sigen  Streifens  hat.  Auf  diesem  schneide  man  die  8  Felder  ans, 
welche  in  den  8  Spalten  den  durch  13  teilbaren  Zahlen  entsprechen 
nnd  in  der  beistehenden  Fignr  dnrch  Erenze  angedeutet  sind.  Diesen 
Carton  legt  man  anf  den  ersten  Streifen  im  Gitter  und  markirt  die 
Stellen,  welche  den  ansgeschnittoDen  Feldern  entsprechen,  dann  divi* 
dire  man  770:13  and  erhält  —10  als  Rest,  d.  h.  wenn  man  das 
Gilter  nach  nnd  nach  anf  10  aneinanderstossende  Streifen  Ton  je 
77  Qaerrcihen  gelegt  hätte,  ao  würde  es  den  nächsten  oder  Uten 
mit  10  QneTTeihen  überdecken.  In  dem  Auflegegitter  hat  man  also 
mit  dem  Uulfscarton  so  zu  verfahren,  dass  man  dessen  unterste  zehn 
Reihen  zuerst  auf  den  zweiten  Streifen  auflegt;  ferner  hat  man  fUr 
den  3ten  Streifen  —10,2:13  Rest  —7,  u-  s.  f.  Statt  also  80  Aus- 
gangspunkte für  das  Gitter  bei  jeder  Primzahl  berechnen  zn  müssen, 
wenn  man  die  B. 'sehe  Anordnung  befolgt,  hat  man  es  hier  von  vorn- 
herein nnr  mit  8  solchen  Punkten  zu  tun.  Das  Gitter  wird  dann 
von  Bogen  zn  Bogen  in  vcrticalcr  Richtung  weiter  geführt.  Sind  die 
ID  ersten  Bogen  vollendet,  so  bildet  mau  sich  mit  leichter  Mühe  für 
die  n&chsten  zehn  vermöge  des  Gartens  ein  neues  Gitter  und  gebraucht 
es  wie  eben;  jede  10  Bogen  umfassen  den  vollen  Zahlonraum  von 
231000.  Indes  wird  es  ja  vorJäuSg  mit  den  ersten  10  SCllion  in  der 
Anfertigung  von  Factorentafeln  seiu  Ende  haben  und  da  diese  alle 
nach  der  ursprünglichen  Einrichtung  von  Lambert  angelegt  sind, 
so  würde  eine  andere  Anordnung  auch  für  die  Zukunft  nicht  zu  er- 
streben sein.  Die  Maschine  von  Felkel,  welche  aus  8  Stäben  zu- 
sammengesetzt war,  denen  man  verschiedene  Längen  geben  konnte, 
scheint  etwa  dem  HUlfscarton  zu  entsprechen.  Die  77  senkrechten 
Spalten  bei  B.,  oder  die  77  Querreiheu  nach  der  andern  Anordnung 
haben  den  Zweck,  dass  die  Felder  mit  7  und  11  gleich  in  der  Haupt- 
form durch  den  Druck  eingetragen  werden  können.  Was  nun  den 
calculatorischen  Teil  der  Eintragungen  betrifft,  so  bestimmt  man  die 
Kubikwurzel  aus  der  oberen  Grenzzahl  der  Tafel  und  dieser  ent- 
sprechend die  grösste  Primzahl,  welche  noch  3  mal  als  Factor  vor- 
kommt; von  hier  an  aufwärts  hat  man  jede  Primzahl  nur  mit  sich 
selbst  und  jeder  folgenden  bis  zur  Tafelgrcnze  hin  zu  mnltipliciren, 
and  die  Prodncte  unter  den  Zahlen  der  Tafel  aufzusuchen,  um  in 
das  entsprechende  Feld,  welches  noch  nicht  besetzt  sein  kann,  den 
kleinem  Factor  einzutragen.  Dass  mau  sich  hier  einige  Bequemlich- 
keiten für  das  Rechnen  schaffen  kann,  zeigt  insbesondere  das  Ver- 
fabren  von  J.  Glaisher. 

Ich  kann  am  Schlüsse  meiner  Auseiuandersetznngen  nicht  unter- 
laasen,  danuf  hinzuweisen,  dass  während  man  sich  in  England  damit 
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beschäftigt,  die  4tß  bis  6te  Million  zum  AbscbiusBO  za  bringen,  die 
Factoren tafeln  der  übrigen  Millionen  immer  schwerer  zng&Dglicfa  wer- 
den and  dass  der  Kastenpnnlit,  wenn  man  einen  grosseren  oder  den 
ganzen  Zablenraum  amfasHea  will,  za  bedontend  ist.  Gerade  hierin 
liegt  auch  nol  ein  Hanptgrand,  dass  die  nicht  nur  grossen  Reis, 
sondern  auch  mannichfachen  Nutzen  gewährende  ßesch&ftignng  mit 
den  Zahlen  und  ihren  Gesetzen  nicht  so  weit  Platz  greift,  wie  es  wol 
zn  wttnschen  wäre.  Wenn  ich  daher  noch  ein  Verfahren  mitteile, 
welches  den  Gebranch  vollständiger  Tafeln  in  gewissem  Sinne  ent- 
behrlich macht,  ein  Verfahren,  für  welches  ich  alle  Torbereitenden 
Bechnnngcn  abgeschlossen  habe,  so  glaube  ich,  ist  diese  Miiteilahg 
durch  das  zuletzt  Gesagte  liinreicheud  motivirt. 

Zunächst  sei  bemerkt,  dass  hierfür  die  Einrichtung  des  Schema  I. 
erforderlich  ist,  und  dass  man  eine  Factorentafel  nach  dieser  Anord- 
nung bis  100000  mit  allen  Factoren  nOtig  hat.  Man  findet  dann 
leicht,  dass  in  irgend  einer  Facto renspalto  z.  B.  von  einem  Felde 
mit  13  bis  znm  nächsten  13  Reiben  Zwischenraum  sind,  oder  dass 
man  in  der  Zehnerspalte  13.3,  in  Wirklichkeit  als  um  13.30  weiter- 
gegangen ist    Mit  anderen  Worten,  ist 


und 

BO  ist 


JV  —  n.lO-j-a  ein  Vieifadies  von  p, 
iV'— n'.lO-f-d  das  nächste  derselben  Primzahl, 
n'-n-3.p. 


Ist  mir  nun  eine  Zahl  gegeben,  wie  z.  B.  3572791,  so  setze  ich  diese 
—  357279.10+1  =  (35. 10000-f-7279).10-|-l.  Dividire  ich  nnn 
35000Q;3p  und  erhalte  r  als  Rest,  so  mnsB  (r4-7279).l0+l  ein 
Vielfaches  von  p  sein,  wenn  3572791  ein  solches  ist  und  umgekehrt. 
Kenne  ich  demnach  ^r  jedes  p  bis  zur  ^3572791  den  Rest,  welchen 
35.10000  durch  3p  giebt,  ordne  ich  diese  Reste  nach  ihrer  GrOsae, 
addire  sie  nach  und  nach  zu  7279  und  sehe  in  der  Factorentabelle, 
welche  ja  die  Zehner  bis  9999  enthält,  nach,  ob  sich  einmal  in  der 
Factorenspalte  mit  1  an  der  Spitze  derselbe  Factor  findet,  wie  die 
M  dem  Reste  gehörige  Primzahl,  so  weiss  ich,  dass  diese  Primzahl 
auch  in  3572791  aufgebt. 

Ist  vorauszusehen,  dass  man  bei  der  Addition  der  Reste  aber 
9989  hinauskommen  würde,  so  kann  man  für  (350000 -j- 7279).  10+1 
auch  setzen 

{360000+C— 10000+7279)1 .10+1  -  (360000— 2721). 10+1 

und  mit  —2721  ebenso  verfahren,  wie  vorher  mit  7379,  nur  dass 
die  Reste  von  360000:3p  za  nehmen  sind. 
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£■  sind  also  fOr  den  ZEkhlenraniD  bis  etwa  6000000  erforderlich 
1)  eine  Factorentabello  bis  100000  mit  Bllen  Factoren ;  3]  60  rasp. 
61  kleine  Tabellen,  welche  die  Reste  von  1.10000  his  61.10000:3;) 
der  Grosse  nach  und  mit  jedes  Ual  bei  geschriebenem  p  enthalten. 
Mit  diesen  ein&chen  Halfsmittein  ist  es  mir  leicht  geworden,  die 
Zerlegung  grosserer  Zahlen  in  ihre  PrimhctorGn  anazufObren  nnd 
nrar  durchgängig  in  ganz  kurzer  Zeit. 

Was  die  Wiedergabe  dnrch  den  Drack  betrifft,  so  ent- 
halten die  Tafehi  von  B.  bei  spiel  s  weise  auf  jeder  Qnartseite  einen 
Zahieontnm  von  9000,  da  er  31  senkrechte  Spalten  nnd  80  horizon- 
tale Reihen  darauf  auhnLchtc.  Man  würde  bei  der  anderen  Anord- 
nung unUr  Beibehaltnng  dcBsclbeu  Formates  und  derselben  Schrift- 
grOsse  und  unter  Hinzunabme  von  zwei  senkrechten  Spalten,  w&brend 
die  Zahl  der  Querreihen  dieselbe  bliebe,  freilich  unr  den  Zahlenranm 
7200  auf  jeder  Seite  umfassen,  aber  beim  Gebrauche  h&tte  man  den 
grossen  Tarteil,  daas  jedesmal  Zahl  nnd  zngehQriger  Factor  fost  nn- 
mittelbar  neben  einanderstehen ,  w&hreud  man  dort  eine  Anzahl  von 
Spalten  bis  zd  30  durchgehen  muss,  um  zu  dem  betreffenden  Fac- 
toren felde  zn  gelangen. 

Als  Quellen  filr  die  Geschichte  der  Factorentafeln,  resp.  ihre 
Binrichtang  nnd  Herstellung  dienen  fl^lich; 

Fr.  T.  Schooten,  Exercitationes  Mathematicae. 

J.  H.  Lambert,  Beytrlge  zum  Oehranche  der  Mathematik. 

Hemoiren  der  Akademie  der  Wiaaenachaften  zn  Paria.    5.  Band. 

Hiatoire  de  l'Academie  des  Sciences.    S.  88. 

Lamberts  deutscher  gelehrter  Briofwechse]  von  Joh.  Bemonlli. 

L.  Eulers  Algebra  von  Joh.  Ph.  GrOaon.    1.  Th.  8.  22  u.  24. 

CrihnuQ  arithmeticnm  von  Cheroac.    Einleitung. 

Table  des  divisenrs  pour  tous  les  nomhres  da  denxiöme  million. 
Voa  Borckhardt.    Einleitung. 

Z.  Dase,  Factorentafei  7  te  Hillion.    Einleitung. 

J.  W.  L.  Glaisher,  On  factor  tahles  vrith  an  account  of  the  mode 
of  formation  of  the  factor  table  for  the  fourt  million  Proc  of  the 
Cambr.  Ph.  Soc.  Febr.  1878. 

Bremen  im  October  1883. 


Meine  Mitteilungen  fiber  die  Geschichte  der  Factorentafeln  habe 
ich  noch  dorcb  die  Notiz  zn  ergänzen,   daas  im   Jahre  1863  der 
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EaiscrI.  Akadomie  der  WissenBchaften  zn  Wiea  aus  dem  Nachlass 
des  vcrstorbeneo  Profeasors  Kolik  in  Prag  ein  Maauscript,  enthalteod 
Factorentafeln,  tlbergebeu  wurde.  Nach  dem  Berichte,  welchen  Prof. 
Petzval  hierüber  1866  der  Akademie  vorlegte,  umfassen  diese  in  6 
groasen  Foliobäaden  den  Zahleuraam  tod  3  bis  100000000  (hundert 
Million)  und  geben  den  kleinsten  Primfactor,  mit  Aasnahme  Ton  2, 
3  und  5  an.  Die  Primfactoren  sind  durch  die  Buchstaben  des  kleinen 
lateinischen  Alphabets  und  durch  Combinationen  derselben  bezeichnet, 
deren  Bedentong  einer  Hülfstafel  zn  entnehmen  sind.  Also  ähnlich, 
wie  bei  Felkel,  nur  daas  dieser  seine  Combinationen  aas  je  einem 
Buchstaben  des  grossen  nnd  kleinen  lateinischen  nnd  deutaehen  Al> 
phabcts  mit  je. einem  Buchstaben  des  griechischen  bis  %  bildete. 
(SiUongsber.  der  Mathem.-Naturw.  Kl.  der  K.  Ak.  d.  W.  zu  Wien. 
LIII.  IL  Abth.). 

Eine  andere  nachträgliche  Notiz  betrifft  die  Einrichtung  von 
Factorentafeln.  Im  51.  Bande  des  Crellc'schen  Jonrnals  befindet  sich 
n&mtich  ein  Artikel  des  Herausgebers:  „Wie  eine  Tafel  der  nnteil- 
hareu  Factoren  der  Zahlen  bis  zn  beliebiger  Höbe  möglichst  leicht 
nnd  sicher  aufzustellen  sei." .  Crelie  verlangt,  dass  die  Tafeln,  ab- 
gesehen von  3,  3  nnd  5  die  übrigen  Factoren  sämmtlich  gehen  mOssten. 
Zu  ihrer  Herstellung  bis  zn  einer  weiteren  Grenze  setzt  er  eine  bereits 
vorhandene  Tafel  mit  allen  Factoren  in  einem  kleineren  Umfang, 
aber  von  7  beginnend,  voraus  nnd  ausserdem  eine  Prodnctentafel. 
Bezeichnet  man  eine  Zahl  der  vorhandenen  Tafel  mit  E,  eine  Prim- 
zahl mit  p,  die  obere  Grenze  der  neuen  Tafel  mit  B,  ao  werden  alle 

p  bis  V-ü  mit  allen  E  bis  -tu  multiplicirt  und  zwar  werden  für 
jedes  Prodnct  einzelne  Teile  besonders  gebildet  und  iu  besondere 
Productcn  tafeln  eingGtragen.  Die  erhaltenen  Produeto  bilden  die 
Zahlen  der  neuen  Tafel,  die  übrigen  Zahlen  sind  Primzahlen.  Die 
vorkommenden  Wiederholungen  dienen  als  Probe.  Nach  seiner  Ab- 
siebt soll  dann  ans  der  Cbcrnac'schon  Tafel  eine  none  bis  7000000 
und  ans  dieser  eine  solche  bis  49000000  hervorgehen.  Fttr  die  Be- 
arheitniig  hatte  er  Dase  ins  Ange  gefasst  nnd  die  Zoit  bis  zur  Voll- 
endung anf  ca.  16  Jahre  berechnet.  Es  findet  sich  in  dem  Artikel 
auch  eine  Berechnung  sämmtlicber  Kosten,  nur  geht  der  Berechner 
dabei  nicht  mit  in  Rechonng,  da  dieser  von  einer  wisseuschafQicheu 
Gesellschaft  oder  der  Regierung  unterhalten  werden  sollte.  (Cretle's 
Jonmal  LI.). 

Schliesslich  kann  ich  noch  die  Nachricht  hinzufügen,  daas  in- 
zwiacbon  die  Tafel  der  5.  nnd  6.  Million  von  Glaisher  erschienen  ist. 
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Die  ümkehpung  des  Grundgedankens 

von   Hindenbiirg's  combinatoriecher  Änalysis. 


Herrn  Friedrich  Roth, 

ord.  Lrhror  nm  Roit1|)roj^mnaaLnm  ta  Bantchiide. 


a)  Die  gemetnen  Comblnntioneo  und  Tariattonen  *). 
(Coinbin.  and  Variationen  ohne  and  mit  anbesuhränkter  Wiederholang.) 

In  dem  letzten  Jahrhtindert  hat  die  Mathematik  von  mehreren 
Vcrsnchen  zu  berichten,  durch  neue  Auffassung  schon  bekanoter  räam* 

licher  Verhältnisse  oder  durch  Erfindung  irgend  welcher  noch  nicht 
behandelter  Beziebungen  zwischen  arithmetischen  GrOsscn  der  Wissen- 
schaft neue  Werkzeuge  zu  schafen  und  ihr  neae  Bahnen  zu  weisen, 
aof  denen  sie  die  Schwierigkeiten  der  ihr  gestellten  Aofgahen  leichter 
als  fnit  den  bisherigen  Hulfsmitteln  überwinden  kSnne.  Za  diesen 
Versachen  gehört  auch  die  Schaffung  der  „combin atopisch en  Ana- 
lysis",  die,  am  Ende   des  vorigen  Jahrhunderts  von  dem  Leipziger 

*)  Diese  Abhandlung  bildete  nrsprflngllcli  den  iwciten  Teil  des  AohnlzeB, 
den  ich  \d  Boffmanns  Zeitachrifc  fUr  mnth,  unil  nivlnrw.  Unterricht,  Hcfl  3. 
dei  XIV,  JahrgangeB  S.   2S0— SSS  lerOffenllichl  hnbo. 

In  jenem  ersten  TeiJe  habe  ich  bei  der  Berichieratnttung  Ober  die  Abtei- 
lung, die  Reidt  in  SchlOmikh's  Handbuch  der  Mathemntik  lar  Formel  für  die 
Anzahl  der  Comtiniitionen  m.  W.  gegeben  hat,  die  Worte  hinzugefügt:  „Ob 
diMo  BeweiafSbrnng  so  recht  darchschlagcud  ist,  .  .  -  ,  Bcbeinl  mir  noch  eine 
offene  Frage,     Auch  rermiest  man  die  Angabe  darflber,  ob  der  Verfauer  den 
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Professor  Hindenbnrg  eiDgeführt,  von  einer  grossen  Zahl  aciDer 
Schüler  nod  Anfaäager  verteidigt  nnd  vermehrt  wurde,  um  scbliess- 
licb  fost  ganz  der  VergcseeDheit  anheimzDfailcn ,  eiu  Schicksal, 
das  irobl  die  meisten  dieser  Neucrungeu  teilen  werden,  sobald 
es  ihnen  nicht  gelingt,  durch  wirkliche  Lüsnng  der  Jahrbnndorte 
alted  Anfgaben  unserer  Wissenschaft  die  menschliche  Erkenntniss 
wirklich  za  fördern. 

Doch  war  die  SchOpfong  Hindenbni^s  nicht  ohno  Wert.  Er  war 
dabei  von  einem  richtigen  Gefühl  geleitet  und  bat  eine  Wahrheit 
heransgefunden ,  die  für  die  Mathematik  reiche  FrQchte  zn  tragen 
verspricht,  wenn  sie  nur  in  anderer  Weise,  als  er  selbst  es  getan, 
benntzt  wird.  Diese  Wahrheit  aber  ist  die  innige  Beziehung  zwischen 
der  Multiplication  mehrstelliger  Grössen  nnd  der  Combinationslehre. 
Ton  der  Tatsache  ansgcbend,  dass  hei  der  Ansrechnung  eines  Pro- 
ductes  von  mehreren  Polynomen  alle  mäglichcu  Zasammenstellungen 
ihrer  Summanden  vorkommen,  sucht  die  „combinatorische  Analysis*' 
zunächst  fUr  die  Combinationslehre  die  Gesetze  und  Formeln  fest- 
zustellen und  durch  neue  Bezeichnungen  übersichtlich  zu  machen,  um 
diese  dann  vermittelst  des  polynomischen  Satzes  auf  die  Theorie  der 
Reihen  anzuwenden.  Daher  nennt  Hindenburg  den  letzteren  „das 
wichtigste  Theorem  der  ganzen  Analysis",  und  deshalb  sagt  einer 
seiner  Anhänger   von   demselben  Satze:    „Dieser  ist  gleichsam  eiu 


Bin-cis  aclbK  gefunden,  oder  ob  er  ihn  einem  anderon  Werke  e\ 
Onranf  bin  schieibt  mir  Harr  Baidl,  Atta  er  den  GrundgednTikcn  seines  Be- 
weise*, den  er  lehon  1S6B  in  seinen  „Elementen  der  Mathematik"  mitgeteilt, 
undervrart«  vorgefunden  habe,  lieh  jedoch  nieht  mehr  beBtimmt  erinnere,  in 
welchem  Buche  er  Ihn  tnerit  gelesen  habe.  Die  Quellenangabe  bei  jedem  eia- 
Eclneit  Satie  hUt  er  fftr  untunlich.  Uebrigeni  finde  sich  diuelbc  Ableittmg 
jener  Formel  nueh  in  den  Elementen  derUatbemalik  Ton  GallcnkDmpfS.AiiS.  1860} 
nnd  in  der  Elementar- Mathematik  Ton  Helmes  (9.  Aufl.  IST«).  Dass  er  ge- 
rade dieien  Bcnoii  gewählt  habe,  liege  in  denen  Kltne  oud  Branehbarkeil 
fQr  den  Unterricht.  Die  wisgenechaftliehe  Strenge  der  Entwickclang  sei  dd- 
bestreilbar,  die  Beweitr&hrang  ntso  valUtftndlg  „durehachlagend".  docb  kOnne 
man  bei  dem  aiOndlichen  Vortrage  den  Geilankengang  etwae  mehr  nnsfflhron 
als  e*  die  erforderliehe  Knappheit  der  Buhrifllichen  DarBtclliing  gestatte. 

Wie  ans  dem  Zosammenhange  deutticb  hcrvorgebt,  hnbe  ich  in  dem  frag- 
lichen Aufsnlze  mit  dem  Ansdracke  „  d  u  rehseh  lag  end"  nichts  anderes  bezeichnen 
wollen  ata  diejenige  Eigenschaft  des  Vortrages,  die  im  Stande  ist,  auch  mittel- 
m&ssig  begabte  Schiller  lu  fiberzcugen  und  fortan reissen.  Im  TJebrigen  aber 
kann  ich  nicht  Ton  der  Ueberzcagung  lassen,  daei  die  GeringfOgigkeii  der 
Quellenangabe  and  des  Litteretarnachireiaes  einen  Mangel  des  SchlOmilch'Gchea 
Handbuches  bildet,  du»  doch  in  erster  Linie  nur  mm  Nachschlngon  für  deiT— 
Lehrer  beatimmt  »ein  kann. 
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hober  Standort,  von  welchem  man  die  Gefilde  der  Analysis  Qber- 
seben  kann".  In  Wirklichkeit 'war  er  den  yertntern  dw  combina- 
toriflchen  Analysis  die  Brücke,  aber  welche  sie  ans  dem  Gebiete  der 
Combinationslßhre  in  dasjenige  der  algebraischen  Operationen  her- 
aberdrangen,  nm  die  aaf  jener  Seite  geachmiedeten  Waffen  zur  Uebor- 
windoDg  der  Schwierigkeiten  zu  benutzen,  die  sich  dem  Mathematiker 
diesseits  entgegenstellen. 

In  dieser  Abhandlung  stellen  wir  uns  nun  die  Aufgabe,  die 
Formelo  der  Combinationslehre  a&mmtlich  in  einheitlicher  Weise  anf 
eine  neue  Art  herzuleiten.  Da  es  sich  dabei  im  Gegensatze  zu  dem 
Unternehmen  Hindcnburg'G  darum  handelt,  für  die  Ausführung  der 
Zusammenstellungen  von  gegebenen  Elementen  die  entsprechende 
Kcchenoperation  aufzufinden,  so  wird  uns  der  Gedanke  nahe  gelegt, 
einmal  den  Weg,  den  jener  oingescblagen ,  umgekehrt  zu  gehen  und 
vermittelst  des  polynomischen  Satzes  die  bekannten  Kegeln  der  Algebra 
anf  das  in  nnsrer  Aufgabe  zum  Teil  noch  als  anbekannt  YOransge- 
setzte  Gebiet  der  Combinatorik  anzuwenden. 

Zerlegen  wir  die  Potenz  des  ngliedrigen  Polynoms 
{<•+*+<=+.■■+*)- 
in  ihre  m  Factoren  und  fahren  die  Multiplication  dies»  so  ans,  dass 
wir  den  Summanden  (a,  b  . . .)  eines  joden  der  polynomischen  Fac- 
toren immer  hinter  den  Summanden  des  vorhergehenden  Factors. 
setzen,  so  geben  die  Teilprodncte,  welche  die  Glieder  der  entstehenden 
polynomischen  Reihe  bilden,  die  Variationen  mit  Wieder- 
holungen von  n  Elementen  zur  mten  Classe,  solange  wir  ein  jedes 
derjenigen  Glieder,  in  denen  dieselben  Buchstaben,  aber  in  anderer 
Keihenfolge  vorkommen  —  wie  dies  bei  der  MnltipUcation  in  der  Tat 
geschieht  —  besonders  zählen.  Nun  wird  eine  jede  Samme 
zur  Anzahl  ihrer  Summanden,  wenn  wir  jeden  dieser 
letzteren  gleich  eins  setzen.  Da  nnn  alle  Glieder  der  ent- 
standenen polyuoniiBchen  Reihe  sich  als  Frodncte  der  unbestimmten 
Zahlen  a,  6  n.  s.  f.  darstellen,  so  erhalten  wir  die  Anzahl  der  frag- 
lichen Variationen,  nenn  wir  far  jeden  Buchstaben  1  schreiben. 
Dann  aber  ist  die  gesuchte  Anzahl  der  Variationen  mit  Wieder- 
holungen von  n  Elementen  zur  mten  Classe: 

nmal 

a'+TTTP"^!)-  =  "-• 

Wäre  es  mOglich,  während  der  Multiplication  alle  diejenigen 
Glieder  zu  entfernen,  die  Wiederholungen  enthalten,  so  wflrde  man 
die  entsprechenden  Variationen  ohne  Wiederbolnngen  erhalten.  Schreibt 
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man  dagegen  das  Hauptprodnct  in  der  gewöhnlicbeD  Weise,  d.  b.  die 
eiozclnen  Teile  desselben  als  Producte  von  Potenzen,  wie  a"-^6*, 
a"'-*6*c'-*  n.  a. ,  so  stellen  diese  die  Abkürzungen  far  alle  mög- 
licbcn  Combi  nationcn  mit  Wiederholungen  vor,  die  Anzahl  der  Glieder 
des  Endproductcs  also  die  Anzahl  dor  Formen  der  letzteren  bei  n 
Ekmeutennnd  in  der  m  tep  Classe. 

Könnten  nnn  die  einzelnen  Factoren  in  allen  Teilprodncten 
gleich  oft  mal  anigestellt  werden,  so  würde  man  nur  nötig  haben, 
die  Zahl  der  Variationen  m.  W.  durch  die  zugehörige  Teraetznngszahl 
zu  dividiren,  Dm  die  Zahl  der  Complexioucn  der  in  Rede  Stehenden 
Combinationen  zu  erhalten.  Bies  geht  aber  deshalb  nicht,  weil  in 
den  einzelnen  Producten  nicht  überall  dieselbe  Menge  gleicher  Ele- 
mente vorhanden  ist.  Es  käme  also  nur  darauf  an,  ein  Verfahren 
zu  ersinnen ,  durch  welches  die  Ungleichheit  der  Permutstionszahl 
besoitigt  wflrde.    Ein  solches  liegt  in  Folgendem : 

Es  werde  die  mte  Potenz  des  Polynoms  o+6+c-f..,-ft 
dnrch  m—lmaligc  Mnltiplication  ansgerecbnet,  wobei  wir  die  später 
kommenden  einstelligen  Einzel  factoren  in  derselben  Weise  wie  oben 
an  die  früheren  anfügen  and  zur  leichtern  Uebersicht  die  mehrstel- 
ligen Hauptfactoron  als  wagerecfato  Reihen  nnter  einander  schreiben, 
wie  in  dem  nachstehenden  Schema,  das  bei  der  Äusfübning  der  Mnlti- 
plication von  oben  nach  unten  durchlaufen  werde. 

Nun  leuchtet  sofort  ein,  dass  bei  der  Bildung  der  Einzelprodncte 
je  zwei  verschiedene  Buchstaben  (z.  B.  a  and  b)  ans  zwei  verschie- 
denen wagcrechten  Reihen  auf  zwei  Weisen  verbnudeu  werden  können 
(nämlich  erstens  das  a  der  oberen  mit  dem  b  der  unteren  Reihe, 
oder  das  b  der  oberen  Reihe  mit  dem  a'der  nntoren);  zwei  gleiche 
Buchstaben  dagegen  können  nur  auf  eine  Weise  zusammengestellt 
werden.  Nun  setzen  wir  zu  den  tiefer  stehenden  Polynomen  immer 
einen  Summanden  («t)  mit  positivem  oder  negativem  Vorzeichen 
hinzu,  der  die  Eigenschaft  hat,  die  Öostalt  derjenigen 
Buchstaben  einer  oberenReibc  anzunehmen,  mit  denen 
er  mnltiplicirt  wird,  so  zu  den  Gcaammtfactoren  vom  zweiten 
abwärts  ein  a„  das  sich  stets  in  diejenigen  Elemente  der  ersten  Reihe 
verwandelt,  an  die  es  angefügt  wird,  dann  von  der  3ten  Reihe  ab- 
wärts ein  Glied  a^,  das  die  Gestalt  der  Buchstaben  des  zweiten  Haopt- 
factoFs  annimmt,  u.  s.  f.  für  jede  tiefer  stehende  wagerechte  Reihe 
ein  Glied  mehr  bis  znr  mten,  wo  ««-i  denjenigen  Sammanden  be- 
zeichnet, welcher  die  Gestalt  der  Glieder  des  m— Iten  Polynoms  ein- 
schliesslich der  angefügten  a  annimmt,  sodass  wir  folgendes  Schema 
erhielten : 
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12    3        »—1  n 
1.  Reihe:  a+b+e+  ...  -\-*+t 
2       „      a+frfc+ ... +H-i±«, 
3.       „      a+b+<^  ... +,+t±a,±a, 

i.     „    o+i-h>+ ... +H-'±«i±«*±". 

i     „    <H-6+H-  ■■  +H-t±«i±««±°»±  -  «-I 

letzte  m       „       a+H-H-  ...  +«+<±%+nj±'»s±-..±"»~l±...±««-i 

Jetzt  babc  ich  immer  zwei  Wege,  um  irgend  eincu  BnchBtaben 
der  einen  Reihe  mit  einem  beliebigen  BuchBtaben  einer  anderen, 
tiefer  stehenden  zu  verbinden,  einerlei  ob  dabei  zwei  gleiche  oder 
zwei  nnter  sich  verschiedene  Elemente  verknapft  werden.  Denn  in 
dem  ersten  Falle  führt  der  eiuo  Weg  zu  dem  wirklich  gleichen 
Zeichen ,  der  andere  zn  demjenigen  ~j-  b  ,  das  sich  in  das  gleiche 
Zeichen  verwandelt  Die  Anzahl  der  mögliehün  Versetzungen  ist  also 
überall  dieselbe.  Es  sind  dieselben  aber  auch  vollständig  vorbanden. 
Denn  dioPermntationen  sind  dann  alle  ausgeführt,  wenn 
die  Vertauschnng  zweier  an  beliebigen  Stellen  stehen- 
den Elemente  keine  neuen  Formen  mehr  ergiebt,  oder 
anders  anagedrückt,  wenn  alle  Paare  der  Elemente  der  Reihe  nach 
unter  sich  ihre  Plätze  gewechselt  haben.  Dieser  Bedingung  entspricht 
aber  unser  Verfahren,  weil  sie  den  Grundgedanken  desselben  bildet 

Wähle  ich  hei  den  verwandelbaren  Gliedern  das  negative  Vor- 
zeichen, so  fallen  alle  Wiederholungen  weg.  Denn  es  kommt  ein 
jeder  Summand  einer  wagerechton  Reihe  bei  dem  Multipliciren  mit 
einer  tiefer  stehenden  sowohl  mit  dem  ihm  gleichen  Buchstaben  zu- 
sammen als  auch  mit  demjenigen  negativen  a,  das  sich  in  diesen  ver- 
wandelt. Die  wiederholte  Moltiplication  des  Minnszeicheng  stärt 
diesen  Schiuss  nicht,  da  derselbe  für  jede  beliebige  Ansnahl  der 
Glieder  ans  den  übrigen  polynomiscben  Factoren  in  Gültigkeit  bleibt 
An  jedes  Einzelproduct  der  Sommanden  der  oberen  Polynome  ist  in 
dem  nächsten  nach  unten  folgenden  Polynom  derselbe  Buchstabe, 
wenn  er  in  jenem  Producte  schon  enthalten  war,  zweimal  anzufügen, 
und  zwar  das  eine  Mal  positiv,  auf  dem  gewCbulichen  Wege,  das 
andere  Ital  negativ,  bei  Benutzung  des  a. 

Wenn  wir  nun  mit  Hülfe  des  oben  schon  einmal  gebrauchten 
Kunstgriffes  die  durch  das  Ausmnltipliciren  entstehende  Summe  in 
die  Anzahl  ihrer  Glieder  verwandeln,  so  können  wir  die  verwandel- 
hareit  Einzelfaatoren  ebenso  wie  die  anderen  behandeln;  denn  auf 
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das  Vorhaudensein  eines  Prodoctes  abertaopt  bat  es  keioeo  Einfinsa, 
welche  Gestalt  seine  Factoren  besitzen.  Da  ausserdem  die  An- 
zahl der  ZQ  pemratirendcn  Terschieilenen  Elemente  m  ist,  nnd  die 
gleichen  Elemente  sich  wie  diese  verhalten,  so  bekommt  man: 

1)       (Var.  0.  W.)     r(n)  -  n(«-I)(«-2)  ...  (»-m-f  2)(n-™.+l) 
(n-m+2)(n-m+l) 


-ö 


i.a.s...  (™-i)~ 


-r:-') 


Wie  man  sieht,  hat  diese  Ableitung  den  Vorzog,  dass  sie  die 
Combinationen  mit  nnd  die  ohne  Wiederholungen  nnter  einem  Ge- 
sichtspunkt vereinigt,  während  die  bisherigen  Beweisarten  den  ei^ 
Bteren  eine  abgesonderte  Stellung  zuweisen ,  die  ihnen  zum  Nachteil 
des  Lernenden  den  Anschein  besonderer  Schwierigkeit  geben. 

Es  sei  uns  wieder  die  n  gliedrige  polynomische  Reihe  a-{-b-\-e 
•\- ...  »-{-t  gegeben;  man  fttgodazn  den  Summanden  -f"  und  erbebe 
die  entstandene  n~|-l  stellige  Summe  in  der  Weise  auf  die  mte 
Potenz,  dass  man  die  ersten  n  Summanden  als  einzige  Grösse  auf- 
fasst,  d.  h.  man  entwickele  nach  dem  binomischen  Lehrsätze 

[(„+6-fc-|-...-f.+0-|-u]", 

wodurch  man  man  bekanDtlich  m-j-l  Glieder  erb&lt  Um  aber  alle 
einzelnen  Summanden  deijenigen  Reibe  zn  bekommen,  die  durch 
wirkliche  Ausführung  der  mten  Potenz  der  n-j-1  gliedrigcn  Summe 
a-j-&-|-  ...  -{-u  entsteht,  musB  ich  in  jener  Binomialreibe  die  Potenzen 
des  durch  die  runde  Klammer  znsammengefassten  ersten  Gliedes 
ausrechnen.  Eine  jede  dieser  Potenzen  giebt  aber  soviel  einzelne 
Froducte  der  Buchstaben  a,  b  .  . .  t,  als  sich  n  Elemente  znr  Ciasso 
des  jedesmaligen  Potenzeiponenten  mit  Wiederholungen  combiulren 
lassen ;  und  da  die  Potenzen  von  u  immer  nur  eine  Stelle  haben,  so 
bekommen  wir  den  Satz: 

«C(n)  +  -C(«)  +  -C(n)-|-...+-C(n)-|--CW-fl  =  ''C(«+l) 


■et") 
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Es  iit  das  dieselbe  Gleichung,  wie  sie  Stammer  schon  1881  im 
zwAlften  Jahrgänge  von  HoffmannB  Zeitschrift  S.  191  und  193  aas 
der  Natnr  der  Combinationen  abgeleitet  hat.  llnacru  Entwickelung 
besitzt  anasor  dem  Vorzug  der  Kürze  noch  den,  dasB  sie  durch  Er- 
weiterung eine  eigentümliche  Beziehung  zniachen  den  Binomialcoef- 
ficienten  aufdeckt  Wenn  man  nämlich  bei  der  Äusrechanng  von 
(a+t-f-c-}- ...  «  +  0"  je  n— r  und  jo  r  Elemente  als  Teile  eines 
Binoms  zosammenfasst,  so  erfaUt  man  dem  Obigen  entsprechend 

4)     -C(r)  ^  -C(n~r)  +  «C(n- 

+  ;;;£(«-  r)-C{r)+  ...  -|-»0[n-r)-C(r)+-C{r) 

eiae  Oleicbang,  welche  das  Gegenstück  zu  dem  Satze  bildet,  den 
Baltzer  in  seinen  Elementen  der  Math.,  II.  Teil,  §  25  für  die  Com- 
binationen 0,  W.  dadurch  herleitet,  dass  er  u-|~<i  Elemente  in  je  u 
and  je  v  zerlegt. 

Die  linke  Seite  der  ersten,  einfacheren  Gleichung  enthält  die  um 
1  vermehrte  Summe  aller  Combinationen  mit  Wiederholun- 
gen von  n  Elementen,  durch  alle  Classen  von  der  ersten 
bis  zur  mteo,  sodass  wir  fdr  die  Anzahl  der  Formen  der  in  dieser 
^eise  ausgeführten  Combinationen  bekILmeu: 

_  („+l)(.+2)(.+3)...(.+j-lK.+.)_^^/.-N^    ^ 

Iliiain  \.i.ä...{ni—l)ta  \    ™    / 

Dies  ist  die  Formel,  die  sich,  soweit  meine  Eenntniss  reicht,  zu- 
erst in  der  otm  conjeetandi  ron  Jac  Bernonlli  vorfindet,  vo  sie  aus 
den  Eigenschaften  der  Zahlen  gefolgert  wird ,  welche  die  Anzahl  der 
Combin.  m.  W.  angeben,  und  die  in  einer  Tabelle,  nach  Classen  und 
EUementeu  fortschreitend,  jedoch  nur  innerhalb  enger  Grenzen,  Qber- 
BJchtlich  zusammengestellt  sind. 

Ganz  ebenso  kOnnen  wir  den  Grundgedanken  unserer  Abhand- 
lung dann  anwenden,  wenn  uns  die  Aufgabe  gestellt  wird,  die  An- 
zahl der  Combinationen  ohne  niederholangen  durch 
alle  Classen  von  der  ersten  bis  zur  höchstmöglichen  zu  bestim- 
men, eine  Anfjgabe,  die  von  Hisdeuburg  durch  die  Eigenschaften  der 
Binomialcoeificienten,  yon  Bemonlti  dagegen  durch  die  Bildnngsweiso 
dieser  Art  der  Combinationen  und  die  Gesetze  der  mit  dem  £i- 
ponenten  2  fortschreitenden  geometrischen  Reihe  (progressio  geom. 
dopla)  gelost  worden  ist 

Denken  wir  uns  die  Multiplication  der  n  zweigliedrigen  Factoren 

rf~a.i+i.l+^  ...  r+Ä  ...  1+i.l+i 

T>U  UI.  SB 


byGoogle 


434  Roth:  Die    ümkeliruiig  da   GrvndgedanttHi  tic 

aasgefuhrt,  so  enthält  jedes  der  entstebendeii  Eiozelprodocte  n  ein- 
stellige Factoren,  die  nnbeHtimmte  Zahlen  and  Einsen  eein  können. 
Da  nach  den  Regeln  der  Mnltiplication  keins  der  Binome  flbergangen 
werden  darf,  so  mflasen  in  den  entstehenden  Einzelprodactcn  alle 
möglichen  Auswahlen  der  n  Bacbstaben  vorkommen;  das  erste  be- 
steht ans  1",  die  folgenden  aus  n  — 1  Einsen  nnd  Je  einem  Bnch- 
Btaben,  dann  giebt  es  solche  ans  n — 2  Einsen  nnd  zwei  Bnchstaben 
n.  s.  f.,  d.  h,  wir  haben  ausser  1  noch  alle  möglichen  CombiaationeD 
der  n  Elemente  a,  b  ...  t  durch  alle  Classen  bis  zürnten.  Cm  aun 
ans  der  das  Gesammtprodnct  bildenden  Seihe  die  Anzahl  der  Glieder 
zu  erhalten,  setzen  wir  ein  jedes  derselben  gleich  1,  nnd  dies  er- 
reichen wir,  indem  wir  für  jedes  einzelne  Element  a,  b,  c  ...  eins 
setzen.  Da  auf  diese  Weise  das  Gesammtprodnct  gleich  (l-l-l)" 
wird,  so  ist  das  Gesuchte: 

£C{n)  —  2"  — 1. 


byGoogle 


Sübntr!  Ametnduag  der  Eigeiuch.  im  Bgptrholoidt  e 


Anwendung  der  Eigenschaften  des  einmanleligen 

Rotationshyperboloid^  zur  Lösung 

einiger   Aufgaben    über    die    Hyperbel. 


Heno  W.  J.  Hübner, 

Frofewor  an  der  Oberrea  lach  nie  in  Rnkoilitt. 


a)  Eff  sei  die  Hyperbel  H^  durch  ihre  reelle  Axe  a„i  äj^  und 
einen  Pnnkt  m^  (Fig.  1.)  gegeben.  Mau  soll  nun  in  diesem  Pnnkte 
die  Tangente  and  die  beiden  Asymptoten  derselben  construiren. 

Die  Ebene  der  Hyperbel  H^  sei  die  zweite  Projoctionsebene  iV, 
die  dorch  die  reelle  Axe  senkrecht  zn  N  gelegte  Ebene  die  erste 
Projectionsobene  J/,  (die  Projectionsaxe  S  vereinigt  sich  mit  der 
reellen  Axe).  Durch  die  Umdrehung  einer  gegebenen  Hyperbel  am 
die  imaginäre  Axe  entsteht  bekanntlich  die  Fläche  eines  einmantoligeu 
Rotationshf perboloides ,  welche  die  einzige  Rotationsfläche  und  zu- 
gleich windschiefe  Fläche  ist. 

Der  zweite  Umriss  dieser  Flädio  ist  nun  die  Hyperbel  Ht ,  der 
erste  Umrias  aber  die  über  der  reeUen  Axe  a^^  &],t  umschriebene 
Kreislinie  jt,.  Den  gegebenen  Pnnkt  m^  betrachten  wir  fUr  das  zweite 
Bild  des  Punktes  m(mj  =  m),  dessen  erstes  Bild  i»,  auf  der  Axe  X^^^ 
ist;  die  von  dem  Punkte  m,  zu  der  Kreislinie  t,  geführten  Tan- 
genten A^,  B,  sind  die  ersten  Bilder  der  Erzeagnngslinicn  des  Hyper- 
boloides nnd  gehören  dem  Punkte  m*)  an-,  die  zweiten  Bilder  sind, 

*)  Da*  einni&nutige  Botali on ah yperboloid  hat  bekanntlich  xwci  Systeme 
geradliniger  Ercengangslinien ;  dnrch  einen  jeden  Funkt  der  Fläche  gehen  iwei 
iolche  Qeraden,  von  denen  jeän  einem  anderen  Systeme  angehört. 
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wie  enichtlich,  in  einer  einzigen  Geraden  [A^  =  ß^,  welche  zoglmch 
die  Tangente  der  Hyperbel  H^  in  dem  Pnnkte  m,  ist.  Drelit  man 
die  Geraden  A,  B  \aa  ihre  TJmdrehnngsaie  (imagin&ro  Axe),  bis 

A  in  die  Lage    M  ||  N  oder  ancb ;  A  in  die  Lage    N  \  N 
B„    „        „    »JtfliV  B„    „        „       »iV||iV*) 

daher 

m  in  die  Lage    n,  'n 
kommt,  80  dass 

Jf,  = '3fi  I  ^„  — (iV,  =  »ATi  I  jr,rt) 

80  nnd  die  zweiten  Bilder  der  Geraden  M,  *Jf  (iV,  ^N)  die  gesnchten 
Asymptoten  der  Hyperbel  ff^. 

Zusatz.    Bedenten  £',  ij'  die  Coordinaten  des  Pnnktes  m^,   so 
iBt  die  Gleichung  der  Geraden  ^,  =  S, : 

wo  A  die  CouBtante  dieser  Geraden  bedeutet.    Bezeichnet  man: 

nnd  

*it»*i  =  ßl^vA  senkrecht  auf  X^,,)  ••), 


ud 

ff 

,!_£■■_„» 

.■-ff^+T" 

und  ds 

,1_«I+„>_„1 

.  -  !■-«, 

so  ist 
daher 

{•■_„. -„l-l'l+JJ'ff 

Durch  SnbBtjtntioii  dieses  Wertes  in  die  Gleichnng  1)  ergiebt  sich 

*)  D.  i,  in  die  parallele  Lage  mit  dar  iweiten  ProjeeÜonubeM  W. 
**)  Wie   «nkhüich,   lind  (,   '(,    die  Berflhraagtpnnkta  der  Qenulen  A^i 
,  nnd  Oi,a  in  der  Mltlelpankt  dar  Hyperbel  B,. 
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Au  der  Aehnlichkdt  der  gersdwiskligen  Dreiecke  0^^  bj^  j^, 
tBjM,^  (Dreieck  n^m^  ist  in  seiner  wahren  Form  durch  die  Ka- 
theten 1]',  *  bestimmt),  ftdgt: 


Durch  Anwendung  dieser  Gleichong  erhalten  wir: 


woraos  nir  ei^ennen ,  dasa  die  Gerade  A^^  B^  die  Tangente  der 
Hyperbel  H,  in  dem  Punkte  »>,  ist,  and  ß  die  Länge  der  imagin&ren 
Ualbaje,  d.  h.  die  Geraden  M^,  'Jf,  sind  die  Asymptoten. 

Darans  folgt  ftlr  die  Ldating  der  Aufgabe  a)  nachstehende  Con- 
EtTQCtion : 

Uan  mache  m^my  senkrecht  anf  Zy^  nnd  umschreibe  Ober  der 
reellen  Axe  die  Kreislinie  ^ ;  coostmirt  man  ans  dem  Fnnkte  m^  die 
Tangenten  Ay,  B,  zn  der  Kreislinie  hy  nnd  verbindet  die  BerQhmngs- 
pnnkte  ty,  ^t,;  so  wird  die  Gerade  m^  (^  =  der  Durchschnittspunkt 
der  Geraden  t^'e,  mit  Zy,^)  die  gesochte  Tangente  sein.  Constrnirt 
man  nun  im  Mittelpunkte  Oi,^  eine  Normale  anf  die  reelle  Axe 
{>•,(,  senkrecht  «„ji,,,)  und  darch  den  Punkt  r,  (oder  *,)  eine  Tan- 
gente WZy,^;  umschreibt  man  weiter  ans  dem  Mittelpunkte  O^^i  mit 
dem  Halbmesser  Oj,,«!,  eine  Kreislinie  X,,  führt  man  Z,  B  -^iit  dnrch 
denPDaktin,Dndziehtendlichn,n,  senkrechtaufX,^,  ^tii'nj  senkrecht 
inf  X,n :  SD  sind  die  die  Punkte  nj,  'n^  mit  dem  Mittelpunkte  0^^  ver- 
bindenden Geraden  die  geaochten  Asymptoten.  (Die  Punkte  %,  % 
sind  die  Durchschnittspnnkte  der  Geraden  My  mit  der  Kreislinie  I^). 

b)  Es  sei  die  Hyperbel  H^  durch  ihre  reeUe  Aze  ai,ii,,|  nnd 
durch  ihre  Tangente  A,  (Fig.  1.)  gegeben.  Man  soU  die  beiden 
Asymptoten  derselben  nnd  den  Berahmngspnnkt  der  Tangente  A^ 


Die  Lage  beider  Projectionsebenen  set  wie  in  a).  Die  gegebene 
Tangente  A^  betrachte  man  für  das  zweite  Bild  der  aof  dem  Hyper- 
boloid liegenden  Geraden  A  (oder  B,  da  .^  =  £,),  deren  erstes  Bild 
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die  Kreislinie  it]  in  dem  Punkte  (,  (B,  in  %)*)  berflhrt;  stellen  iiir 
den  Dorchschnittspnnkt  der  Gerades  A  mit  der  zweiten  FrojecUans- 
ebene  dar,  so  wird  der  Fankt  m,  der  gesnchte  BerOhmngspankt  »aa. 
Bei  der  Darstellnng  der  Asymptoten  igt  gerade  so  wie  in  der  vor- 
hergefaenden  Aufgabe  vorzugehen. 

Znsatz.  Wenn  |',  V  die  Coordinaten  des  Pankes  m,  wie  frfllier 
bedeuten,  ao  folgt,  wie  man  aas  dem  Vorbergehenden  Iddit  sieht: 

J  =  iTiZT^»  oder  ß*S"-a\*  -  a»jS», 

woraus  berrorgeht,  dass  der  Punkt  m,  der  Hjperbel  Ift  angshJM. 

Daraus  folgt  fOr  die  LOsnng  der  Aufgabe  b)  nachstehende  Coi- 
struction : 

Han  omscbreibe  aber  der  reellen  Axe  die  Kreislinie  Jt,,  fitkie 
(,(j  senkrecht  auf  Xi,,  und  coastmire  im  Pnnke  t^  die  Tangente  A^,  nal 
ausserdem  noch  im  Punkte  m,  (dem  Dnrcfaschnittspunkte  A^  mit 
-^m)  Oh*"!  senkrecht  auf  Jm,  so  ist  der  Fnnkt  «14  der  geascblc 
Berührungspunkt  Wie  sich  aus  Fig.  1.  ergiebt,  kann  man  bei  da 
Constmction  auch  die  Tangente  B,  anwenden. 

c)  Es  sei  die  Hyperbel  durch  die  Asymptoten  M^,  ^A^  nnd  eina 
Punkte  ma  (Fig.  I.)  gegeben.  Man  soll  nun  die  retile  Axe  nnd  uch 
a)  auch  die  Tangente  im  gegebenen  Punkte  constmiren. 

Die  den  Winkel  [M^Nf]  halbiroude  Gerade  sei  die  Projecüoiis- 
axe  (die  Projectionsaxe  bezeichnet  d&  auch  die  Lage  der  reellen  Aie]^ 
die  gegenseitige  Lage  beider  Projcctionsebenon  sei  wie  in  a).  Die 
g^ebenen  Asymptoten  3/„  Uf,  betrachte  man  f(tr  die  zweiten  Bilder 
der  auf  dem  Hyperboloid  liegenden  Geraden  AI,  ^M  nnd  ebenso  deo 
Punkt  m,  fOr  das  zweite  Bild  des  Punktes  mlm^  =  m). 

Stellt  man  nun  den  dem  Punkte  m  angehörenden  Panülelkreis 
L  dar  und  leitet  aas  den  zweiten  Bildern  M^,  'Af,  die  MVten  Bilde 
A/j  =  '3fj  ab:  so  ist  Ojiiri  (—  der  Entfemang  der  Geraden  Jlf,  von 
der  Axe  ^],})  die  Länge  der  reellen  Halbaie. 

Welche  Constmction  geht  nun  für  c)  hervor? 


,   «iail  eviil«nt    die  Bililer  dcv  DarehschnilUpankte  der  G«nden  -I 
en  ProjectioneebcBE. 
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XXXIV. 
Miscellen. 


Ceber  eine  A.»fgabe  «ns  der  Walmehelslichkeltsreeliiian;. 

Am  Schtnsae  des  zweiten  Heftes  vom  70.  Bande  dea  ArchiTa 
giebt  Herr  Sanio  eine  knrze  Notiz  Ober  eine  combinatoriecho  Ent- 
atehnng  der  Zahl  «,  von  der  er  vermutet,  dasB  sie  neu  sei  Dieselbe 
atelit  indes  bereits  bei  Laplace,  Theorie  analytiqne  dea  probabiIit6s. 
Laplace  behandelt  dort  p.  317  der  3.  Auflage  (1830)  die  Aufgabe: 
Concevons  dana  nne  urne,  >■  bontee  marqu^es  dn  n''  1,  r  boolea  mar- 
qn^GB  du  n"  3,  r  bonles  marqueea  dn  u"  'ä,  et  ainsi  de  snite  jnsqo'au 
n"  n.  Ceg  bonles  äCant  bien  meines  dans  rurne,  on  les  tire  toutea 
snccessivemeDt ;  on  demande  la  probabilitä  qn'il  Bortira  an  moins  une 
de  ces  bonles,  an  rang  indique  par  son  nnmiro,  on  qn'il  en  sortira 
an  moins  denx,  ou  an  moins  trois,  etc.    Anf  Seite  323  findet  er  einen 

Ausdruck,  der  für  ein  sehr  grosses  n  sich  auf  ( J   redncirt,  und 

tkber  den  er  schreibt:  C'cst  donc  l'espresaion  fort  approch£e  de  la 
probabilitä  qn'ancnne  des  bonles  de  Turne  ne   sortira  k  son  rang, 

lorsqn'il  y  a  un  grand  nombro  do  bonles . . .  Elle  devient  -,  lorsqne 

R  est  infini,  c  ^tant  toojonrs  le  uombrc  dont  le  logarithme  hyper- 
bolique  est  l'nnil^. 

Setzt  man  aber  r  —  1  und  <P(n)  gleich  der  Anzahl  solcher  Per- 
mutatdonen  der  Elemente  o,,  oj,  og,  .  . .  o»,  bei  denen  kein  Element 
auf  dem  Platze  steht,  den  sein  Indes  angiebt,  so  ist  die  Wahrschein- 
lichkeit te  dafflr,  dass  keine  gezogene  Engel  diejenige  Nummer  trägt, 
welche  mit  der  Zahl  des  Zuges  übereinstimmt,  bei  dem  sie  heraua* 
kommt: 
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Daa  Resultat  von  Laplace  kann  demnach  geecbricben  werden 

lim^'^-^  (für  «  =  =»), 

und  dies  ist  die  durch  Herrn  Sanio  mitgeteilte  Formel. 

Die  besondere  Anfgabe  der  Watirscbeinlichlceitsrechnnng,  bei  der 
r  —  1  ist,  wurde  von  Diriclüet  and  sp&lar  von  Kammer  (z.  B.  zur 
Anfnahme  in  das  niathematiBclie  Seminar  zu  Berlin  1862)  ihren  Schü- 
lern in  folgender  Gestalt  gestellt: 

Gegeben  sind  n  Elemente  auf  n  Plätzen;  wie  gross  ist  die  Wahr-, 
scbeinlicbkeit ,  dass  bei  einer  wiUkfirlicben  nenen  YerteUang  der 
n  Kiemente  auf  dieselben  n  Pl&tzo  kein  Element  seinen  Platz  wieder 
erhalte? 

und  fOr  »  =  00:  Wie  gross  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass, 
wenn  einmal  der  Siäßokos  alles  durcheinander  wirft,  kein  Ding  in 
der  Welt  anf  seinem  Platze  bleibe? 

Die  aas  einer  solchen  Veranlassung  entstandene  Losung  mOge 
hier  mitgeteilt  werden,  besonders  weil  die  angewandten  Schlösse 
nicht  ans  dem  Gebiete  der  Combinatorik  heraustreten,  soweit  es  anf 
Schnlen  gelehrt  wird. 

Zur  Bestimmnng  der  Zahl  0(n)  fahre  man  noch  eine  Zahl  F{n) 
ein,  nämlich  die  Anzahl  derjenigen  Permntationcn  der  n  Elemente 
o,  o,,  nj,  tu  . . .  on,  bei  denen  keins  der  Elemente  o,  auf  dem  Platze 
>  seines  Index  steht,  während  das  Element  a  alle  Plätze  (also  auch 
den  ersten)  einnehmen  darf. 

Die  erste  Stelle  unter  den  (P(n)  Fermntationen  muss  irgend  eins 
der  n  — 1  Elemente  oj,  a,,  . . .  on  inne  haben,  z.  B.  a^.  Um  alle 
mit  Of  beginnenden  Pennutationen  zu  finden,  hat  man  die  n — 1 
Elemente  o,,  oj,  a«,  . .  .  on  aber  die  Plätze  2,  3,  4,  ...  n  so  zu  per- 
mutiren,  dase  kein  Element  auf  einen  Platz  kommt,  dessen  Zahl  mit 
seinem  Indes  ftbereinstimmt.  Die  Anzahl  dieser  Pennutationen  ist 
F{n  —  1),  und  da  jedes  der  Elemente  «g,  og,  . . .  o.  die  erste  Stelle 
erhalten  darf,  so  ist 

*(»)-(n-l)Jt»-l).  (1) 

Znr  Anfstetlvng  einer  zweiten  Gleichung  zwischen  den  Zahlen 
lP(n)  und  F(n)  bilde  man  die  Permutatjonen  F{n).  ZnerGt  ksse  man 
hierbei  das  indexlose  Element  a  an  seiner  ersten  Stelle,  parmntire 
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dagegen  die  » — 1  Elemente  a,,  o,,  . . .  o^  nuh  der  Forderang  der 
NiehUbertiiutimmnng  der  Indices  mit  den  Stellenzahlen ;  dies  giebt 
9{a—l)  Permntatloiieii.  DaDach  laue  man  jedes  der  n—  1  Elemente 
ori  in  die  ente  Stdie  einitcken.  Steht  nnn  z.  B.  o,  aof  dem  ersten 
Platze,  ao  gewinnt  man  die  Anzahl  ^er  mit  der  Stellenzahl  in  den 
Indlcea  nicht  übereinstimmenden  Permntationen  Ton  o,  <i„  a^,  .  . .  o» 
dorch  die  Zahl  f\n — 1).  Im  ganzen  giebt  e«  diese  ^ihl  (n — l)ro^ 
zusammen  mit  den  zoerst  gebildeten  0(n  —  1)  also : 

Fln)  -  *(«-l)  +  C™-l)JT«-l).  (2) 

Ans  (1)  nnd  (2)  werde  /(»)  nnd  F{it — 1)  elinünirt.  Hsn  findet 
znnidiBt 

oder  wenn  man  n  durch  «  —  1  ersetzt: 

Jtr.-!)  =  *(n-2)+«(»-l). 

endlich  nach  Mnltiplication  dieser  Gleichung  mit  n— 1: 

*(n)  =  («-l){®(n-l)  +  *(»-2)i, 
oder  andi 

«(„)_«»(„_1)  =-{»(„-l)_(„_l)(»(n_2)|.  (3) 

Diese  Oleichnng  zeigt,  dass  —  abgesehen  vom  Vorzeichen  —  der 
Zahlwert  der  Differenz  linker  Band  von  n  unabhängig  ist.  Znr  Be- 
gtimmvng  des  constanten  Wertes  derselben  setze  man  n  gleich  2,  so 
findet  man,  da  offenbar  «(1)  —  0,  «(2)  —  1  ist,  *(2)  — 2»(1)  —  1. 
Somit  folgen  ans  (3)  die  Gleichongen; 

*(2)  — 2«(1)  — 1, 

*{3)— 3*(2) 1, 

*(4)— 4»(3)-l, 


«{n)-««(«-l)-C-l)-. 

Man  maltiplicire  diese  Gletchnngen  der  Reibe  nach  bzhw.  mit 

3.4.5.6  . . .  «,    45.6  . . .  «,    6.6  ...  n,     ...  1, 

nnd  addire  die  so  gebildeten  neuen  Gleichungen,  so  erh&It  man  mit 
Sacksicbt  aof  «(!)  — 0: 

*(„)_3.4.5.6...«  — 4.6.6. ..«+5.6.. .!.  +  ...  +  (— l)»-»n+{—l)-, 
oder 

™       "'\2!       31  +  41      ■■•+(»-1)1  +      .!    /         ''' 
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Dies  ist  die  gcsnchte  Anzahl.  Fflr  n  -^  4  gicbt  aio  z.  B.  die  von 
Herrn  Sanio  angegcbcDe  Zahl  9.  Damit  ist  aber  aach  die  geenclite 
Wahrscheinlichkeit  gefunden,  n&mlich: 

a>(n)  _  1        11  (-1)"-'   ,   (-1)"  ... 

""    «!     -2!~3!"t"4!~''  +  (»-l)l   +     n!     '  ^'^' 

Für  n  =■  00  geht  dieselbe  in  den  Wert  «-'  über. 

Während  im  Vorangehenden  die  Zahl  (&(n)  mit  Hülfe  einer 
Differenzen- Gleichung  bestimmt  worden  ist,  hat  Laplace  a.  a.  0.  die 
seiner  allgemeineren  Aafgabe  entsprechende  Zahl  dnrch  directe  Ab- 
zählnng  derjenigen  Fälle  ermittelt,  bei  denen  unter  n  Ziehungen 
mindestens  eine  Engel  bei  der  mit  ihrer  Nnmmer  übereinstim- 
menden Ziehung  heranskoromt  Die  Wahrscboinlicbkeit  w  dafür,  dass 
keine  Kngel  ihrer  Nnmmer  entsprechend  gezogen  wird,  findet  er 
dann  natürlich,  indem  er  die  fUr  jenen  Fall  berechnete  Wahrschein- 
lichkeit von  eins  abzieht;  er  giobt  sie  zunächst  in  der  Form: 

M!-^(;)..,(.n-l).+  Q.AW-2)l  — ■ 

ein  Wert,  der  für  r  ^  1  mit  dem  oben  gefundenen  Übereinstimmt 
Zar  weiteren  Vereinfachnng  ersetzt  Laplace  nntcr  VoraoBSOtzung  eines 
grossen  n  die  Facnitäten  durch  bestimmte  Integrale,  für  die  er  N&be- 
nngswcrte  augiobt-,  hierdurch  gelangt  er  zu  dem  vereinfachten  Aus- 
drucke derselben  Wahrscheinlichkeit: 


(-r 


y(^ 


knng,  die  er  in  den  oben  citirten  Worten  macht 

Zum  Schlosse  möge  noch  eine  allgemeinere  Formel  hergesetzt 
werden,  von  der  die  fUr  (PC«)  entwickelte  ein  besonderer  Fall  ist.  — 
Gegeben  sind  die  tn-}-n  Elemente  a,,  a^,  ...  a„,  a,,  a^,  ...  o». 
Unter  allen  Permntationcn  dieser  m-{~H  Elemente  die  Anzahl  (P{m,  n) 
derjenigen  Pcrmatationcn  zn  huden,  bei  deucn  kcins  der  Elemente 
a„  «j,  ...  Oh  seinen  ursprünglichen  Platz  oinuimmt,  während  die 
Elemente  ir,,  a,,  ...  </„,  auf  alle  Plätze  gesetzt  worden  dürfen.  Be- 
zeichnet 11  den  itten  Biuomial-Coefficientcn  der  nten  Potenz,  so 
findet  man: 
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»,„,.=„.,(("t:7VM"+-:7VlirV) 

Hit  Htllfe  der  so  definirten  Zahlen  läest  sich  auch  die  Anzahl  der 
FermntatioDCn  von  den  m-f"  Elemeaten  aaa  ...  ab^b^  . . .  b^  be- 
stimmes,  wo  a  im  ganzen  mmal  wiederholt  ist,  so  dass  kein  Element 
Beinen  nrsprOnglichen  Platz  wieder  erhält;  diese  Zahl  ist 


(»,)*("*■' 


m). 

Prof.  Dr.  Lampe. 


Zwei  HItse  über  LinleiiHetinltte. 

Lehrsatz  I.  Sind  anf  einer  Fläche  mehrere  in  sich  selbst  znrQck- 
kehrende  Linienzüge,  die  sich  gegenseitig  sowie  sich  selbst  mehrmals 
schneiden,  vorgegeben,  findet  ferner  nirgends  eine  gicichieitigo  Durch- 
krenmnt;  von  mehr  als  2  ZOgen  statt,  so  zeigt  die  Figar  bei  der 
ÄbzJLblnng  immer  eine  gerade  Anzahl  von  „Abschnitten"  —  wenn 
anter  Abschnitt  ein  von  einem  Scbnittpnnfete  bis  zn  einem  benach- 
barten reichendes  Liuienstäck  verstanden  wird. 

Erster  Beweis.  Von  jedem  Schnittpunkt«  ans  gehen  i  solcher 
Abschnitte,  —  die  so  erhaltene  Anzahl,  4n,  wenn  n  die  Anzahl  der 
Schnittpunkte,  ist  aber  anf  die  Hälftä  zn  rednciren,  da  joder  Abschnitt 
bei  dieser  Abzfthlnng  2mal  gezählt  wird. 

Zweiter  Beweis.  Man  kann  jeden  Knoten  in  der  folgenden  Weise 
anflOsen:  )(  oder  X  ans  X-  Dabei  entstehen  nenc,  znsammenhängende 
Linicnzfige  (der  Umstand,  dass  sich  sämmtliche  vorgegebene  Liiiien- 
z&ge  anf  diese  Weise  anch  sofort  in  einen  einzigen  vereinigen  liessen, 
sei  erwähnt,  er  ist  für  unsem  Beweis  nitbt  wesentlich).  Lässt  man 
dann  ans  der  so  erhaltenen  Figur  durch  Wicderherstellnng  der  Knotcn- 
stelliTn  die  nrsprOnglich  vorgegebene  wieder  entstehen,  so  treten  bei 
jeder  Wiederherstellnng  eines  Knotens  2  neue  ,^4hachnitte"  hinzu,  — 
nach  Verknüpfung  der  n  Knotenstellen  ist  also  anch  die  Zahl  2n  der 
Abschnitte  erreicht. 
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Lehrsatz  II.  Ist  auf  einer  FlÄche  ein  begrenztes  Gebiet  gegeben, 
welcbes  von  Linien  durchzogen  ist,  die  niemals  innerhalb  des  Gebiets 
dnen  Endpunkt  haben  (die  also  entweder  von  «inem  Teile  des  Bandes 
zu  einer  andern  Stelle  hinSlhren  oder  in  sich  selbst  Enrackkehren), 
findet  femer  nirgends  ein  gemeinschaftlicher  Durchschnitt  von  mehr 
als  2  Linienzägen  statt,  so  gilt  der  Satz: 

Scbraffirt  man,  von  irgend  einem  Gebietselement  A  ausgehend, 
immer  ein  durch  Scheitelwinkel  damit  zuBammenhäogendes  be- 
nachbartes Gebietselement  nnd  erreicht  man,  auf  diese  Weise  weiter- 
gehend, ein  entferntes  £Uement  B,  so  wird  bei  andrer  Auswahl  der 
beim  Vorwärtsgehen  benutzten  Elemente,  jenes  Element  B  bei  der 
Ankunft  auf  dem  neuen  Wege  wiedenun  als  durch  die  fortgesetzte 
Schrafßrung  mit  A  verbunden  sich  heransstellen. 

Dabei  ist  unter  Giebietselemeut  das  Innere  eines  geschlossenen 
Linienzttges  verstanden,  wenn  es  keine  Teile  von  LinienzUgen  ent- 
hält*). 

Erster  Beweis.  Han  löse,  wie  oben,  sämmtlicbe  SchnittsteUea 
aof  und  führe  hierauf  von  A  nach  B  einen  Linienzug  in  der  NSbe 
der  vorher  zur  Fortsetzung  der  Schraffirung  benutzten  Knotenpunkte 
vorbei.  Nun  ist  ersichtlich,  dass  die  auf  beiden  von  A  nach  B 
führenden  Wegen  eintretenden  Schnittpunkte  gleichzeitig  in  gerader 
oder  ungerader  Anzahl  auftreten,  denn  wäre  etwa  der  zweite  Weg 
in  ein  vom  ersten  nicht  berührtes  Gebiet  eiogetreteu,  so  stellt  sich 
durch  seinen  Austritt  der  richtige  Charakter  der  Schnittpunktsanzaht 
wieder  ein,  —  die  Linien,  die  eine  Stelle  des  Bandes  mit  einer  andern 
verbinden,  lassen  eine  analoge  Scblussfolgerung  zu. 

Hierauf  ersetze  man  die  aufgelösten  Knotenpunkte  durch  die 
früheren  Durchschnitte. 

Nach  je  zwei  Schnittpunkten  treten  die  den  Wegen  folgenden 
LinienzOge  immer  wieder  in  ein  scbra^rtes  Gebiet  ein.  Da  B  sich 
auf  dem  ersten  Wege  als  schrafSrt  herausstellt,  so  zeigt  der  dem 
ersten  Schraffimngswege  folgende  Linienzng  eine  gerade  Anzahl  von 
Schnittpunkten;  da  aber  nach  dem  Obigen  auch  der  den  zweiten  Weg 
verfolgende  Linienzug  eine  gerade  Anzahl  Schnittpunkte  zeigt,  so  stellt 
sich  auch  auf  dem  zweiten  Wege  S  als  schraffirt  heraas. 

FDr  den  Fall,  dass  die  die  Figur  bestimmenden  Linieuzflge  sich 
nicht  selbst  schneiden,  kann  dieser  Beweis  durch  Weglassuug  der 
AnSOsung  und  Wiederherstellung  der  Ejiotenpunkte  bedeutend  ver- 


*)  Vergl.  Liitiog,  Vorstadieo  inr  Topologie,  pag.  S4> 
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eioficht  werden.  Ohne  eüese  apecieUe  YoranssetZDiig  ist  aber  jener 
ümireg  immer  nötig;  es  ist  wohl  klar,  dass  zwei  geschlossene  Linien- 
zOge  sich  in  einer  geraden  Anzahl  von  Punkten  schneiden,  wenn  sie 
sich  selbst  nicht  schneiden  (der  eine  dieser  Züge  wäre  fOr  nnsern 
Fall  der  Yerein  der  Wege  AB),  —  dass  die  Anzahl  Uuer  gegen- 
seitigen Scbnittpan]cte  auch  noch  gerade  ist  fOr  den  Fall,  dass  die 
Linien  sich  seihst  schneiden,  mflsate  eret  eigens  wieder  bewiesen 
«erden. 

Zweiter  Beweis.  Nach  Anfl<>BDng  der  Knotenpunkte  erhielt  nun 
eine  Anzahl  grosserer  Gebiete,  die  sich  gegenseitig  anischlieasen, 
eiDSchliessen,  ancb  einen  Teil  des  Fignrrandes  zn  ihrem  Umfange 
benutzen  kOnnen.  Nun  ordne  man  in  Bezug  anf  jedes  Gebiet  dem 
anaserbalb  oder  innerhalb  desselben  liegenden  TeUe  der  ganzen  Figiu- 
das  Zeichen  -|-1  oder  — 1  in,  —  dem  andern  Teile  das  resp.  ent- 
gegengesetzte. 

Jede  Stelle  der  Fignr  erhält  dann  mnen  dnrcb  das  Prodact  der 
für  sie  masBgBbenden  Zeichen  bestimmten  Charakter  -|-  oder  — , 
was  man  durch  Schraffinmg  des  behandelten  Gebietes  andeuten  mag. 
Hierbei  kann  kein  Widersprach  eintreten,  da  fflr  jedes  Gebiet  der 
Charakter  nur  anf  einem  Wege,  dnrch  die  Beziehung  anf  simmtliche 
andere  Gebiete  erhalten  wird.  Was  aber  wesentlich  ist:  Stellen, 
wdche  nrsprQnglich  (bei  Ansfilhning  der  ersten  Schraffimng)  als 
dnrch  Scheitelwinkel  zasammonhängend  einander  als  gleichartig  zs- 
gewiesen  waren,  sind  es  anch  jetzt,  da  sie  entweder  bei  der  Ana- 
fohrting  der  zweiten  Schraffimng  ron  selbst  mit  einander  verbanden 
erscheinen,  oder  eine  zweimalige  Ueberschreitnng  von  Linienzügen 
nOtig  ist,  am  ron  der  einen  zur  andern  za  gelangen. 

Schliesst  man  also  die  Enotenpnnkte  wiedeor,  so  stellt  sieb  damit 
die  Torg^ebene  Fignr,  aber  nun  schon  versehen  mit  einer  alle  Ele- 
mente berarkaicbtigendeii  Schraffimng,  wieder  ein. 

Damit  ist  erwiesen :  Fuhrt  man  gleich  von  An&ng  die  Schraffi- 
ning  für  die  ganze  Fignr  durch,  immer  Ober  Schdtelwinkel  wüter- 
gehend,  so  wird  allen  Gebietaelementen  eindeutig  ein  Charakter 
zugewiesen;  —  von  diesem,  allgemeinem,  Satze  erscheint  der  vor- 
gegebene nur  als  bequemere  Art  der  Aussprache. 

Auch  dieaeT  Beweis  kuin  durch  Weglasaung  der  AuflOenng  der 
Scfanittstellen  ver^&cbt  werden,  wenn  entweder  angenommen  wird, 
dass  die  vorkommenden  LinienzUge  sich  nicht  selbst  schneiden,  — 
oder  wenn  der  Satz  als  erwiesen  gilt: 

Ist  eine  Fignr  entstanden  dnrch  Durchkreuzungen  von  mehreren 
geschlosaeneo,  sich  selbst  schneidenden,  Linienzflgen,  so  kann  diesdbe 
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Toltständig,  mit  oinmatiger  BerQbraog  jeder  Stelle,  umiabren  werden 
auf  geBcbloasenßD,  sich  selbst  nicht  schneideaden  Linienzügen. 

Oboe  diese  Voranssetz Dogen  branchte  nämlich  noch  das  im  Be- 
weise TorkommCDde  „aasserbalb  oder  innerhalb  liegen"  weitJftnfige 
Präcisirnng. 


MitnchCQ,  September  1 


Fritz  Hof  mann. 


Beitrag  zur  Geometrie  der  Ijtge. 

Sind  ABC...,  Aiß^Ci  ...  zwei  projectivische  Ponktreiben  mit 
demselben  Trtiger,  so  kann  man  unendlich  viele  Pnaklrcihen  AfSfC^... 
finden,  welche  mit  ABC...  und  A^SjCi ...  involutoriEch  liegen. 

Wir  nehmen  an,  dass  die  gegebenen  Pnnktreihen  auf  einem 
Eegelacbnitt  liegen,  auf  welchem  wir  A,  Funkt  beliebig  w&hlen. 
Sind  l,  h', . . .  beliebige  Pnnkte  deseolbcn  KegelBchnittes,  dann  schnei- 
den Bb,  Bb',  . . .  Geraden  die  AA^  Gerade  in  «,  u',  ...  Punkten, 
Cu,  Ou\  . . .  den  Kegelschnitt  in  e,  c',  . . . ;  ebenso  BJ),  B^b',  . . . 
Geraden  A^A^  in  «,  v\...  Punkten  and  Ce,  Cb', . . .  den  EegelBChaitt 
in  Ci,  c,',  ...  Punkten.  Die  Punktreihen  ee' ...,  «i«^'...  sind,  wie 
leicht  ersichtlich,-  projectivisch,  A^  ist  einer  ihrer  Doppelpunkte,  der 
andcro  Doppelpunkt  ist  C^,  dass  aber  die  Terbindoogsgcrade  Ton  B 
mit  dem  Schnittpnnkte  U  Ton  AA^,  CCf  den  Kegelschnitt  in  dem- 
selben £{}  Paukte  trifft,  wo  die  Verbiudungsgerade  des  il,  mit  dem 
Schnittpunkte  V  der  Geraden  A^A^,  C^C^,  ist  ebenfalls  von  der  obigen 
Constmction  ersichtlich. 

Die  Pascat'Hchen  Linien  der  einfachen  Sechsecke  AA^A^BB^B^^ 
AAfdiCCfCi,  ABjCA,BCi  fallen  znsanuncn,  indem  die  der  zwei  ersten 
Sechsecke  die  UV  Gerade  ist  and  die  Punkte  (AjB,  AB^),  (AiC,  ACi^ 
nthült,  w&hrend  die  des  dritten  Sechsecks  dnrch  die  zwei  letzteren 
Paukte  geht.  Daraus  folgt,  dass  die  UV  Punkte  bei  Ver&Dclorung 
des  A)  Punktes  eine  Gerade  beschroihen;  dass  alle  diese  inrolnlA- 
rischen  Punktreiben,  welche  hei  demselben  A,  oder  dnrch  Terinde- 
rnng  des  A^  Punktes  entstehen,  dasselbe  reelle  oder  imagin&re  PonlA- 
paar  gemeinsam  haben,  endlich  dass  dieses  gemeinsame  Ponktpaar 
der  luTolntionen  mit  den  Doppelpunkten  der  ABC ...,  AtB^C,  . . . 
projectiTiscben  Reihen  lUBammenßkUt. 
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Sind  daher  die  Doppelponkte  MN  der  auf  dereelben  Gerades 
liegenden  Po  nktreiheD  ABC...,  A^B^C^...  bekannt,  so  nehme  mui, 
um  eine  Pnnktreihe  AfB^Ct...  zu  coDstruiren,  nclche  mit  den 
erstcren  involatoriscb  liegt,  A^  beliebig  an,  sncho  in  der  dorch 
A/lj . MN  . . .  bestimmten  Involation  die  den  S,C...  entsprechenden 
Elemente  B^,  C, . , .;  AfB^C^ . . .  liegt  dann  auch  mit  A^B^Cy  . . .  in- 
volatorisch.  Bei  nicht  reellen  Doppelpunkten  findet  man  die  ge- 
wflnscbte  Reihe  mittelst  eines  Kegelschnittes.  —  Wenn  ABC  . . , , 
AiByC^...  projectivische  Punktreihen  reelle  Doppelpunkt«  haben, 
wird  es  zweimal  geschehen,  dass  die  zu  beiden  involutorische  Pnnkt- 
reihe  A^B^C^...  in  einen  Punkt  ^llt,  nämlich  wenn  man  A^  in 
einem  der  Doppelpunkte  annimmt.  —  Im  Falle  die  gegebenen  Punkt- 
reihen  auf  einem  Kegelschnitt  sind  und  inYolutorisch  liegen,  d.  h.  die 
AÄi,  BB^,  CC^  Geraden  sich  im  Punkte  W  schneiden,  ist  das  Dreieck 
UVW  ein  Polardreieck  bezüglicli  des  Kegelschnitte.  Wenn  daher 
drei  Pnnktreihen  paarweise  involntorisch  liegen,  werden  nur  zwei  von 
den  involntorisch en  Reihen  reelle  Doppelpunkte  haben. 

Die  bis  jetzt  behandelte  Aufgabe  hat  sich  als  nnbestimmt  er- 
wiesen, OS  lässt  sich  daher  die  Frage  stellen:  Es  sind  drei  projecti- 
vische Punktreihen  ABC...,  M,ß,C,  . . .,  AtB^C^...  anf  einem 
Kegelschnitt  gegeben,  wie  constmirt  man  eine  vierte,  welche  mit  den 
gegebenen  involutorisch  liegt. 

Uan  constmirt  die  Pascal'schen  Linien  p^,  p,  der  einfachen 
Sechsecke  ABiCA^BC^,  .4B,C^,ßC'„  welche  sicli  im  U  Punkte  treffen, 
die  Geraden  UA,  ÜB,  VC,  . . .  schneiden  den  Kegelschnitt  in  der 
gewfknschten  Punktreihe  A^B^Ct...  Da  nämlich  AÄ^^  BB^,  . . . 
9)cb  im  U  Punkt«  der  Geradon  pt  schneiden,  so  gehen  nach  dem 
Früheren  die  Geraden  A,Ag,  ByB^,  CjC^,  ...  durch  einen  tF  Punkt 
der  j»j  Geraden,  und  ^J„  BfE^,  CjCj,  .  , .  durch  einen  V  Punkt 
der  p,  Geraden ;  A^B^C^  . . .  liegt  daher  mit  den  drei  gegebenen 
Punklreiben  involutorisch.  —  Es  ist  noch  zu  bemerken,  dasB  die 
Pascarsche  Linie  des  einfachen  Sechsecks  ^,ßjC,J,i*,C,,  da  die 
constmirte  Ponktreiho  mit  den  zwei  letzteren  der  gegebenen  Pnnkt- 
reihen involutorisch  liegt,  durch  V,  W  geht,  daher  die  Aufgabe  im 
Allgemeinen  nur  eine  Lösung  zulässt 

8pede]le  FMIe:  a)  Wenn  die  Doppelpunkte  der  Pnnktreihen 
ABC...,  AtBjCf..  und  ABC...,  ^jß,C,.,.,  daher  auch  die 
der  Punktreihen  A^B^Ci  . . .,  A^BfC^  ...  ein  gemeinsames  Pnnktpaar 
bilden,  so  ist  die  Aufgabe  unbestimmt,  indem  jede  Punktreihe,  welche 
mit  zwei  der  gegebenen  involutorisch  liegt,  auch  mit  der  dritten 
derart  liegen  wird,  b)  Wenn  die  gegebenen  Pnnktreihen  einen  ge- 
meinsamen Doppelpunkt  haben,  dann  fallen  alle  Elemente  der  ge- 
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wOD8chten  Pnnktreihe  in  diesen  Doppelpankt.  c)  Sind  tob  den 
gegebenen  Pooktreiben  je  zwei  involntorisch  liegend,  so  hat  die  Auf- 
gabe ancb  eine  Lösang.  Wir  werden  in  diesem  Falte  vier  Pnnkt- 
reiben  haben,  toh  welcben  je  zwei  involntoriscb  liegen.  Sind  diese 
Tier  Fnnktroihtin  auf  eiDem  Kegelschnitt,  dann  bilden  beliebige  vier 
einander  entsprechende  Punkte  ein  Viereck,  dessen  Diagonaldroieck 
ein  nnd  dasselbe  dem  Kegelschnitt  zugeordnete  Polardreieck  ist. 

Pressbnrg,  Ende  September  1883. 

Br.  Leop.  King. 


Schemata  zn  Nr.  XXXI. 
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l/n  er-jH/aa/vu  äirr  f/ir/Z/nff  fde/. 
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Soeben  erschien:  »Sohlassel  zur  Erkenntfilss  des  h8oh' 
ten  Gesetzes  unter  welchem  Natur  und  Geschichte  stehen;" 

m  Ott«  Wldenunn,  Ingenieur  iu  Plauen  i/T.;   im  Selbstverlag, 
reis  10  Mark. 

Der   Inbalt   besieht  &db    einer  Reihe  meiter   wissenBchaftUcher 
Dtdeckangen  von  zDndendem  InteresAe  für  jeden  Gebildeten. 


Im  Verlage  von  Hayer*  HRIler  ip  BtrUn  W.  FranzOsiecbe 
'trasBe  38/39  erschoint: 

Acta  malhematica. 

Zeitschrift  Journal 

benuugegebeD  redige 

»■  t« 

C.  nittag-Leffler. 

Band  I  nnd  II  voltstAudig,  Band  III  im  Erscheinen. 
Prel«  JedM  BftWIeM  tob  4  H«fleB  1»  n«rk. 


In  roeiDem  Verlage  erscheint  nach  Beendigaag  des  vorliegeodea 

Ü&ndes: 

Inhaltsverzeichniss 

zn 

Teil  IV— ixx 

des 

ArcliiT  1er  latleiiiatit  ddI  Fliysit. 

!•  Abth,,  BUh  den  iateren  geordnet. 
II-     „     naeb  der  Materie  geordnet. 

Geh.    Froia  ca.  2  Mk. 
T-^eipäg.  C.  A.  Eoch's  Yerlagsbuchhandlung. 
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XXVI.     Uober  LiBBBJoas'scJfe  Carren.     Von  HimsCedt 337 

XXVII.     GGomctrJBcho  üntcrEDcbungen  Ober  huliieche  und  höhere  Cnrren 

und  Gleichungen.     Von  Emil  Oukinghaui 3;d 

XXVllI.     Die    D-    UDiI  n-l-I-TeiInng  des    Winkels   und    Kttfitet.     Von 

Alfoni  Tan  der  Grinten 3»3 

XXIS.     VerallgemeiDerang  einer  Belation  der  Jncobi'schcn  Fandiimai. 

Von  E.  Hoppe lOO 

XXX.    Einrachea  Pendel  ioi  Oanine  bei  Andebaag  Ton  einem  Paotte 

in  endlicher  Entfernnng.     Von  B.  Hoppe 406 

XXXI.'    GcichLchte  der  Fnctorenlafela.     Von  P.  Seelhoff 11» 

XXXII,     Die  Cmkehrnng   äet   GrunJgedaDkens  von  Hindenburg"*   com- 

binatomcher  AnaljEiB.     Von  Fri edrich  Botb *V 

XXXIII.  Anwendung  der  Eigenaclmfcen  dea  einmanteligcn  Rotationi- 
hyperbolOides  znr  LOlnng  einiger  Aufgaben  Ober  die  Hfperbd. 
Von  W.  J.  Hllbner «S 

XXXIV.  Uiicellen. 

1.  üeber    eine   Aufgabe    ans   der  WahrscheinllcbkeilBrech- 
nung.     Von  Lampe   . U' 

2.  Zwei    SUxe     flbe!'    Linienichnitt«.      Von    Frita   Hof- 
maun 4" 

S.     Beitrag  zur  Qeametrie  der  Lage.     Tou  Leop.  Sing.   4U 


raifawald,  gtdrsekt  bi 
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Litterarischer  Bericht 

CCLXXVll. 


Arithmetik,  Algebra  und  reine  Analysis. 

Orandzage  der  Ausglcichungarcchnung.  ElemeoUr  entwickelt 
von  Df.  Ch.  AngUBt  Vogler,  a.  o.  Professor  au  der  Uaiversität 
Bonn,  o.  Lehrer  der  Geodäsie  an  der  landwirtscbaftlicben  Akademie 
Poppetsdorf.    Brannschweig  1883.    Friedrich  Vieweg  u.  Sobn.  218  S- 

Dem  Titel  ist  nur  noch  hinzoziifOgOD,  daas  das  Buch  fQr  die  ge- 
wöhnliche Landmessnng  bearbeitet  ist  und  auf  die  Anwendung  zu 
diesem  Zwecke  besonders  reichlich  eingeht.  Bei  dieser  Bestimmung 
war  offenbar  kein  Grund  bei  der  Herleitnng  höliero  Rechnung  zu- 
zuziehen, vielmehr  eine  ausschliesslich  elementare  Bohandlnng  an- 
gemessen und  wünschensworL  Auf  letztere  legt  der  Verfasser  Ge- 
wicht mit  der  Behauptung,  dass  eine  solche  bis  dahin  noch  nie  exact 
und  iQckenlos  geliefert  worden  sei,  für  welche  wir  ihm  die  Ver- 
antwortung Qberlassen  können.  Die  Hauptabschnitte  des  Buchs  sind: 
I.  Vermittelnde  Beobachtungen  gleicher  Genauigkeit  II.  Mittlerer 
Fohler  von  Beobachtungen  uud  Functionen  derselben.  III.  Vermit- 
telnde Beobachtungen  ungleicher  Genauigkeit  IV.  Bedingte  Be- 
obachtungen. H. 


Ueher  reciproke  Gleichangen.  Von  B.  Adam,  Gymnasiallehrer. 
Separatabdruck  der  Abhandlung  zum  Programm  des  Königlichen 
Gymnasinms  zu  Clausthal.    1883.    Clausthal  1883.    4».    21  S. 

Der  Ansatz  ist  eine  Zusammenstellung  bekannter  Eigenschaften 
der  reciproken  Gleichungen  mit  einer  Unbekannten.     Jedes  Thema 
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vird  aDfateigeod  von  den  Diedrigsten  bis  zd  irgend  irelcben  hfihem 
Graden  behandelt,  manchmal  aach  das  Allgemeine  daraus  abetrahirt, 
doch  Bcheint  dies  nicht  durchgängig  im  Plane  zd  liegen.  Die  Dar- 
stellung ist  weder  ein  Muster  von  correctem  Ausdrack  und  Klarheit 
noch  von  gnter  Ordonng  zn  nennen.     So  wird  z.  B.  von  einer  Sab- 

BtitDtion  X  ■=>  -  gesprochen  (statt  --    fSr   x),    GegenstAnde    dtirtcr 

Jonrnalartikel  als  „bekannt"  nicht  weiter  ansgefdhrt,  (als  ob  das  hier 
ausgeführte  neu  wäre),  wiederholt  auf  spätere  Ansführnng  verwiesen, 
wo  man  dann  günstigen  Falls  das  Fehlende  mit  Suchen  horauafindeL 
Den  Schlnss  bilden  öO  Angaben  mit  Lösungen. 


Nene  Studien  über  die  Integration  linearer  Differentialgleicbongen, 
Dritte  Fortsetzung  (Schlnss).  Von  Simon  Spitzer.  Wien  1683. 
Cari  Gerold's  Sohn.    78  S. 

Die  erste  Fortsetzung  ist  im  2l>2stcn  litt  Bericht  p.  21,  die 
zweite  im  2708lcn  p.  14  besprochen.  Der  erste  Gegenstand  der  dritten 
ist  die  Bemerkung,  dass  der  integrirendo  Factor  z  der  Gleichung 

durch  die  Gleichung 

bestimmt  wird  und  mit  y  in  der  Relation  st^ht 

WO  a  =  ip(x)  ein  particnIlircB  Integral  ist,  und  domgemitea  dnrcb 

n=q,(x)/Zdx 

die  Ordnungszahl  nm  1  vermindert  werden  kann.  Im  abrigen  werden 
manuichfaltigo,  selbst  gewählte  Fragen  Hber  verschiedene  Differential- 
gleichungen untersucht.  Am  Schlnss  constAtirt  der  Verfasser  das  Zn- 
sammentreffon  unabhängige^  Arbeiten  von  Halph6n  aus  ncner  Zeit 
mit  seinen  eignen,  Über  20  Jahr  alten  in  zwei  Punktun,  zuerst  in 
einer  anf  verschiedenem  Wege  specioll  resultirenden  Diffcrentiolformel, 
Bull,  de  la  Soc  Math,  de  France  VUI.  62  dann  in  der  Integration 
einer  Gleichung,  Compt.  Eend.  XCII.    7S1. 
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Q  e  o'm  e  t  r  i  e. 

Theorie  der  homogen  zaeammengesetzten  Ranmgebilde.  Von  Dr. 
Victor  Schlegel,  Oberlehrer  am  Gymoasmm  za  Waren,  Mitglied 
der  Söci^t^  mathgmati<]Be  de  France.  Mit  9  Tafeln.  Halle  1883. 
Wilh.  Engolmann  (in  Leipzig).  Aus  Nova  Acta  der  EbI.  Leop.-Carol. 
Deutschen  Akademie  der  Naturforscher  Bd.  XLIV.    p.  341— 3d9. 

Der  Gegenstand  der  Betrachtung  sind  Systeme  an  einander 
grenzender  Figuren  von  beliebiger  Dimensionszahl.  Sie  heissen  ho- 
mogen zusammengesetzte  Figuren,  wenn  die  Teilfiguren,  ans  denen 
sie  bestehen,  gleichviele  Greuzgebilde  haben,  und  die  Grenzgebilde 
ZD  glüchvielen  Teilfignren  gehören.  Es  sind  also  die  (n~l)  dehnigen 
Netze,  in  welchen  die  z  na  ammenbangende  Grenze  einer  regelmässigen 
ndehnnng,  mit  Absehen  von  der  Grösse,  bloss  gem&sa  der  Anordnung 
der  Teile,  abgebildet  wird,  jedoch  mit  Wegfall  der  Bedingungen, 
welche  die  Bealitftt  dieser  regelmässiges  ndebnang  beschrSuken. 
Ist  die  ndehnoug,  deren  Grenze  sich  durch  ein  solches  Netz  auf 
der  (n — 1)  dehnung  abbildet,  reell,  so  ist  die  homogen  znBammenge- 
setzte  Figur  geschlossen  and  lässt  sich  nicht  nach  gleichem  Ge- 
setze erweitern,  die  Anzahl  der  Teilfiguren  ist  bestimmt  und  wird 
hier  stets  um  1  kleiner  angesetzt  als  die,  welche  zur  Umschliessung 
der  n dehnarg  erfordert  wird,  weil  der  Verfasser  die  iaa  System 
nmscbli essende  Figar,  welche  die  unendliche  (n  —  I)dehnang  von 
innen  begrenzt,  nicht  mitzahlt  Ist  jene  ndehnung  imaginär,  so 
Iftsst  sich  das  Netz  ins  unendliche  fortsetzen,  indem  jedoch  die 
ontfemtem  Teile  sich  mehr  und  mehr  zasammendrängen.  Zwischen 
beiden  F&llen  ist  der  Grenzfall  der  einer  unendlichsD  ndehnung,  wo 
das  Netz  gleichfalls  eine  Erwoitemng  ins  unendliche,  aber  eine 
gleich  massige,  znlässt,  so  dass  die  Teile  regelmässig  und  congruent 
sein  käoneo.  Die  geeaneten  Umstände  treten  schon  bei  Abbildung 
der  Oberfläche  eines  Polyeders  auf  der  Ebene  sichtlich  hervor;  es 
ist  daher  mit  Gewinn  für  Einfachheit  der  Rede  und  Vorstellang 
die  homogen  zusammengesetzte  Figur  in  der  Ebene  zum  Ausgangs- 
punkt der  Betrachtung  und  Erklärung  gewählt  worden.  In  der  Ebene 
scheiden  sich  die  3  Fälle  gemäss  der  Formel: 

> 

^-2(f.+p)-np<0 

■wo  n  die  Seitenzahl  der  Polygone,  p  die  Anzahl  der  nra  jeden  Funkt 
liegenden  Polygone  bezeichnet.  FUr  d  '^0  erhält  man  bekanntlich 
b  Lösungen,  f Or  J  ^  0  gibt  ea  3,  nämlich 
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„_6;  p  — 3 

n-4;  p  =  i 

n=3i  p-6 

Diese  werden  eiuzoln  besprocheo  und  sind  abgebildet,  tob  ^<C0 
ist  die  Combination  n  —  3;  p  -^  7  ais  Beispiel  abgebildet  Von  jenem 
einfachBtcn  Falle  scbroitet  die  Abhaadlung  fort  zn  dem  System  ebener 
Polygone,  deren  Ebenen  Winkel  bilden,  also  zn  den  potyedrisdien 
Figuren ,  dann  zu  den  PolygoDsystomen  aaf  krummen  Flächen ,  be- 
grenzt durch  kürzeste  Liaien,  mit  Unterscbeidnng  positiver,  negativer 
and  Nnllkrttmmnng  und  mit  Anwendung  auf  die  Principien  des 
Hessens ;  im  3.  Abschnitt  zn  den  ans  Polyedern  homogen  zasaromen- 
gesctzten  Figuren,  wo  die  analogen  Fragen  im  Ranme,  wie  vorher  in 
der  Ebene  tiebandelt  werden.  H. 

Ueber  harmonische  ood  invointorische  Bezlehnugon,  ihre  Ad- 
wGDdnng  aaf  die  Einteilung  der  Cnrven  zweiten  Grades  und  ihr  Vor- 
kommen bei  solchen  Curven  im  Falle  besonderer  Form  and  Lage. 
Von  Professor  C.  Hollwig,  Oberlehrer  am  Realgymnaeium  zn  Er- 
furt.   Erfurt  1883.    Carl  Villaret    4".    29  S. 

Voraus  geht  die  Erklftmng  der  harmonischen  and  involatorischen 
Beziehung  mit  Herleitong  und  Anfstellang  in  der  Formel.  Es  werden 
2  Arten  Involutionen  unterschieden,  Jenachdem  die  Punktepare  reell 
oder  zum  Teil  imaginär  sind.  Dann  werden  einige  Sätze  über  Kreise 
nnd  Strecken  entwickelt,  z.  B.  Drei  durch  dieselben  beiden  Punkte 
gehende  Kreise  treffen  ihre  Centrale  in  6  Punkten  einer  Involution 
der  2.  Art.  Der  nächste  Abschnitt  handelt  von  deu  harmonischen 
Punkten  bei  Corven  2.  Grades,  von  Polare  nnd  Tangente  und  von 
der  Einteilung  dieser  Curven.  Es  werdon  harmonische  Pole  der 
Curven  erklärt  oud  von  dem  Satze  ausgegangen:  Liegen  auf  einer 
Socanto  einer  Curve  2.  Grades  2  Punkte,  welche  mit  den  der  Seeaoto 
angehörenden  Curvenpnnktcn  ein  harmonisches  System  bilden,  so 
schreitet  bei  einer  Drehung  der  Sccaute  nm  einen  jener  Punkte  der 
andre,  ihm  zugeordnete  harmonische  auf  einer  geraden  Linie  fort  — 
dann  die  elementaren  Eigenschaften  der  Kegelschnitte  entwickelt 
Der  letzte  Abschnitt  handelt  von  hannoniBcbco  and  involntorischen 
Eigenschaften  ähnlicher  Curven  2.  Grades  mit  gemeinschaftlicher  Aze 
und  Chordale.  H. 

Lehrbuch  der  darstellenden  Geometrie  far  Oberroalscbulen.  Von 
Josef  Menger,  k.  k.  Professor  an  der  Staats  -  Oberrealscbule  is 
Graz.  Mit  228  Original- Holzschnitten.  Wien  1882.  Alfred  Holder. 
337  S. 
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Du  den  Österreichischen  lastractionen  von  1880  gemäss  bearbei- 
tete Lehrbuch  iat  in  9  Äbscbnitto  geteilt^  deren  erBtor  die  Elemente 
der  nenern  B^nthetischen  Geometrie  als  Yorbereitnng  enthält.  Die  3 
folgenden  behandeln  die  orthogonale  ProjectionBlehre ,  die  Projection 
auf  eine,  dann  anf  2  Ebenen,  dann  die  TranBformation,  anBchlisesend 
die  SchattenconBtnictionen,  der  5te  die  Darsteliang  der  Polyeder,  der 
6t8  die  der  Cnrven  nebst  Evolventen  und  Evoluten  u,  s.  w.,  wobei 
auch  die  Bcbiefe  Projection  des  Ereises,  der  7tc  die  der  krum- 
men Fl&ehen,  der  6te  deren  Durcbdringang,  der  9te  gibt  eine  kurze 
Theorie  der  centralen  Projection  nnd  Perspective.  Eine  kleine 
Anzahl  von  Ucbungsanfgaben  folgen  auf  jeden  Abschnitt.  Es  ist 
darauf  gerechnet,  dsss  beim  Unterricht  grossenteits  Modelle  in  Anwen- 
dung kommen.  H. 


Leitfaden  der  analytischen  Geometrie  für  die  erste  Clasae  der 
fiealgymnasien  und  Ober -Real  schulen.  Von  Prof.  Dr.  Dornheim, 
Prorector  am  Gymnasinm  und  Realgymnasium  zn  Minden.  Minden 
L  Westf.  1883.    J.  C,  C.  Bruns.    ^Ö  S. 

Der  Titel  ist  weit  entfernt  dem  Inhalte  zu  entsprechen.  Letz- 
terer ist  vielmehr  eine  synthetisch  bearbeitete  Lehre  von  den  Coor- 
dinaten  in  der  Ebcuo  mit  einiger  Anwendung  auf  Gerade,  Kreise 
nnd  Kegelschnitte.  Dieser,  sei  es  ans  Bequemlichkeit  oder  Tendenz, 
anf  Schulen  getriobeno  Miabrancb  des  Namens  ist  nicht  ohne  spätere 
Folgen  für  die  Schüler:  manchem  Studirenden  bleibt  wegen  des  da- 
durch gen&hrten  IiTtnmg  die  Existenz  der  analytischen  Geometrie 
ganz  unbekannt.  Das  Verfahren  in  der  vorliegenden  Bearbeitung  hat 
die  anerkennenswerte  Eigentümlichkeit,  dass  nnr  das  Notwendige  ans 
der  Theorie  vorgetragen,  die  weitere  Ausführung  durch  reichlich  an- 
gefahrte Aufgaben  der  Selbsttätigkeit  der  ScbOler  Überlassen  wird. 
Die  Coordinatenlcbre  ist  wol  verständlich;  doch  findet  sich  mancher 
incorrecto  Ausdruck.  Z.  B.  „Die  Coor  Jinaten  nuendlich  vieler  Punkte 
genftgco  im  allgemeinen  einer  gegebenen  Gleichung  zwischen  x  nnd 
y."  Nicht  durch  das  beigefügte  Citat,  sondern  nnr  dnrch  Umkehrang 
des  Satzes  ergiobtaich  ein  Sinn,  nämlich:  „Einer  gegebenen  Gleichuug 
zwischen  x  nnd  y  genügen  im  allgemeinen  die  Coord,  unendlich  vieler 
Punkte".  Letzteres  ist  hinsichtlich  der  Allgemeinheit  das  Gegenteil 
des  Erstem.  Die  Gleichung  der  Geraden  stellt  diese  als  halbirende 
Senkrechte  der  Verbindung  zweier  Punkte  dar.  Die  Lehre  vom  Kreise 
geht  anf  Pol  nnd  Polare  ein.  Die  Kogelschnittn  werden  durch  Brenn- 
punkt und  Directrix  bestimmt.  Conjngirto  Durchmesser  bilden  die 
weitem  Gegenstände,  dann  die  Discnssion  der  allgemeinen  Gleichung 
2.  Grades.    Dann  folgt  die  Bestimmung  der  Tangenten,  der  Maxima 
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nnci  Uinima,  der  Sactie,  nicht  dem  Namon  nach,  dnrch  Differential- 
rechnung. Ebenso  wird  schliesslich  die  Quadratur,  ohne  von  Inte- 
gralon  zu  sprechon,  durch  DarsteUang  des  lotcgntls  als  Gronzwert 
einer  Sammc,  für  den  FaU,  wo  y  Potenz  ron  x  ist,  voUzogoo. 

H. 


Kinematik  des  Strahles.  Eine  Darstellnng  der  Bewegung  des 
Strahles  in  der  Ebcno  nach  mechanischen  Principicn.  Von  D.  lug. 
Ferdinand  Wittenbaner,  Docent  au  der  k.  Ii.  technischen  Hoch- 
schule in  Graz.  Mit  74  Holzschnitten.  Graz  1883.  Lenschner  n. 
Lubcnskj.    105  S. 

Die  Kinematik  des  Strahles,  d.  i.  der  Geraden ,  wird  der  Kine- 
matik des  Punktes  dual  an  die  Seite  gestellt  Als  Coordinaton  dienen 
der  Normalabstand  r  des  Strahles  von  einem  Anfangspunkt,  Pol,  nnd 
seine  Neigung  tp  gegen  ciue  durch  ihn  gehende  Axe.  Sie  werden  mit 
den  sogenannten  Liniencoordiiiaten  in  Relation  gebracht  Uio  priu- 
cipiell  eingcfahrto  Erxeuguugsweise  der  Curven  ist  die  als  Eoveloppen 
von  Strahlen;  doch  zeigt  sich  schon  hier,  daBS  eine  solche  aasschliess- 
liche  Betrachtungsweise  nicht  durchfuhrbar  ist;  denn  es  kommen  aach 
Oertor  von  Punkten  in  Betracht.  Als  Beispiele  sind  die  Kegelschnitte 

behandelt  Bemerkenswerte  Dezicbaogen  sind,  dass  >.-  den  Abstand 
des  Berührungspunkts  vom  Fnsspunkt  der  Normale  r,  ferner 
r  -{-  ö— t  den  KrUmmangsradius  im  Berührungspunkte  darstellt.  Hier- 
aus wird  die  Evolute,  dann  die  ETolventen  bestimmt,  die  Bedingung 
der  Spitzen  und  Wendepunkte  anfgestcllt  Es  folgt  eine  Anwendung 
auf  Cykloiden  und  Kreise volvcnton.  Der  2.  Abschnitt  bandelt  von 
der  Bewegung  des  Strahls.  Hierzu  wird  der  Drehpunkt  und  der 
Drobungswiukcl  als  Ausdruck  gebraucht.  Aus  zwei  Bewegungen  rc- 
sultirt  eine  neue.  Der  3.  Abschnitt  handelt  von  der  Bcschlennignng, 
die  ihren  analogen  Ausdruck  bat  Der  Abstand  des  Drehpunkts  vom 
Bosch leunignngspuukt  und  der  ürt  des  letztem  haben  ihre  Bedentnng 
in  der  Theorie.  Der  4.  Abschnitt  behandelt  Probleme  der  Bewegung 
des  Strahles  im  StrahlenbUachel ,  aligemeine  oder  krummlinige  Bo- 
wegnng,  dann  besondere;  aus  der  Bewegung  des  Strahls  auf  vorge- 
schriebener Bahn  geht  ein  Widerstand  der  Bahn  hervor.  Der  5.  Ab- 
schnitt hanJelt  von  der  Beschlennigungscnrve  und  der  Differcnzcurve. 
Letztere  ist  der  Ort  des  Endpankts  eines  Strahls  von  einem  festen 
Punkt«  aus  in  der  Länge  des  obon  genannten  Beschien uignngsab- 
stands  gezogen.  Der  6.  Abschnitt  handelt  von  der  Bewegung  des 
Strablensystems,  der  7to  von  der  relativen  Bewegung.  H. 
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Transporteur  und  AI asBBtab  zum  Qebraacb  beim  Unterricbt  in  der 
Planimetrie  und  Trigonometrie.  (Ton  Mauritius).  4te,  verbesserU) 
Auflage.     Coburg  (1882).    J.  G.  Riemann. 

Waa  die  Buchhandlung  liefert,  sind  folgende  4  Stacke:  1)  Ein 
Rccbtecb.  224  X  120  Millimeter  von  gelbem  Cartou;  aaf  der  einen 
Seite  ein  Halbkreis  von  100  mm  Radius,  iu  180  Grade  geteilt,  der 
Grenz dnrcbmesser  fällt  in  don  Band;  an  den  3  &brigi?n  R&ndern  die 
TerlÜDgerungeu  dor  Radien  aller  Grado;  zu'boiden  Seiten  des  Halb- 
kreisen verticale  Tangenten,  welche  die  goniomctriachen  Tangenten 
der  Winkel  bis  45  Grad  angegeben;  anf  der  andern  Seite  unt^r  der 
Bezeichnung  HTranaversal-Massetab"  ein  Rechteck  20xlOcm,  ver- 
tical  geteilt  durch  Parallelen  in  Centimeter  Abstand,  nebst  2  Tei- 
lungen in  Millimeter,  die  Parallelen  geschnitten  von  schrägen  Linien 
ausgebend  von  0  bis  9  nach  1  bis  10  cm,  so  dass  auf  ihnen  die 
Millimeter  von  1  bis  200  gemessen  werden  können;  daneben  die 
goniom Dtrischen  Tangenten  der  Winkel  von  1  bis  81  Grad  für  einen 
RadiuH  >^  28  mm.  2)  Ein  Massslab  in  Form  eines  rechten  Winkels, 
Teilung  in  Millimeter,  ein  Schenkel  220,  der  andre  123,  und  zwar 
auf  beiden  Seiten  gleich.  3)  Eine  Druckschrift  (von  7  Seiten)  unter- 
zeichnet: Dr.  Mauritius,  Professor  am  Gymnasium  Casimiriannm 
—  worin  der  Verfasser  empfiehlt,  statt  der  Alisarheitung  der  in  der 
Glasso  behandelten  Sätze  die  Selbsttätigkeit  der  Schüler  mit  Controle 
derselben  durch  Nachmessen  der  Figuren  iu  Anspruch  zn  nehmen. 
Hierzu  soll  das  genannte  Instrument  dienen.  Ferner  enthält  die 
Schrift  eine  Gebrauchsanweisung  für  graphisches  Rechnen  und  fUr 
Trigonometrie,  der  jedoch  alles  fohlt,  was  zum  Torständniss  notwen- 
dig ist  4)  ein  Pappnmschlag,  auf  der  Innenseite  einige  Tabellen: 
specifiacbe  Gewichte,  Geschwindigkeiten,  Inhaltsformeln,  Zahlenangaben 
für  Erde,  Sonne  und  Planeten,  deutsches  Reichsmass  und  dessen  ße- 
ductionen.  H. 


A.  Mang's  zerlegbarer  Universal-Apparat  und  zerlegbares  Tel- 
lurium  fOr  mathematische  Geographie.  Wcinbeim  (1683).  F.  Acker- 
mann. 

Der  Uni  Versal  apparat  vereinigt  and  ersetzt  somit  bei  der  De- 
monstration im  Schulunterricht  Himmelsglobus,  Horizontarium ,  Tel- 
luriam-Lanarinm ,  Planetarium  und  Präcossionsapparat.  Er  zeichnet 
sich  durch  Einfachheit  und  besonders  durch  Beseitigung  der  die  Auf- 
merksamkeit ablenkenden,  die  HauptgegensiAnde  verdeckenden  Hillfs- 
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werke  ans.  Die  Sphäre  rotirt  von  alleo  ümhttlluDgen  frei  niD  die 
Himmelaaxe.  Soune  und  Mond  können  für  Jeden  Tag  des  Jahres  in 
ihrer  Balin  eingestellt  werden;  sie  umkreisen  danu  die  Erde  md 
geben  anf  dem  federnd  aafsetzbaren  Horizont  direct  ablesbar  an: 
Anfangsorte  und  -Zoitcn,  den  Aagenbltck  des  Cnlminirena  und  die 
Mittagshöhe.  Durch  die  Verstetlbarkeit  der  Himtnelsaxe  und  des 
Horizontes  lassen  sich  alle  Ansichten  des  Himmels  in  den  verschie- 
denen Breitengradon,  besonders  fßr  den  Pol  und  Aequator  natar- 
gcmäBs  demonstriren  und  auch  die  nötigen  mathematischen  Relationen 
mit  Httlfc  der  gradnirLen  Himmelskreise  und  des  Zenithzeigers  ver- 
anschaulichen. Das  Tellurium  ist  ein  trennbarer  Teil  dos  Apparats, 
derjenige,  welcher  hauptsäcLlicb  in  der  mathcmati schon  Geographie 
in  Anwendung  kommt 

Am  der  Beschreibung  des  Verlegers. 


E.  Noeggerath  in  Bricg.  Apparat  zur  Bostimmnng  trigono- 
metrischer Functionen.    Patentirt  1882. 

Der  Apparat  ist  dazu  eingerichtet,  die'  dirocte  Bestimmung  der 
Werte  des  Sinns  nnd  Cosinus,  die  Beziehungen  dieser  Fnnctionen  zu 
einander,  dio  Bestimmung  ihrer  Vorzeichen,  die  Deutung  der  Werte 
Bin(R±(r)  und  cos{K  +  t[)  u.  s.  w.  zn  demonstriren  und  zeichnet 
aicb  vor  andern  Apparaten   zn  gleichem  Zwecke   dnrcb  Einfachheit 


Elektrotechnischer  Verein  in  Wien. 

Lant  der  Statuten,  erschienen  im  eigenen  Verlag,  ist  der  Zweck 
des  Vereins  1  „dio  Entwicklung  nnd  Förderung  der  technischeu  An- 
wendung der  Elektricitat  und  der  Harstellnug  eines  innigen  Con- 
tactes  zwischen  Theorie  und  Praxis  anf  diesem  Gebiete;  ferner 
Bpcciell  die  Förderung  heimischer  Interessen  anf  dem  Oesammlgebiete 
der  Elektrotechnik;  endlich  soll  der  Verein  einen  Voreinigangspankt 
bilden  für  die  österreichischen  Elektrotechniker  und  Freunde  der 
Elektrotechnik".  Die  Uittel  sollen  sein:  „Versammlungen  der  Mit- 
glieder, Vorträge  und  mOndlicbo  Diecnssioneu  Aber  wissenschaftliche 
nnd  technische  Fragen  der  Elektrotechnik,  VorfUhrnng  nener  Er- 
findungen nnd  Entdeckungen  sowie  Besprechung  derselben,  Vcr- 
fiffentlichang  dor  Protocolle  der  Vereins- Versammlnogeo,  der  gehalte- 
nen Vorträge  nnd  anderweitigen  die  Vereinszwecke  fordernden  Mit- 
teitnngen,  womöglich  in  einer  eigenen  Vereinsschrift".  Der  Vorein 
hält  jährlich  im  Januar  eine  Cleneral-Versammlung.  Ein  Aufruf  dea 
Comite's,  Franz  Fischer,  Wien  IV.   Earolinengasse  .16a,  n.  A.,  er- 


byGoogle 


Liiltraiücher  Btrieht  CCLXXVll.  9 

schieDen  im  JaDuar  1883  fordert  zum  Beitritt  anf,  und  weist  dabei 
auf  die  in  diesem  Jahre  abzuhaltende  internationale  elektrische  Äns- 
stellnng  bin.  "- 


HülfB-Tabellen  bei  Uerechnung  dos  Inhalts  von  Erdarbeiten  beim 
Bau  der  Eisenbahnen,  Chausseen,  Dämme  nnd  Can&le  bearbeitet  Von 
G.  Dobiriski,  Techniker.    Erakau  (Batorj-gasse  Nr.  1.). 

Diese  HQlfstabelteu  dienen  dazn,  um  aus  den  Höhen  der  Auf- 
träge oder  den  Tiefen  der  Abträge  den  liürperlicben  Inhalt  der  be- 
treffenden Dämme,  bzhw.  Eiuschnitto,  für  jede  Kronen-  oder  Ein- 
schnittfibreite  und  für  jedo  Bösdiung  schnell  und  gouan  zu  ermitteln. 
Das  gauzo  Werk  besteht  aus  5  Bänden;  jeder  Band  euhält  30  Bogen 
in  octavo  mit  8  Hokscbuitteu ,  bildet  für  sich  ein  Ganzi^s  und  wird 
daher  auch  einzelu  abgegeben.  Der  1.  Band  enthält  ausser  einer 
Einleitung  2  Tabellen.  Die  Tabelle  I  findet  unmittelbar  Anwendung 
unter  der  Torans&etzung,  doss  die  Neigungen  der  uatQrlichen  Boden- 
tUchen  in  rechtwinkliger  Richtung  auf  die  Längenaxe  Horizontale 
sind,  oder  so  wenig  abweichen,  dass  die  daraus  entspringende  Diffe- 
renz fOr  den  Inhalt  unbeachtet  bleiben  kanu.  Diese  Tafel  enthält 
die  Qnadratzablen  aller  natarlichen  Zahlen  von  0  bis  60,  und  zwar 
von  0,01  zu  0,01  steigend;  diese  Quadratzahlcn  bezeichnen  die 
Flächendreiecke  für  variable  Höben  unter  Annahme  oinfOssiger  Bö- 
schung; es  leuchtet  aber  ein,  dass  für  jedes  andere  Böscbungsver- 
hlUtnisB  der  entsprechende  Inhalt  gefunden  wird,  wenn  der  Wert  für 
b  =  1  mit  der  maesgcbendun  Büschnngsvcrhältnisszahl  5  =  Jr,  ^,  }, 
\,  \  und  Sfüssige  Böschungen  multiplicirt  wird.  Die  Tabelle  II 
findet  Anwendung,  wenn  dii;  Lage  der  zu  bcachüttcnden  oder  abzu- 
grabenden Bodcnobcrüächc ,  rechtwinklig  auf  die  Richtung  der  Län- 
genaxe,  nicht  als  Horizontale  angenommen  werden  kann.  Sie  enthält 
die  MnltiplicatioDscoefQcieutcn  für  h*  bei  bestimmten  Damm-  oder 
Einscbnittsböschungen,  b^\,  \,  j,  j,  \,  {,  \\,  IJ,  IJ,  2,  2|,  3  nnd 
ftlr  variable  Terrain verb alt uisse.  Der  zweite  Band  enthält  ausser 
einer  Einleitung  die  Hl.  Tabelle.  Diese  die  Coefficienten  für  S  bei 
variablen  Terrain  Verhältnissen  und  bestimmten  Damm-  oder  Ein- 
schnittsbösuliungen  A  =  i,  ^,  ,  .  .  3.  Der  dritte  Band  enthält  ausser 
einer  Erklärung  und  Gebranchsauweisuug  die  IV.  und  V.  Tabelle  zur 
Bestimmung  der  Querfiächcn.  Der  vierte  Band  enthalt  ausser  oiueT 
Einleitung  die  VI.  Tabelle;  mit  Hülfe  dieser  Taful  können  sämmt- 
licbe  Böschnngsseiten  für  Dämme  oder  geschlossene  Eiuschnitto,  für 
variable  Höhen  von  0,01  bis  60,00,  Kronen-  oder  Einschuittsbreiten, 
unmittelbar  abgelesen  werden.  Der  fUnfto  Band  enthält  ausser  einer 
Erklärung    und    Gebranchsanweisung   Tabellen,     welche    praktische 
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AnneQdnng  haben ,  wenn  der  körperliche  Inhalt  der  Erdnüsse  ^ 
fnnden  worden  soll. 

Eine  genaue  Berechnnng,  Terbanden  mit  mehrfachen  KeTisioneB 
und  der  Correcttir  des  Druckes  dieser  Tafeln,  Ton  mir  selbst  mit  der 
grösstcn  Sorgfalt  ansgefflbrt,  berechtigen  mich  die  angegebenen  ZMm- 
werte  als  darchaus  zaverl&ssig  zn  bezeichnen;  somit  flbergebe  ich 
dieses  Werk  zum  Gebrauche  fDr  Ingenieure,  Techniker  und  Eism- 
bahnbauunternehmer.  Der  1.  Band  wird  Jetzt  gedruckt  (Apr.  1883). 
Q.  Dobi<lski. 


Vermischte  Schriften. 

AtU  della  B.  Accademia  dei  Lincei  anno  CCLXXIX,  I88t-83 
Serie  terza.    Transunti.    Volume  VI.    Borna  1882.    Salriucd. 

Der  Band  enthält  an  mathematischen  und  physikalischen  AbfaiDd- 
lungen  and  Noten  folgendes. 

G.  Battaglini:  Ueber  die  qnatern&ren  bilinearen  Formen. 

Brioschi:  Ueber  den  Ursprung  gewisser  linearer  Diffn'Oitiil- 
gleichuDgen. 

E.  Villari  und  Bighi:  Ueber  die  Ladung  der  Cohibcatei 
(Elektrophore). 

A.  de  Gasparis:  Neue  Reihen  zum  Ausdruck  der  helioceatri- 
schen  Coordinaten  als  Functionen  der  mittleren  Anomalie. 

Casorati:  Ueber  die  linearen  Differentialgleichungen. 

K.  de  Paulis:  Ueber  den  Ausdruck  einer  binären  Form  tob 
Grade  n  mit  einer  Summe  nter  Ordnung.    (Bericht). 

A.  Gapelli:  Fundamente  einer  allgemeinen  Theorie  der  alge- 
braischen Formen.    (Bericht). 

E.  Villari:  Einfluss  der  verschiedenen  elektrischen  Widerstiode 
auf  die  Dimensionen  des  Erregnngsfonkeus  der  C^ndensatoren. 

Cantoni  und  Gerosa:  Ueber  den  dynamischen  Wert  einer 
Calorie. 

Siacci;  Fundamentalsatz  in  der  Theorie  der  kanonischen  Be- 
wegungsgleicbnugen.  H. 
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Acts  Uittheinatica,  Zeitschrift  faeratugegeben  von  G.  ICittag- 
Leffler.  I.  Stockholm  1883.  P.  n.  0.  Beijer.  Berlin,  H&7er  d. 
Maller.    PuiB,  A.  Berinanii.    i'>.    399  S. 

Die  Zeitschrift  ist  besprochen  nnil  der  Inhalt  des  1.  ü&fU  an- 
gegeben im  275.  litt  Bericht,  S.  32.  Die  3  flbrigen  Hefte  des  1. 
Bandes  enthalten  folgende  Abhandlongen. 

Th.  Reye:  Die  Hexaeder-  nnd  die  Oktaeder-Confignraüonen 
(126,  16s)- 

P.  Appell:  üeber  die  einfaroiigen  Fanctionen  eines  analytischen 
Panktes  (te,  y).  2  Abhandlungen.  —  Seihenentwickelnngen  eines 
begrenzten  FUchenstflcks  durch  Kreisbogen. 

£.  Schering:  Zur  Theorie  der  qaadratischen  Reste. 

H.  Q.  Zenthen:  Ueber  Oroppen  von  Sätzen  nnd  Formeln  der 
Zahlnngsgeometrie. 

E.  Gonrsat:  Ueber  ein  Theorem  von  Hermite. 

H.  Poincard:  Abhandlnng  Aber  die  Fachs'achen  Functionen. 

L.  Bonrguet:  Note  ttber  die  Enler'schen  Integrale.  —  Ueber 
einige  bestimmte  Integrale. 

£.  Picard:  Ueber  eine  Ctasse  unstetiger  Gruppen  linearer 
FunctioueD  nnd  über  die  Fonctionen  zweier  unabhängiger  Yariabeln, 
welche  bei  diesen  Substitutionen  nnver&ndert  bleiben. 

L.  Fuchs:  Ucb«r  lineare  homogene  DifFerentiatgleicbnngen,. 
zwischen  deren  Integralen  homogene  Relationen  höheren  als  ersten 
Grades  bestehen. 

Gh.  Hermite:  Ueber  eine  von  Cayley  gegebene  Relation  in  der 
Theorie  der  elliptischen  Functionen. 

E.  Netto:  Zur  Theorie  der  Discriminanten.  H. 


Encyktopädie  der  Naturwissenschaften  herausgegeben  von  Prof. 
Dr.  G.  J&ger,  Prof.  Dr.  A.  Kenngott,  Prof.  Dr.  Ladenburg, 
Prof.  Dr.  vonOppolzer,  Prof.  Dr.  Schenk,  Geb.  Schulrat  Dr. 
Schlömilcb,  Prof.  Dr.  G.  C.  Wittstein,  Prof.  Dr.  von  Zech. 
Breslau.    Edn^d  Trewendt. 

Die  Heransgabe  beginut  mit  1879.  Als  Redactenr  wird  Richard 
Fleischer  genannt.  Was Uotiv  und  Gesichtapnnkte  betrifft,  mttssen 
wir  uns  mit  wenigen  Aeussernngen  von  Trewendts  Jahresbericht  Nr.  1. 
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ttber  die  LeistuDgen  and  Fortschritte  der  Eoc.  d  Nat.  begDQgea. 
Nach  ihm  rauBste  sicli  eine  amfasseude  Darstellnng  aller  Gebieta  der 
Natarwis  Ben  sc  haften  „als  ein  Bedflrfnias  föblbar  machen".  Die  £n- 
cyklopadiö  sncht  die  Reaiiltate  der  neuesten  ForHchnngen  und  Fort- 
schritte aaf  dorn  Gebiete  der  NatumiBsenEchaften  in  zwar  „streng 
wissenschaftlicher",  aber  „für  jeden  Gebildeten  verständlicher  Wei so" 
abersichtlich  geordnet  [wol  zn  bemerken,  nnr  an  die  Ordnung,  nicht 
an  die  Abfassung  wird  diese  grosse  Forderang  gestellt)  „in  eineo 
groBEOD  Babmeu  zn  bringen"  nnd  steckt  sich  das  Ziel,  ein  nach  ein- 
heitt leben  GrundB&tzcn  gcataltotos  Univorsalhandbocfa  der  Natar- 
wissen  Schäften  zn  schaffen  zur  Erleichterung  und  Förderung  des 
Studinms  and  der  Forschung  nnd  „znr  Bildung  einer  Basis,  auf  der 
die  Wissenachftft  weiter  fortgepflanzt  und  ausgebaut  werden  kann  (!)". 
Eb  sind  8  Zweige  der'  Naturwiasenschaft  unterschieden  nnd  in  folgon- 
der  bunten  Ordnung  in  3  Abteilungen  untergebracht:  I.  Botanik,  Mathe- 
matik, Zoologie,  II.  Mineralogie,  Pharmakognosie  der  Pflanzen,  Che- 
mie, III.  Physik,  Aatronomie.  Jeder  hat  einen  besoudern  Redacteor 
nnd  mehrere  Mitarbeiter.  Die  Bearbeitungen  mancher  Zweige  sind 
Handbücher,  uudcrcr  Wörterbücher.  Dem  Ref.  liegt  nur  ein  Brucb- 
Btück  eines  solchen  Handbuchs  vor,  es  ist  Schlömilch's  Handbuch  der 
Mathematik,  4.  und  5.  Band  der  Encyklopädie.  Ein  Teil  ist  von 
Schlömilch  unter  dem  Titel  „analytische  Geometrie",  jedoch  darch- 
weg  synthetisch,  bearbeitet  und  kann  die  analytische  Geometrie  un- 
möglich vertreten;  der  folgende  Teil  hat  Richard  Heger  zum  Ver- 
fasser und  enthält  die  Differential-  und  Integralrechnung.  Auf  Leicht- 
faaalicbkeit  und  Strenge  ist  iu  den  Anfängen  Bicbüich  Mttho  verwandt- 
Im  ganzen  müssen  wir  jedoch  unser  Urteil  dahin  abgeben,  dass  eine 
Bearbeitung  eines  Zweiges  nur  Anspruch  auf  diejenige  WcrtscbUzung 
haben  kann,  die  ihr  als  gesondertem  Wcrko  am  ihrer  Vorzüge  willen 
zukommen.  Die  Zusammengehörigkeit  kann  den  Wert  nicht  erhöhen, 
erscheint  uns  vielmehr  als  ein  Hindemias  iu  der  Auswahl  der  besten 
nnd  dem  iudividucUeu  BedUrfnigs  am  meisten  entsprechenden  Bear- 
beitungen. H. 
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Litterarischer  Bericht 

CCLXXVIII. 


Methode  uad  Principien. 

GnmdzQgo  der  Elementar-Uechanik.  Gemäss  den  Anfordeningcn 
der  philosophischen  Propädeutik  als  Eiuf&hruug  in  die  physikalisthon 
and  technischoü  Wisse nscbaften  für  dcu  Unterricht  bearbeitet  von 
Dr.  Alex.  Wernicke,  Docent  der  Mathematik  und  Philosophie 
a.  d.  herzog],  technischen  Hochschale,  zgl.  am  herzog!.  Gymnasiam 
zn  Braunschweig.  Mit  25  Holzschnitt-Illustratienen.  Brannschweig 
1883.    C.  A.  SchwetGchke  und  Sohu.    446  S. 

Da  nns  der  Titel  einige  Zweifel  einflösst,  ob  wir  es  bei  diesem 
Bnche  mit  dem  Vortrag  einer  wol  gegründeten,  anerkannten  Doctrin, 
vielleicht  nur  in  eigenttlmlichcr  Auffassung,  oder  mit  einer  blossen 
philosophischen  Auslassung  über  dieselbe  zu  tun  hnbcn,  so  liegt  es 
nahe,  zuerst  in  der  Vorrede  Aufklärung  über  die  Idee  des  Verfassers 
zn  suchen.  Diese  wieder  entwickelt  eine  so  harsträubende  Logik, 
dass  man  wo)  geneigt  sein  kann  sie  ganz  bei  Seite  zu  lassen  und  zn 
versnchen,  ob  der  Specialinhalt  klar  geuug  bearbeitet  ist,  um  die 
Vorrede  entbehrlieh  zu  machon.  Denn  möglicherweise  war  der  Ver- 
fasser nur  wonig  befähigt  allgemcino  Gedanken  darzulegen,  mit  den 
besondem  Gegenständen  seiner  Wissenschaft  hingegen  hinreichend 
Tortraut,  um  sie  verständlich  vorzutragen.  Doch  auch  der  Special- 
Inhalt  gibt  ons  den  gewünschten  Aufschlnss  nicht.  Wir  müssen  daher 
das  Gegebene,  ohne  Unterschied,  ob  es  etwa  nur  nebensächlich  sein 
mag,  nehmen  wie  es  vorliegt.  Im  Vorwort,  Oberschrieben:  Zur  Frage 
nach  der  Bedeutung  dos  matbematisch-naturwissenBcbaftlichen  Unter- 
richts —   steht  folgender,   den  Ton  des  Ganzen  ziemlich  kennzeich- 
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nende  Satz:  ,J)a  man  beate  kaum  mehr  zu  lengnen  geneigt  int,  dasB 
dio  Voraussetzung  einer  anbeschrankten  Gesetzmftfiaigkeit  die  erste 
Bedingung  wiasenschaftlicben  ArbeiteuB  ist,  so  hat  der  Atomismns 
seine  culturgeschichtliche  Mission  erfallt,  und  dämm  ist  es  an  der 
Zeit  mit  seiner  metaphysischen  Voraussetzung  ein  für  alle  male  zu 
brechen."  (Vorher  geht  die  Behauptung,  dasa  die  Rolle  der  atomisti- 
Bchen  Weltanschauung  bereits  ausgespielt  sei.)  Mit  solchen  hohlen 
Phrasen  ist  schwerlich  je  ein  wisaenschaftlicher  Schriftsteller  auf- 
getreten. Ein  unabänderlich  entscheidender  Schritt  in  der  wisseD- 
schaftlichen  Forschung  soll  geschehen.  Motiv:  weil  man  kaum  mehr 
geneigt  ist  etc.  Kein  Wort  davon,  wofür  man  sich  zu  entscheiden 
habe;  vorläufig  soll  nur  niedergeriasen  werden.  Dann,  wenn  der  Ato- 
mismua  nur  noch  iils  Schema  für  die  Darstellung  haltbar  sei,  heisst 
CS  weiter,  kflnne  man  untersuchen,  ob  es  nicht  noch  andere  solche 
Schemata  gebe,  welche  einen  gleichen,  vielleicht  grüasern  Nutzen  ge- 
währen und  welche  ausserdem  frei  sind  von  „der  gefährlichen 
Verwandtschaft  mit  dem  Materialiamaa"  (!)  Also  wissen- 
schaftliche Wahrheit  gibt  es  fOr  den  Verfasser  nicht,  sondern  nur 
Tat,  und  zwar  nur  destnictive.  Im  Vorwort  folgt  eine  Hinweisung 
auf  eine  Bemerkung  von  Chr.  Wolff  in  Verbindung  mit  einer  Aeusse- 
rung  von  Stern  beztlglich  auf  die  Einteilung  der  Mochanik,  dann 
einige  Ratschl&go  des  Vcrfasaera  tiber  das  Studium  und  den  Schnl- 
unterricht:  er  empfiehlt,  dass  die  philosophische  Propädeutik  von 
einem  Mathematiker  gelehrt  werde  —  gewiss  mit  gutem  Grunde, 
wenn  einmal  aristotelische  Logik  noch  als  besonderer  UntenicbtS' 
gegenständ  dazu  dienen  aoU,  and  man  nicht  lieber  noch  weiter  gehen 
und  sie  ganz  beseitigen  will ;  denn  in  der  Tat  ist  die  Schul matbematik 
selbst  die  beste  und  oigcntliche  philosophische  Propädeutik,  d.  h.  sie 
erweckt  zuerst  die  Idee  sich  über  seine  Begriffe  gründlich  Bechen- 
Bcbaft  zu  geben,  uud  infolge  dessen  Wissenschaften  philosophisch  zd 
Studiren ,  was  doch  einmal  im  aristotelischen  Rahmen  nicht  möglich 
ist.  Andere  Ratschläge  sind  viel  zu  unbestimmt  ausgesprochen,  z.  B. 
Erweiterung  der  arithmctischon  und  geometrischen  Anschauungen, 
Betonung  des  Gegensatzes  von  Apriorischem  und  Empiriacbem.  Sehr 
unbestimmt  ist  die  Theais  des  Verfassers:  Dio  Physik  kann  und  muss 
der  Vorstellung  von  Moleculen  und  Atomen  entbehren.  Er  eifert 
man  weiss  nicht  wogegen  und  wofOr.  Was  man  gewöhnlich  anter 
Atomen  verateht,  Punkte  mit  Masse  und  Kräften,  wendet  or  selbst 
unbedenklich  in  seiner  Dynamik  an,  im  weaentlichen  gleicherweise 
wie  gewöhnlich,  nur  ist  bei  der  Einführung  eine  gewisse  Unklarheit 
im  Spiele.  Er  sagt  nämlich,  die  Masse  eines  Punktes  müase  unend- 
lich klein  sein ,  weil  der  Körper  unendlich  viele  Punkte  und  one 
endliche  Masae  habe.  „Unendlich  viele"  hat  aber  nur  Sinn,  wess 
wir  dio  Zahl  wachsend  denken-,  es  können  also  nur  beliebig  gedachte 
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Pnnkte  eines  Continuiuns  gemeint  sein.  Diese  gedachten  Punkte  sind 
nicht  Teile  des  Kjtrpers,  daher  ist  ob  falsch  die  Masse  eines  Punkls 
durch  Division  der  Oesammtmasse  darch  die  Anzahl  finden  su  wollen. 
Die  Masse  eines  Pankts  im  CoDtinaam  ist  stets  uull,  nicht  nnendlich 
klein.  Da  indes  die  vorliegende  Theorie  den  Punkten  Masse  beilegt, 
so  handelt  sie  factisch  tüu  Atomen,  «bgleich  die  Worte  der  Ein- 
fQhrnng  nicht  damit  stimmon.  Dasg  nicht  die  Annahmo,  sondern  nur 
die  Vorstellnng  von  Atomen  entbehrt  werden  solle,  kann  nol  nicht 
der  Sinn  der  Theais  sein.  Dies  wird  gewiss  genügen  nm  den  an,  die 
Spitze  gestellten  Satz,  welcher  den  Atomismas  verwirft,  als  gänzlich 
hohl  and  nichtssagend  erscheinen  zu  lassen.  Sollte  ein  so  abspre- 
chendes Auftreten  mehr  als  leerer  Wind  sein,  so  war  wenigstens 
zweierlei  erforderlich:  erstens  musstc  die  entgegengesetzte  Ansicht 
unzweideutig  ausgesprochen,  zweitens  ein  hinreichender  Erfolg  auf- 
gewiesen sein.  Von  beiden  ist  keine  Rede.  Mit  dem  Inhalte  des 
Buchs  steht  der  Inhalt  des  Vorworts  iu  keiner  sichtlichen  Verbindung. 
Das  Bach  ist  eine  sehr  reiche  Sammlung  von  Erfahrungen  des  Ver- 
fassers in  dessen  Studium  der  Mechanik.  Es  besteht  fast  gänzlich 
ans  principicller  Kritik,  welche  die  Kcnntnias  der  gesammteu  Mechanik 
beim  Leser  voraussetzt.  Die  Wortfassung  ist  grösstenteils  klar  und 
exact  und,  mit  Unterstützung  durch  beigefügte  Formel  und  Beispiel 
far  Kündige  verstäudlich.  Obgleich  es  auf  dem  Titel  steht,  ist  doch 
fOr  EinfOhrung,  Unterweisung  und  Uerleitung  nichts  geachchcn  \  da- 
gegen werden  an  einigen  Stellen  elementar  technische  Gegenstände  in 
Kreis  der  Betrachtung  gezogen.  Gerechnet  wird  gar  nicht,  vielmehr 
das  Resultat  unmittelbar  hingesetzt.  Vielleicht  hielt  der  Verfasser 
das  Beiseitelassen  aller  didaktischen  Elemente  fUr  gerechtfertigt,  weil 
es  dafOr  reichlich  LehrbQchcr  gäbe.  Die  Teile  des  Buchs  sind:  A. 
Die  Mechanik  als  Grundlage  der  Physik.  I.  Die  Mechanik.  II. 
Die  Physik.  III.  Die  Aufgabe  der  physikalischen  Mechanik.  B. 
Physikalische  Mechanik.  I.  Die  geometrische  Grundlage  der  Me- 
chanik. II.  Phoronomio.  III.  Die  Dynamik  der  Physik.  IV.  Die 
allgemeine  Theorie  der  physischen  Bewegungen  und  dto  Speci^gc- 
biete  der  Physik.  Hoppe. 


Optik. 

Lehrbuch  der  Spektralanalyse.  Von  Dr.  Heinrich  Kaiser, 
Privatdocent  an  der  Universität  zu  Berlin  und  Assistent  am  Physika- 
lischen Institut.  Mit  87  in  den  Text  gedrnckton  Ilolzschnittou  und 
9  litbogr.  Tafeln.    Berlin  1883.    Jnlins  Springer.    358  S. 


byGoogle 


16  LitUrariteher  Btridil  CCLXXVUl. 

Bei  den  enormen  Porta chritten ,  welche  die  Spectralanalyse  in 
den  letzten  15  Jahren  gemacht  hat,  roasste  ein  Zeitpaskt  ointreten, 
wo  eine  nnivereelte  Bcarbeitnng  für  den  Studirenden,  den  Lehrer  und 
den  Foracher  zam  nnabweiBbareo  Bedürfnias  ward.  Der  Vorfasaer, 
welcher  aich  dieaer' Aafgabc  unterzog,  hat  dieeeu  Zeitpunkt  sicher 
nicht  zn  früh  augeaetzt.  Daa  Material  hat  einen  Umfang  gewonoon, 
der  nicht  mehr  leicht  zu  hehcrrschon  ist,  and  die  darin  gewonnene 
£larheit  ist  bis  zu  einem  Standpunkt  gediehen,  wo  in  nächster  Zeit 
keine  wesentlich  günstigere  Lage  zu  erwarten  steht.  Keine  der 
frDhern  Schriften  kann  die  Steile  einer  solchen  aniversellen  Bearbei- 
tung gentlgend  vertreten.  In  unsem  Lehrbüchern  der  allgemeinen 
Physik  wird  das  so  interessante  Gebiet  der  Spectralanalyse  ausser- 
ordentlich stiefmütterlich  behandelt,  die  neneru  Verauchsmethodeii 
und  Resultate  finden  sich  fast  nirgenda  angegeben,  und  die,  nament- 
lich durch  englische  Porscfacr,  gemachten  Fortschritte  bleiben  meist 
unerwähnt.  Von  den  apeciellen  Werken  über  Spectralanalyse,  deren 
es  eine  recht  grosso  Anzahl  gibt,  verfolgen  die  meiatea  den  Zweck, 
in  ganz  populärer  Form  den  Gegenstand  zu  behandeln;  in  dieser 
Richtung  hat  Roscoo  Ausgezeichnetes  geleistet.  Andere  Werke  sind 
zwar  wissenschaftlicher  gehalten,  aber  sie  betonen  dann  unr  einzelne 
Capitel  oder  einzelne  Richtungen  der  Spectralanalyse;  so  hat  das 
sehr  empfehleDEffcrte  Buch  von  11.  W.  Vogel  nur  die  praktische  Ana- 
lyse, namentlich  die  darch  Absorptionaspectren  im  Aage.  Auch  die 
sehr  starke,  neueste  Auflage  der  Schell en'sciien  Spectralanalyse  lässt 
recht  viel  zu  wünschen  übrig.  Auf  Grund  dieser  im  Vorwort  vom 
Verfasser  ausgesprochenen  Tatsachen  lässt  sich  das  gegenwärtige 
Lehrbuch  als  erst^  dem  genannten  Zwecke  gewidmete  Erscheinung 
betrachten.  Anlass  zur  Bearbeitung  war  ihm  der  eigene  Gebrauch, 
Autrieb  zur  Herausgabe  die  sich  natDrIich  daraus  ergebende  Absicht, 
die  dazu  erforderte  Mühe  des  Durchstndirena  der  unzähligen  in  Zeit- 
schriften verstreuten  Abhandluugcn  dauernd  in  weiterm  Kreise  onti- 
bar  zn  machen,  Gesichtspunkt  der  Abfassung  eratena  dem  Studirenden 
in  kürzest  möglicher  Form  eine  vollständige  Uebersicht  über  die  Ge- 
setze, Metboden  und  Apparate  der  Spectralanalyse  zu  gcheu,  wobei 
zahlreiche  Litteraturuachweise  ein  näheres  Eingehen  auf  einzelne 
Punkte  erleichtern,  zweitens  demjenigen,  der  selbaländige  Forschnngen 
machen  und  zum  weitern  Ausbau  des  Gegenstandes  beitragen  will, 
die  vollständigst  mögliche  Keuutnias  des  bisher  Erreichten  zu  geben. 
Dieser  Bestimmung  entsprechend  enthält  der  Vortrag  keine  analjü- 
sche  Entwickelung ,  stellt  vielmehr  alle  aus  der  theoretischen  Opti^ 
hervorgcheuden  Begriffe  und  Gesetze,  deren  Darlegung  mit  den  ersten 
Elementen  beginnt,  unmittelbar  als  Reaullat  auf.  Die  natOrlicbcn 
Hauptabschnitte  sind:  die  Emission  und  die  Absorption  des  Lichtes. 
Im  ersten  werden  nach  einander  folgende  Themata  bebandelt:  die 
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Aetherwellen,  Herstetlnng  leochteüder  Dämpfe,  Zerlegung  des  Lichtes 
durch  Brechnug,  Spoctrolappantt« ,  Difiraction  des  Lichtes,  Unter- 
Buchougsmethoden  für  daa  nltrurotc  und  ultraviolette  Licht,  Htllfs- 
apparate  zur  SpectraluutersuchuDg ,  Geschichte  der  Spectralanalyse, 
Gesetze  derselben  —  im  zweiten:  Absorption  durch  feste  nnd  Bässige 
Körper,  das  Kirchhof 'sehe  Qesetz,  Absorption  durch  Gase  nud 
Dämpfe,  das  Sonnenspcctrum ,  die  Constitution  der  Sonne,  die  Him- 
melskörper, Lockfer's  Anschauungen  über  Dissociation  der  Elemente, 
qnantitative  Spectralanalyse.  Im  dritten  Abschnitt  werden  die  Spectren 
der  chemischen  Elemente  und  ihrer  wichtigsten  Verbiodnngen  einzeln 
behandelt  H. 


Physik. 

lieber  die  galvanische  Polarisation.  Ton  Emilio  Pirani,  Dr. 
phil.     Mit  einer  Tafel.    BorUn  1883. 

Zweck  dieser  Arbeit  ist  die  Untersuchung,  ob  die  chemische  Natur 
der  Elektroden  einen  Einflnss  auf  die  Vorgänge  der  Polarisation 
habe.  Die  Ansichten  darüber  sind  verschieden;  namentlich  haben 
BufF,  Crova,  Ayrton  und  Peiry,  Hailock,  Einer,  Bartoli  gefunden, 
dass  bei  Sättigung  mit  WasecrstofT  Platin  gleich  Kupfer  wirkt,  die 
Verschiedenheit  der  Metallo  keinen  Einfluss  anf  die  Polarisation  hat; 
doch  liegen  auch  Versuche  mit  entgegengesetztem  Resultat  vor.  Da- 
her findet  der  Verfasser  Anlass,  ausdrücklich  und  allseitig  auf  die 
Frage  einzugeben,  was  bis  dahin  nicht  geschehen  war.  Es  wird  das 
angewandte  Verfahren  beschrieben,  nach  welchem  der  augenblickliche 
Wort  der  Polarisation  mit  äusserster  Schärfe  erkannt  werden  konnte. 
Darcb  Vorversucho  überzeugt  sich  der  Verfasser,  dass  die  Annahme 
einer  Mitwirkung  thermoelektriscbor  Erscheinungen  ausgeschlossen 
ist;  ferner  sucht  er  im  Voltameter  dieselben  chemischen  Processe 
für  Zink  als  eine,  für  verschiedene  Metalle  als  andre  Elektrode  zu 
crzcageu,  ohne  indes  den  gewünschten  Aufschlnss  zu  erhalten.  Die 
eigentlichen  Versuche  ftthren  zu  folgenden  Besultaten.  Die  Polari- 
sation ist  nuter  gewöhnlichen  Umständen  von  der  Natur  der  Elek- 
troden abhängig.  Diese  Abhängigkeit  zeigt  sich  sowol  in  den  Werten 
bei  geschlossenem  Strome  wie  in  den  Verlaufe  der  Abnahme  nach 
Oefhen  des  Stromes.  Sie  besteht  auch  bei  Erwärmung  der  Flüssig- 
keit, ist  also  nicht  anf  Bildung  von  Wasserstoffsuperoxyd  oder  Ozon 
zurückzuführen.  Ein  WasserstofFvorrat  an  der  Anode,  der  den  sich 
entwickelnden  Sauerstoff  bindet,  hebt  jene  Abhängigkeit  nicht  auf. 
Trennung  der  Elektroden,  also   Hinderung  des  HinUberdiffundirens 
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der  dektrolytiachen  Gase,  hebt  die  Abhängigkeit  nicht  auf;  ebenso- 
wenig Trennung  der  Elektroden  durch  eine  Zwischenzolle,  in  der  sich 
siedeDdc  Flüssigkeit  bcüudet.  Äbschlnes  gegen  atmosphärische  Lnft 
dnrch  Benzol  bringt  keine  Aendermig  hervor.  Messung  nater  völli- 
gcm  LuftabschlusB  und  stetem  Anspompen  der  elektrolytiBchen  Gase 
ergeben  immer  noch  eine  Abhängigkeit  Ton  der  Natnr  der  Elektro- 
den. Alle  diese  Vorsichten  vermochten  nicht  ein  UebereiDstimmen 
in  dem  Verhalten  der  verichicdenen  Metalle  hervomibringeD.  Der 
fragliche  EinfluBS  oxistirt  demnacb.  Die  vielen  Zahlenergebnissc, 
welche  am  Schlüsse  in  Tabellen  aufgestellt  sind,  vferden  nnn  mit 
denen  früherer  Arbeiten  verglichen,  und  zn  diesem  Zwecke  manciie 
besondere  Versuche  angestellt,  worüber  der  Ubrige  Teil  der  Scbrift 
berichtet  H. 


Die  modernen  Theorien  der  Chemie  nnd  ihre  Bedentnng  fOr  die 
chemische  Mechanik.  Von  Dr.  Lothar  Moyor,  ord.  Prof.  der 
Chemie  an  der  Universität  Tübingen.  Vierte,  umgearbeitete  Auflage, 
Drittes  Buch:  Dynamik  der  Atome.  Breslau  1883.  Maruschke  n. 
Berendt.    325  8. 

Die  2  vorhergehenden  Bücher,  I.  die  Atome,  II.  Statik  der  Atome, 
sind  im  263.  litt.  Bericht  S.  M.  besprochen.  Das  dritte  ist  erst  ia 
vierter  Antlage  hinzugekommen.  Die  darin  behandelten  Gegenstände 
sind:  der  chemische  Umsatz  und  seine- Ursachen ;  chemischer  Umsatz 
durch  mecbaniscbe  Erschütterung;  die  Wärme  als  Ursache  and  Folge 
des  chemischen  Umsatzes;  chemische  Massen wirkong;  chemischer 
Umsatz  durch  Licht;  chemischer  Umsatz  als  Ursache  und  .Folge  der 
Elektricität ;  die  Stabilität  der  chemischen  Verbindungen.  Dieselben 
Grundsätze,  die  in  den  vorhergehenden  Teilen  galten  und  an  der 
bezeichneten  Stelle  ausgesprochen  worden  sind,  cbarakterisiren  aoeh 
den  neuen  Teil.  Das  Buch  bleibt  gleicher  Weise  fem  einer  An- 
sammlung experimenteller  Tatsachen,  deren  Erklärung  der  Znkanft 
vorbehalten  bleibt,  als  einer  Aufstellung  neuer  Hypothesen.  Die  Ge- 
staltung der  Theorie  ist  das  ausschliessliche  Interesse;  hierin  gebt 
der  Verfasser  mit  äusaerstcr  Vorsicht  soweit,  als  es  nach  neuestem 
Staudpunkt  mit  Sicherheit  möglich  ist.  Insofern  mag  es  genQgen,  die 
bearbeiteten  nenen  Themata  genannt  zn  haben.  H. 


Elektrisches  Formelbuch.  Mit  einem  Anhange  enthaltend  die 
eloktriscbo  Terminologie  in  deutscher,  französischer  und  en^isther 
Sprache.  Von  Dr.  P.  Zech,  Prof  der  Physik  am  Polytecbuikom  ia 
Stuttgart.  Mit  15  ÄbbUdungen.  Wien,  Pest,  Leipzig  1883.  A.  Hart- 
Icben.    (Elektrotechnische  Bibliothek.    Band  X.).    223  S. 
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Das  Buch  enthfilt  die  Elektricitätslehrc  in  alphabetischer  Ordnang 
der  behandelten  Themata,  alle  aötige  Erkl&mag  bowoI  als  die  For- 
meln. £b  ist  dazQ  bestimmt  alloa  das  zn  geben,  was  der  Elektro- 
techniker an  bekannten  Formeln  braucht,  wenn  er  eine  Aofgabe  der 
Elektrotechnik  auf  mathematischem  We^e  lOseu  will ,  und  soll  ihm 
das  Nachschlagen  an  Terachledenen  zerstreuten  Orten  ersparen.  Auf 
eine  durchweg  gleiche  Bezeichnung  derselben  Gegenstände  ist  Bedacht 
genommen  worden,  diese  Bezeichnung  aber  an  jeder  Stelle  erklärt. 
Das  Verzeichnies  der  benutzten  Litteratur  nennt  die  Werke  von  17 
Aatoren  und  6  Zeitschriftea  Dem  Forraelbncb  geht  die  ErklELrong 
sämmtlicher  Einheiten  voraus.  Die  Terminologie  ist  alphabetisch  in 
atlou  3  Sprachen  zugleich,  so  nämlich,  dass  die  ins  Alphabet  passen- 
den Wörter  fett  gednickt  sind,  die  Übrigen  aber  nicht  als  Entree  in 
Anwendung  kommen.  H. 


Die  elektrischen  Mess-  und  PräcisionB-Instmment©  sowie  die 
Instrumente  zum  Stndium  der  elektrostatischen  Elektricität  mit  be- 
sonderer BOcksicht  auf  ihre  Constmctiou.  Ein  Leitfaden  dor  elek- 
trischen Hesskunde  von  Arthur  Wilke.  Mit  59  Abbildungen. 
Wien,  Pest,  Leipzig  1883.  A.  Hartleben.  (Elektrotechnische  Bibliothek. 
Band  VIU.).    247  8. 

Es  werden  die  Grundsätze  und  Metboden  des  Messens  erörtert, 
die  Reductionsformeln  aufgestellt  and  die  Apparate  beschrieben  und 
abgebildet,  Methoden  und  Apparate  natürlich  mit  Auswahl  der  besten, 
neben  deneu  die  zahlreichen  ttbrigeu  keine  Wichtigkeit  haben.  Im 
Buche  geht  voraus  das  lUnstrationsverzeichniss ,  das  alphabetische 
VerzeichnisB  der  Gegenstände,  das  der  Namen  der  Autoren  und  die 
Lehre  von  den  Einheiten.  Es  behandelt  dann  nach  einander;  Alt- 
gemeines  Aber  die  elektrischen  Messungen,  die  Messung  der  Strom- 
stärke, des  Widerstandes,  der  elektromotorischen  Kraft,  der  Ladungs- 
Migkeit,  die  Constanten  der  galvanischen  Batterie,  die  Leitungen, 
elektrischen  Aufwand  und  Leistung,  die  Messung  der  statischen  Etek- 
tricitSt,  Aufstellnng  und  Behandlung  der  elektrischen  Hessinstni- 
mente,  und  im  Anbang  die  absoluten  Masse  der  elektrischen  Grössen. 

H. 


Handbach  der  statischen  Elektridtät  Von  E.  Mascart,  Pro- 
fessor am  Coll^  de  France,  Director  der  meteorologischen  Gentral- 
anatalt  in  Paris.  Dentsche  Bearbeitung  von  Dr.  Ignaz  G.  Wallon- 
tin,  k.  k.  Professor  am  Staatsgymnasinm  im  IX.  Bezirke  Wicn'B, 
ehem.  Frivatdocent  für  mathematische  Physik  an  der  technischen 
Hochschule  in  Brdnu.    Mit  in  den  Text  eingedruckten  HolzBchnitten. 
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Erster  Band.     I.  AbtheUnng.    Wien  1883.     Ä.  Pichler'B  Witwe  o. 
SohD.    539  S. 

Das  Werk  orscheiDt  in  2  Bäadon  zu  je  2  Abteilungen.  Das 
Original,  dessen  Inbalt  hier  mit  reichlichen  Vermehmngen  in  dent- 
sclier  Sprache  ausgegeben  wird ,  ist  1876  nnter  dem  Titel :  „Tnütä 
d'electricitö  statiqno"  erschienen.  Nach  dem  Urteile  dos  Bearbeiters 
kann  dasselbe  als  ein  treffliches  Lehrbuch  sowol  des  eiperimentellen 
als  anch  des  theoretischen  Teiles  der  Elektrostatik  bezeichnet  wer- 
den. Prof.  Mascart  hat  darin  nicht  nur  die  neueren  Arbeiten,  son- 
dern auch  jene  früherer  Experimentatoren  berücksichtigt:  insbeson- 
dere waren  es  die  Coulomb'scben  Versuche,  denen  er  seine  volle 
Aufmerksamkeit  widmete  und  in  einer  anziehenden  Form  vorfahrte. 
Hauptsächlich  in  den  ersten  Capitüln  hat  der  Auter  ein  Kiemlich 
vollständiges  Bild  des  Entwicklungsganges  der  wissenschaftlichen 
Elektricitätslebre  geschaffen;  flberoll  tritt  die  historische  Seite  des 
Gegenstands  deutlich  hervor,  und  diesem  Umstände  ist  es  auch  zo- 
znschreiben,  dasg  z.  B.  in  den  Abschnitten  über  die  Elektrometer 
und  Elektrisirmaschinen  noch  Apparate  eingehend  beschrieben  wer- 
den, die  vor  langer  Zeit  in  Verwendung  standen,  heute  aber  kaum 
mehr  gebraucht  werden  dürften.  Der  Bearbeiter  ist  überzeugt,  dmss 
auch  derartige  Darstellungen  dem  Fachmanne  nicht  nn  will  kommen 
sein  werden.  Er  hat  sich  vor  Ifingerer  Zeit,  angezogen  durch  die 
vielfachen  Vorzüge  des  Originals,  entschlossen,  dasselbe  ins  Deutsche 
zu  übertragen.  Viele  Zusätze  wurden  eingeschaltet,  der  theoretische 
Teil  der  Elektrostatik  vielfach  erweitert  und  umgearbeitet;  doch  sei 
iu  letzterer  Beziehung  bemerkt,  dass  er  immer  nur  die  physikalische 
Seito  der  Theorie  vor  Augen  hatte  und  auf  die  vielen  schönen  Unter- 
suchungen, die  fast  rein  mathematischer  Natur  sind  (z.  B.  in  der 
Theorie  der  ELoktricitätsverteiluug  auf  Couductoren),  weniger  Qewic&t 
legte.  Besonders  sind  es  die  Theorien  der  Potentialthcorie,  die  er 
oft  von  mehreren  Gesichtspunkten  aus  betrachtete.  Die  Lehre  von 
den  Kraftlinien,  von  der  EmissioQ  und  Absorption  des  Eraftflnsses 
leitet  meist  zu  einer  Überraschend  einfachen  und  oleganten  Ldaung 
der  betreffenden  Probleme.  Bei  der  Bearbeitung  dieses  Teiles  hat 
er  seine  Studien  der  Werke  von  Maxwell,  Thomson,  Clansins,  Grinwis 
u.  a.  benutzt.  Dass  die  von  Mascart  und  Joubert  kürzlich  herans- 
gegebenen  Ic^ous  sur  l'^lectricite  et  le  magn6tisme  vielfoch  der  Be- 
arbeitung zugrunde  gelegt  wurden,  durfte  sicherlich  in  der  Tendenz 
Mascart's  liegen,  der  dem  Bearbeiter  die  Einschaltung  von  Zusätzen, 
welche  dem  letzteren  wesentlich  schienen,  ausdrücklich  gestattet  hat. 
Diese  Zusätze  sind  im  Vorwort  sämmtlich  bezeicbuet.  Der  erste 
Band,  von  welchem  die  1.  Abteiinng  vorliegt,  enthält  die  Grund- 
gesetze der  statischen  ElektricitSt,  die  Theorie  der  elektrostatischen 
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PhäDOmeDe  mit  Einschlnss  einer  aasfabrlictien  Theorie  der  Dilek- 
tricität,  die  in  dorn  Originale  felilt,  die  BeschreiboDg  und  Tlieorie 
der  elektrostatischen  lüeesapparate  und  deren  Anwendung  zur  Be- 
stimnlang  der  in  der  ElcktroEtatik  vorkommenden  GrOssou.  Den 
Schlnas  des  ersten  Bandes  wird  eine  eiagchcndo  DarBtellnng  der 
Hethoden  zor  Auswertung  des  Epecifischen  InductionsvermOgens  der 
Dielektrika  bilden.  .  H. 

Lohrboch  der  Elcktricitfit  aud  d^  Magnetismus.  Von  James 
Clerk  Maxwell,  M.  A.  Antorisirto  deutsche  Ueberaetzuug  von 
Dr.  B.  Weinstein.  In  zwei  Bänden.  Zweiter  Band.  Mit  zahl- 
reichen Hotzichnitten  und  7  Tafeln.  Berlin  1863.  Julius  Springer. 
624  S. 

Der  ra^te  Band  Ist  im  275.  litt  Bericht  S.  29.  besprochen.  Der 
zweite  Band  enthält  als  dritten  und  vierten  Teil  den  Magnetismus 
nnd  Elektromagnetismus.  Im  3.  Teil  wird  behandelt:  die  elementare 
Theorie  des  Magnetismus,  magnetiscim  Kraft  und  magnetische  In- 
dnction,  magnetische  Solenoido  nnd  magnetische  Schalen,  inducirte 
Magnetisimng,  specielle  Probtemo  der  magnetischen  Induction,  Webcr's 
Theorie  der  magnetischen  Induction,  magnetische  Messungen,  Erd- 
magnetismus —  im  4.  Teil :  elektromagnetische  Kraft ,  Ampöro's 
Theorie  der  Wirkung  elektrischer  Ströme  auf  einander,  Induction 
der  elektrischen  Ströme,  Induction  eines  Stromes  anf  sich  selbst, 
Bewegttngagleichungen  eines  Systems  mit  einander  verbundener  Agen- 
tieu,  dynamische  Theorie  des  Elektromagnetismus,  Theorie  der  linearen 
elektrischen  Ströme,  Untersuchung  eines  elektromagnetischen  Feldes 
dnrch  seine  Wirkungen  auf  eine  Strombahn,  allgemeine  Gleichungen 
des  dektromagnetischen  Feldes,  elektrische  Einheiten  und  ihre  Di- 
mensionen, Energie  und  Zwang  in  einem  elektromagnetischen  Felde, 
platte  EOrper  (Schalen)  im  elektromagnetischen  Felde,  parallele 
Ströme,  Kreisströme,  elektromagnetische  Instrumente,  elektromagne- 
tische Beobachtungen,  Vorgleichnng  von  Rollen,  elektromagnetische 
Widerstandseinheit,  Vergioichung  der  elektrostatischen  mit  den  elek- 
tromagnetischen Einheiten,  elektromagnetische  Theorie  des  Lichtes, 
Wirkung  des  Magnetismus  auf  das  Licht,  Erklärung  des  Ferromagnc- 
tismns  nnd  des  Diamagnetismus  durch  molecularc  Ströme,  Theorien 
einer  Wirkung  in  die  Ferne.  Der  Uebcrsctzer  hat  häufig  Zsvischon- 
rechnongen  ausgeführt,  die  im  Original  nicht  stehen. 

H. 

Licht  nnd  Wärme.  Von  E.  Gorlaud.  Mit  4  Portraits  und 
126  Figuren  in  Holzstich.  Leipzig  1883,  G.  Freytag.  Prag,  F. 
Tempaky.    312  S. 
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Das  Buch  orscheint  als  XII.  Band  in  der  von  dem  genanntea 
Verlag  unter  dem  Titel:  „Das  Wissen  der  Gegenwart"  heransge- 
gebenen  „Deutschen  UniverBai-Bibüothek  für  Gebildete".  Es  gehört 
XU  dcu  zahlreichen  populären  Schriften  Qber  wissenschaftliche  Gegen- 
stände, die  sich  die  Verbreitung  von  Eenntnision  in  einem  Publicum, 
das  dem  betreffeaden  Studium  fernsteht,  zur  Angabe  mjtchen,  unter- 
gchcidet  sich  aber  rQhmlich  von  der  Mehrzahl  dieser  Schriften, 
welche  auf  Erzeugung  eines  eingebildeten  Wissens  mit  geringer 
Mühe  gerichtet  sind ,  dadurch ,  dass  es  in  vollem  Ernste  den  Leser 
iu  das  Verständniss  einzuführen  sucht  Die  AnsprDche  an  mathe* 
matiache  Vorbildung  sind  sehr  gering,  geringer  als  die  Volksschole 
sich  diese  Bildung  zum  Ziele  setzt:  sie  beschränken  sich  auf  die- 
jenigen Begriffe  und  Kenntnisse,  die  im  gemeinen  Leben  und  im 
Umgange  unter  Gebildeten  Überall  in  Anwendung  kommen.  Dagegen 
wird  erstlich  vorausgesetzt  ein  stetiges,  nicht  von  irrigen  VorstoUuageii 
voreingenommenes  Denken,  da  sich  der  Vortrag  auf  Correction  nnd 
Nachhülfe  für  Schwache  nicht  einlässt,  und  zweitens  der  beharrliche 
Wille  der  Erklärung  za  folgen.  Wie  oft  die  Grenzen  des  letztem 
bei  den  meisten  Lesern  hier  überschritten  werden,  müssen  wir  dahin 
gestellt  sein  lassen.  Das  Bnch  umfasst  die  Umrisse  des  gesamml«n 
heutigen  Lehi^ebäudes  dargestellt  durch  Erklärung  der  instractivatea 
Funkte  ohne  viel  Detail.  Die  Erklärung  stützt  sich  hauptsächlich 
auf  gut  gewählte  Beispiele  und  wendet  alle  Mittel  der  Verdeutlichnng 
bald  in  grösserer  Aasführlicbkeit,  wo  es  oben  nötig  ist,  bald  in  eiD- 
fachom,  entsprechend  kurzem  Ausdruck,  mit  Anwendung  leicht  zu 
übersehender  Abbildungen,  an.  Auch  für  Kundige  mag  wol  das  Buch 
iu  Anbetracht  des  darin  entfalteten  methodischen  Geschicks  von  In- 
teresse sein.  H. 


Vermischte  Schriften. 

American  Jourual  of  Mathomatics,  Edited  byJ.  J.  Sylvester. 
Publishcd  under  the  Auspices  of  tho  Johns  Hopkins  University. 
llQayyiäxtov  ^key^oe  ov  ßktnoiiivmv,  Volumo  V.  Baltimore  1882. 
(Ageuts  Cushiug  and  Bailey). 

Der  ä.  Band  enthält  folgende  Abbandlnngeu : 

J.  J.  Sylvester:  Ueber  Subinvarianten,  d.  i.  Halb-Invarianten 
für  binäre  Quantics  von  unbegrenzter  Ordnung.  —  Tafeln  der  erzeu- 
genden Functionen,  redncirt  und  repräsentativ  für  gewisse  ternäre 
Systeme  binärer  Formen.  —  Eine  constmctive  Partition stheorie ,  ge- 
ordnet in  3  Acte,  einen  Zwischenact  und  einen  Schlussact. 
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Faa  de  Bruno:  Einige  ÄDwendangoD  der  Theorie  der  bintlreu 
Formen  anf  elliptische  FunctioDen.  —  Ucbor  die  EotwickeluDg  der 
ratioDalen  Functionen. 

Benj.  AlTord;  Ereia-  and  Kegelschnitt. 

W.  P.  Dnrfee:  Tafeln  der  aymmetrischeo  Fnnctioncn  12.  Gra- 
de*. —  Die  Anfstellnng  eymmetrlBCber  Functionen  in  Tafeln. 

Tb.  Craig:  Note  ober  die  Gegenfussdäche  eines  Ellipsoids.  -— 
lieber  eine  ©Fnnctions-FonnGl. 

A.  Caylej:  Eine  Abhandlung  ober  die  abelscheu  und  SFunc- 
tionen. 

W.  E.  Story:  Ueher  die  uichteuklidiBcho  Geometrie.  —  Uebor 
nichtenklidische   Eigenschaften  der  Kegelschnitte. 

F.  Franklin:  Ueher  kabische  Gurren. 

J.  Hammond:  Ueher  die  Lösung  der  DiffereutialgloichuDg  von 
„Quellen". 

G.  S.  Ely:  Bibliographie  der  bemoollischen  Zahtoa.  —  Einige 
Noten  aber  bomonllische  und  eulersche  Zahlen. 

J.  Hagen:  Uober  Division  von  Keihen. 

£.  W.  Davis:  Eiu  Ausdruck  fttr  die  Coordinaton  eines  Punkts 
auf  einer  Zneikuotencurve  4.  Grades  als  rationale  Functionen  der 
elliptischen  Functionen  von  variabelem  Parameter. 

A.  W.  Haie;  Tafeln  zur  Erleicbtorung  der  Bestimm ung  empiri- 
scher Formeln. 

Dominica  Turazza:  Von  einem  nenen  Theorem  bezüglich 
anf  die  Rotation  eines  Körpers  um  eine  Axe.  H. 
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Cie8Chleht«  der  Hathematlk  und  Physik. 

Bergk,  Th,,  5  Abhandlaugon  zur  Qeschichtfi  der  griech.  Phi- 
losophie u.  Astronomie.  Hrsg.  v.  G.  Hinriclia.  Leipzig,  Fnes.    4  Mk 

Schellen,  H.,  d.  clektromagnet.  Telegraph  ia  den  HauptstadiGn 
».  Katwicklung  etc.  6.  Afl.  3.  Lfg.  Brauaschweig,  Viowcg  &  S. 
3  Mit. 

Methode  und  Frlncipien. 

Jacobson,  J.,  die  Axiomo  d.  Geometrie  n.  ihr  „philosoph. 
UuterBucher"  Ucrr  Bcddo  Erdmauu.  Königsberg,  Beyer.    1  Mk.  60  Pf- 

LehrbBoher,  Samniliui^eD  nad  Tnbellen. 

Adam,  V.,  Taschenbach  d.  Logarithmcu  f.  Mittelschaten  etc. 
10.  Afl.    Wien,  Bormann  &  Altmanu.    geb.  1  Mk.  20  Pf. 

Gauss,  G.,  östoU.  TolIst  logarithm,  n.  trigonometr.  Tafeln. 
18.  Ad.    Halle,  Strien.    2  Mit. 

Janko,  F.,  Sammig.  algebraischer  Aufgaben.  Domburg,  Bac- 
incistcr.    3  Mh. 

—  Auflösungen  dazu.    Ebd.    15  Pf. 

Kloyür,  A.,  vollst,  gelüste  Anfg, -Sammig.  a.  allen  Zweigen  d. 
Ri-chenkunst  otc.    68  —  75.  Uft.    Stuttgart,  Maier.    ä  25  Pf, 

Schellen,  U.,  Aufgaben  f.d.  thcorct.  u.  prakt.  Rechnen.  l.Tl. 
17.  AH.    Münster,  Copponrath.    2  Mk. 

—  dass.  Materialien  dazu  f.  den  Gebrauch  d.  Lehrers.  9.  Afl. 
Kbd.    4  Mk. 

Arithmetik,  Algebra  und  relno  Analfsis. 

Adam,  K.,  der  Rechenlehrer.  Nene  Anleitg.  zum  mcthod.  Un- 
terricht im  Itechueu.  1.  Tl.  7.  u.  Ö.  Lfg.  Berlin,  Tb.  Hofmwin. 
ä  50  Pf. 
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Baner,  G-,  v.  der  Hesse'schen  Determinante  der  IIoBBe'scben 
Flache,  e.  Fläche  3.  Ordnnng.    Mflncben,  Frctnz.    bO  Pf. 

BnDkofer,  W.,  die  ersten  Elemente  der  DcterrniiiaiitentbeoFic. 
Tanborbischofsfaeim,  Lang.    50  Pf. 

—  die  kompleie  Zahl,  in  Dialogen  elementar  orlfiutert.  Ebd. 
1  Mk. 

Qloor,  G.,  methed-prakt.  Lcbrg.  z.  Rechnungs-Uoteir.  ZQricb, 
Meyer  &  Z.    80  Pf. 

Haberl,  J.,  Lehrbuch  d.  allgem.  Arithmetik  a.  Algebra.  4.  Afl. 
Wien,  Br&umüHer.    5  Mk.  20  Pf. 

Landmesser,  W.  F.,  Rechenpraktik  od.  d.  abgekürzte  Rech- 
nen z.  Gebr.  in  Schulen  u.  Gescb&ftsTerkehr.  2.  Afl.  Weinhcim, 
Ackermann.    1  Mk.  80  Pf. 

Lie,  S.,  Unt£rgtichgn.  ttb.  Differentialglcicbnngen.  1.  a.  11. 
Cbristiania,  Dybwad.    ä  30  Pf. 

Lindstedt,  A.,  Beitrag  zur  Integration  der  Differentialglei- 
changen  d.  Störungstheorie.    Leipzig,  Voss  S.    70  Pf. 

Neumann,  K.  W.,  Lehrbuch  der  aligem.  Arithmetik  u.  Algebra 
f.  höhere  Lehranstalten.  &.  Afl,  Leipzig,  Langowicschc.   2  Mk,  80  Pf. 

Baecbke,  W.,  flb.  d.  Integration  d.  Differentialgleichungen  1. 
Orduung,  in  welchem  die  unabhaug.  Veränderlicbo  explicite  nicht 
verkommt,  durch  eindeutige  Functionen.  Heidelberg,  Winter's  U.-Q. 
1  Mk.  60  Pf. 

Schreiner,  J.  E.,  Lehrb.  d.  Algebra.  Fui  Lebrerbildungsanst. 
u.  z.  Selbstbelehrg.  raethod.  bearb.    Eichstätt,  Stillkrauth.    3  Mk. 

Geometrie. 

Bohse,  W.  H,,  die  daratelJende  Geometrie.  2.  Tl.  4.  Afi. 
Leipzig,  Knapp.    1  Mk.  50  Pf. 

Borger,  G.,  Lehre  der  Perspektive  in  kurzer,  leicht  fasslichcr 
Darstellung.    7.  Afl,    Leipzig,  Scholtze.    2  Mk.  40  Pf. 

Dornbeim,  Leitfaden  d.  analytischen  Geometrie  f.  d.  1.  Klasse 
d.  RcalgymnaBicn  n.  Obcr-Realschnlen.    Minden,  Bruns.    60  Pf. 

Eanffmann,  E.  F.,  Theorie  n.  graph.  Darstellung  der  ebenen 
u.  sphär.  Epicfcloiden  sanimt  deren  Anwendung  auf  Zahnräder-Werke. 
Anb.  zn  Leroy's  darstell.  Geometrie.    N.  A.    Stuttgart,  Koch.  2Mk. 

Krimmol,  0.,  die  Kegelschnitte  in  element.  n.  geometr.  Be- 
handlung.   Tahingen,  Laupp.    2  Mk.  60  Pf. 

Lie,  S.,  BcBtimmg.  aller  Raumcnrvcn,  deren  KrQmmnngsradius, 
Torsionsradius  d.  Bogenlänge  dnrch  e.  beliebige  Relation  verknüpft 
siud.    Cbristiania,  Dybwad.    30  Pf. 

Meyer,  F.  W.,  Apolarität  u.  rationale  Cnrven.  E.  systcraat, 
Vomntersncbg.  zu  e,  allgem.  Theorie  d.  linearen  Räume.  Tübingen, 
Fnes.    12  Mk. 
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Schlömilcb,  0.,  Ornndzüge  e.  wiasenBcbaftlichon  DonteUang 
der  Geometrie  des  Masses.  1.  Hft.  Planimetrie.  6.  Aß.  Leipzig, 
Tcubncr.    2  Mk. 

Sievors,  J.,  knrzgef.  planimote.  Wiedorholnngaheft.  Frankan- 
berg,  Kossberg.    50  Pf. 

GeodBde. 

PublicatioD  d.  kg),  preoss.  gcodät  Institutes.  Astronom .-geod&t. 
Arbeiten  in  d.  J.  1881  u.  1882.    Beriin,  Friedberg    &  M.    15  Mk. 

Schell,  A. ,  die  Methoden  der  Tachymetrie  bei  Anwendg.  e. 
OcQlar-Filiar-Scliraaben- Mikrometers.  Wien,  Seidel  &  S.  1  Mk.  60  Pf. 

Scbrciber,  P.,  Handb.  d.  barometr.  Höheamessgo.  2.  Asg. 
m.  Atlas.    Weimar,  B.  F.  Voigt.    4  Mk.  50  Pf 

Mechanik, 

Herrraann,  G.,  d.  Reibungswinkcl.  Aachen,  Mayer.  2  Hk. 
50  Pf. 

Luttig,  E.,  die  Bew^g.  e.  starren  gleichmassigcn  Maaae  be- 
legten Geraden  aaf  Cylindcrfläcbcn ,  speciell  auf  e.  parabolischen 
Cylinder,  anter  dem  Einflass  der  Schwere  n.  von  Anfongsstösseo. 
Jona,  Neuenliahn.    2  Mk. 

Wernicke,  A,  Grandzügo  d.  Elementar-Mecbanik.  Brann- 
Bchweig,  Schwetschke  &  S.    4  Mk. 

Technik. 

Burmoster,  GrundzOge  der  Reliefperspectivc,  nebst  Anwendg. 
zur  Herstellg.  rcHefperapoctir.  Modelle.  Leipzig,  Teubner.  geb. 
2  Mk. 

Gezeitentafeln  f.  d.  J.  1884.  Hydograpb.  Amt  d.  k^s.  Admira- 
lität   Beriin,  Mittler  &  S.    1  Mk.  60  Pf. 

Graetz,  L.,  die  Electricitftt  n.  ihre  Anwendgn.  z.  Beloachtg. 
Kraftühertrt^g.,  Metallurgie,  Telephonie  s.  Telegraphie.  Stuttgart, 
Engelliorn.     7  Mk. 

Lasp^c,  A.  de,  Gmndangab.  d.  maier.  Perspektive  n.  die  An- 
wendgn. derselben.    Wiesbaden,  Bischkopff.    3  Mk. 

Raetz,  TL,  prakt.  Anleitg.  z.  Projectionslehra  f.  Eanst-,  Ge- 
werbe- n.  Fachschulen.  3.  Afl.  Strassborg,  Schultz  &  Co.  1  Uk. 
50  Pf. 

—  Geometrie  f.  Künstler  q.  Handwerker.  9.  Afl.  Mit  Atlas. 
Ebd.    Gart.    5  Hk. 

Revolution,  die  elektrotechnische.  Popnlftr-wissenschaftl.  dar- 
gestellt V.  e.  Fachmann.    3.  Afl.    Manchen,  Pollner.    2  Hk. 

Schwartze,  Tb.,  EatechismaB  d.  Elektrotechnik.  2.  AB. 
LeipÄg,  Wober.    Geb.  4  Mk.  50  Pf. 
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Scilw&rtze,  Th„  Ttüephon,  Mikrophon  a.  Radiophon.  Mit 
bes.  Rücksicht  auf  ihre  Auwendg.  in  d.  Prasia.  Wien ,  Uartleben. 
S  Mk. 

Ueber  den  Natzeffect  inagnetr,-elektr.  Maechiaen,  inebes.  bei  d. 
elektr.  Kraftübortragg.    Von  M.  R.  H.    Münster,  Aschendorff.  50  Pf. 

üliland,  W.  U.,  das  elektr.  Licht  u.  die  elektr.  Beleuchtung. 
2—4.  Lfg.    Leipzig,  Veit  &  Co.    ä  80  Pf. 

Zacharias,  J.,  die  ctoktr.  Leituugen  a.  ihre  Anlagen  f.  alte 
Zwecke  d.  Praxis.    Wien,  Hartleben.    3  Mk. 

Erd-  und  Hlmmelsknnde. 

Fortschritte,  die,  d.  Meteorologie.  Nr.  8.  1882.  Cöln,  Mayer. 
2  Mk. 

Hellmann,  (i.,  Repertoriam  d.  dtachn.  Metereologie  etc.  v.  d. 
ältesten  Zeiten  bis  z.  SchloBs  d.  J.  1681.  Leipzig,  EngoimaDD. 
14  Mk. 

Jahrbuch,  Berliner  astronom.,  f.  188Ö  m.  Ephemeriden  d.  Pla- 
neten (1)  —  (22Ö)  f.  1683.  Hrsg.  v.  dem  Rechen-Institut  d.  kgl. 
Sternwarte  zu  Berlin  nnter  Leitg.  T.  F.  Tietjen.  Berlin,  DUmmler' 
12  Mk. 

Littrow's  Wunder  d,  Himmels  etc.  7,  Äfl.  v.  E.  Weiss.  11. 
0.  12.  L%.    Berlin,  Hempel.    k  öO  Pf. 

Miller-Hanenfels,  A.  R.  v.,  tbeoret.  Meteorologie.  Wien, 
Spielhagen  &  Seh.    4  Mk. 

Nachrichten,  astronom.  Hrsg.  v.  A.  KrQger.  106.  Bd.  (24  Nrn.). 
Nr.  2521.    Hamburg,  Mauke  S.    prcplL  15  Mk. 

Overzier,  L.,  Wetterprognose  f.  jeden  Tag  d.  Monate  Jnni 
1883.    Cöln,  Lengfeld.    1  Mk. 

Pein,  A.,  Aufgaben  der  spbär.  Astronomie,  gelöst  durch  pla- 
nimetr.  Konstruktion  n.  m.  Hülfe  d.  ebenen  Trigonometrie.  Leipzig, 
Tenbner.    1  Mk.  20  Pf. 

Pfeil,  L.,  Graf  t.,  kometischo  StrCmongen  auf  der  Erdober- 
fläche.   3.  Afl.    Berlin,  Hempel.    6  Mk. 

Vierteljahrsschrift  d.  astronom.  Ges.  Hrsg.  v.  E.  Schönfeld  n. 
A.  Winuecke.    18.  J.    1.  Hft.    Leipzig,  Engelmann.    2  Mk. 

Phfilk. 

Abendrotk,  W.,  Leitbden  d.  Physik  m.  Einechluss  der  ein- 
fachsten Lehren  d.  Chemie  n.  mathemat.  Geographie.  1.  Kurs. 
Leipzig,  Hirzol,    2  Mk. 

Hanck,  W.  Ph.,  die  g^van.  Batterien,  Aecnmnlatoren  u. 
Thermosäulen.    2,  Afl.    Wien,  Hartleben.    3  Mk. 
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Eump^or,  D.,  üb.  d.  Messung  electr.  Kräfte  mittelst  d.  electr. 
Fliierades.    Berlin,  Friedländer  &  S.    1  Mk. 

Lisauer,  J.  A.,  Skizze  e.  Theorie  d.  Elektromotoren  u.  Elek- 
tromaachiuen.    Wien,  Spielhagen  &  Scb.    1  Mk.  60  Pf. 

Alascart,  E.,  Handbuch  d.  etat.  Elektricität.  Dtsche.  Bearb. 
V.  J.  G.  Wallentin.  1.  Bd.  1.  Abth.  Wien,  Pichler'a  W.  &  S- 
U  Mk. 

Maxwell,  J.  C,  die  Elektrizität  in  olementarer  Behandlung. 
Hrsg.  V.  W.  Garnett.  Uebera.  t.  L.  Graetz.  Braunschweig,  Vieneg 
ÄS.    4  Mk.  50  Pf. 

—  Lchrbnch  d.  Electricitftt  n.  d.  Magnetismns.  Uebera. 
V.  B.  Weinstein.    2.  Bd.    Berlin,  Springer.    14  Mk.;  cplt  26  Mk. 

Nenmann,  F.,  Einleitung  in  die  tbeoret.  Phyaik.  VorlesuBgeti. 
Hrsg.  V.  C,  Pape.    Leipzig,  Tenbner.    8  Mk. 

Sattler,  A.,  Leit^idon  der  Physik  u.  Chemie.  Ftkr  die  oberen 
Klassen  v.  Bürgerschulen.  3.  Afl.  Braunscbweig,  Tieweg  &  Sohn. 
Cart.    80  Pf. 

Stewart,  B.,  Physik.  DUche  Asg.  v.  E.  Warburg.  3.  Afl. 
Strasaburg,  Trtlbner.    80  Pf. 

Vermlgelite  Sol>rift«n. 

Abhandlungen  der  kgl.  Akad.  d.  Wissensch.  zu  Berlin.  Mathem. 
Abhaudl.    Ans  d.  J.  1882.    Berlin,  DUmmler.    Cart.    6  Mk.  30  Pf. 

Abbaudlnngen  der  mathemaL-physikal.  Classe  d.  kOnigl.  hayer. 
Akademie  der  Wissenschaften.  14.  Bd.  2.  Abth.  Mflnchen,  Franz. 
7  Mk. 

Acta  mathematica,  brsg.  v.  0.  Mittag- Lefflcr.  II,  Bd.  (4  Hfle.). 
1.  lieft,    Berlin,  Mayer  &  Müller,    prcplt  12  Mk. 

Aunolcn,  mathematische.  Hrsg.  v.  F.  Klein  n.  A.  Mayer.  22,  Bd. 
(4  Hftc.).     1.  Heft    Leipzig,  Tcubncr.    prcplt  20  Mk. 

Beyda,  H.  F.  Th.,  mathomat  Beschäftigungen  aus  früheren 
Jahren.    lU.    Stuttgart,  Metzler.    3  Mk. 

Burckhardt,  W,,  mathemat  Unterrichtsbriefe,  47 — 50.  Briof. 
Leipzig,  Gressner  &  Scb.    &  50  Pf. 

Denkschriften  der  kaiscrl.  Akad.  d.  Wissonsch.  Mathemat.- 
naturwiss.  Classe.    45,  Bd.    Wien,  Gerold's  8.    44  Mk. 

Uolroboltz,  H.,  wissonschaftl,  Abhandlgu.  2.  Bd,  2,  Abtli. 
Leipzig,  Barth.    10  Mk, 

Mann,  F.,  Abhandlgn.  aus  d.  Geb.  d.  Mathematik,  Wfirzbnrg, 
Stahel,    1  Mk.  20  Pf. 

Sitzungsberichte  der  mathemat, -physikal,  Classe  d.  k.  h.  Akademie 
d.  Wisäenscb.  zu  München.  J.  1883.  1.  u.  2.  Hft  München,  Franz. 
ä  1  Mk,  20  Pf. 

Sitzungsberichte  d.  kaiserl.  Akademie  d-  Wisscnsch,  Mathemat.- 
naturwissensch.  Classe.  2.  Abth,  86.  Bd.  4,  u.  5.  Uft  Wien,  Ge- 
rold's S,    4  Mk.  90  Pf. 
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Lilteranttitr  Btrichl  CCUtXJX. 


Litterarischer  Bericht 

CCLXXIX. 


Ijehrbücher,  Sammlungen  und  Tabellen. 

L«hrbncli  der  Arithmetik  zum  Gebrauch  an  niedern  nnd  höhern 
Lehranstalten  nud  beim  Selbststadium.  Von  B.  E-  Richard  Scha- 
rig.  In  drei  Teilen.  Erster  Toil:  Spezielle  Zahlenlehre.  (Zngleich 
ein  Handbuch  für  yolksgchullehrer.)  Leipzig  1383.  Friedrich  Brand- 
Btetter.    266  3. 

Das  vorliegende  Lehrbnch  hat,  weniger  nach  dem  Torwort  als 
nach  dem  Ausfall  der  Bearbeitung  zu  urteilen,  die  Bestimmung,  ein 
Beitrag  oder  Entwurf  zu  einer  ideellen  Methode  zu  sein.  Es  ist 
seiner  Abfassung  sehr  zustatten  gekommen,  dass  der  Verfasser  keinen 
Grand  gefunden  hat  besondere  Bttcksichten  auf  Gewohnheiten  der 
Schüler,  deren  Trägheit  zum  Denken,  hegrenzto  Ziele  der  Unterrichte- 
anstalten nnd  mancherlei  fremdartige  Motive  bei  der  EinfOhrnng 
einfliessen  zu  lassen.  Sie  lehnt  sich  an  kein  fertiges,  in  Ansehen 
stehendes  Werk  an,  sondern  lässt  sich  allein  durch  die  allgemeinen 
Gesichtspunkte  und  Fordeningen  des  Unterrichts  leiten.  Andrerseits 
ist  Bio  soweit  entfernt  mit  Nichtbeachtung  oder  Verwerfung  der  bis- 
herigen Leistungen  die  Arbeit  der  Aufsuchung  der  besten  Methode 
von  vorn  anzufangen,  dass  sie  nicht  nur  den  erreichten  Standpunkt 
der  methodischen  Gestaltung  in  vollem  Masse  einnimmt,  sondern  sich 
Dicht  einmal  durch  eigenartigen  Lehrgang  von  den  gewöhnlichen 
Lehrbflchem  weientlich  unterscheidet  Was  sie  chanikterisirt  und 
ihren  Vorzag  ausmacht,  ist  nur  die  anf  aUe  sich  dem  Rechner  dar- 
bietenden Fragen,  praktische  wie  doctrinäre,  sorg^tig  eingehende 
erschöpfende  Behandlung  des  Lehrstoffs.    In  Betreff  der  doctrintkren 
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Fragen  ist  anf  exacte  LfiBung  und  einiachen  coTrecten  Anadnick  viel 
Fleisa  verwandt.  Der  Verfasser  sagt  im  Vorwort,  dasa,  wenn  Man- 
ches in  logischer  Forderung  für  den  SchOIcr  zu  weit  za  gehen  scheine, 
wenigstens  der  Lehrer  über  alle  einschlagende  Fnnkte  sich  Klarheit 
aneignen  müsse.  Die  praktischen  Fragen  erstrecken  sich  anf  Rech- 
nnngsschema,  ahgekürzton  Algorithmus,  Rechnungsvorteile ,  Mnemo- 
technik a.  8.  w.  Die  Auaftthrlichkeit  in  beiderlei  Dingen,  obschon 
ohne  Wortflbeifluss,  hat  den  groBBen  Umfang  des  Baches  zawege  ge- 
bracht, so  dasB  Bchon  die  Lehre  von  der  Addition  ohne  BrOche, 
ohne  negative  Zahlen,  ohne  Dccimal-AIgoritlimQS  einen  beträchtlichen 
Baum  einnimmt  Der  vorliegende  1.  Teil  ist  überschrieben:  „Spe- 
cielle  Zahleolehre",  sofern  er  sich  nicht  die  Theorie  der  BDchstaben- 
rechnung  zur  Aufgabe  macht  j  doch  ist  er  dem  Hauptinhalt  nach 
ebenso  aligemein  theoretisch  wie  letztere  und  wendet  auch  vielfach 
Buchstaben  znr  Formalirnng  und  Beweisführung  an.  Er  handelt  von 
Addition,  Snbtraction,  Kultiplicatiou  and  Division  der  ganzen  Zahlen, 
gemeinen  and  Decimalbrüchen,  als  absoluten  Zahlen,  erst  am  Schlosse 
von  positiven  und  negativen.  Der  einleitende  erste  Paragraph  be- 
schränkt sich  hierauf  nicht,  sondern  gibt  eine  begriffliebe  Uebcrsicfat 
Über  die  gesammte  Arithmetik.  Es  ist  hervorzuheben,  dass  die  noch 
bis  heute  in  die  meisten  Lehrbücher  der  Arithmetik  gedankenlos 
traditionell  aufgenommene  falsche  Definition  des  Rechnens  als  Vor- 
bindung  von  Zahlen  hier  der  richtigen  Platz  gemacht  hat:  dasBech- 
neu  wird  nicht  nar  als  Transformation  definirt,  sondern  auch  durch- 
weg als  solche  anfgefasst  und  behandelt.  Der  natürlichen  Entstehung 
der  Operationen  mit  successiver  Erweiterung  des  Zahlbegrifb  ent- 
spricht implicite  der  Vortrag,  doch  macht  er  nicht  darauf  aufinerk- 
sam,  verhftUt  eher  die  Beziehung. 

Während  aber  das  Lehrbuch  fast  in  allen  Punkten  sich  tadelfrei  er- 
weist und  manche  Vorzüge  besitzt,  ist  ein  Capitel  darin  voll  von  den 
gröbsten  Fehlern,  nämlich  die  Lehre  von  den  unendlichen  Qrdssen. 
Diese  Lehre  in  ein  Lehrbuch  aufzunehmen,  welches  die  Zahl  durch- 
weg als  eine  unveränderliche  behandelt,  war  nicht  der  mindeste  Grund, 
auch  kommt  in  der  Tat  keine  Anwendung  der  falschen  Sätze  vor. 
Der  Verfosser  bat  die  Lehre  vom  Unendlichen  gänzlich  misverstanden 
and  stellt  seinen  Irrtum  in  solcher  "Weise  bloss,  dass  er  von  jedem 
Schüler  mit  seinen  eigenen  Worten  geschlagen  werden  kann.  Das 
Unendliche  wird  mit  den  Worten  eingeführt:  ,,Addirt  man  Einheiten 
ohne  AnfhAren,  so  dass  ihre  Zahl  eine  unbegrenzte  ist,  so  erhält 
man  die  Zahl  „unendlich  gross"  die  mit  od  abgekürzt  wird."  Wer 
es  versuchen  will,  ob  er  sie  erhält,  addiro  also  sein  Lebentangl  Hier 
ist  CS  niiverhtült  ausgesprochen,  dass  <a  eine  Zahl  sei.  Die  IrrtOmer 
und  Widerspruche,   welche    die   nun   folgenden   Aufstellungen   anter 
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dieser  TorenssetZQDg  enthaltea,  aaCsaweisen  hat  keio  Interesge;  es 
ist  DDr  zn  TerwonderD ,  wie  man  hentzntage  noch  einer  solchen  Un- 
kenntnisB  begegnen  kann,  wie  sie  z.  B.  in  dem  Salze:  „Uncndlicli 
kleine  Grössen  nnter  sieb  allein  verglicben  stehen  im  endlichen  Ter- 
b&ltnias"  —  bier  zntage  tritt.  Nur  was  der  Verfasser  aber  die  Nall 
sagt,  wollen  wir  noch  kurz  besprechen.  Er  erklärt  sie  erat,  bevor  er 
vom  Unendlichen  handelt,  and  ohne  Beziehung  dazu,  als  Zeichen  fCr 
„Nichts",  bemerkt  aber  dazu,  dass  diese  Bestimmung  nicht  wissen- 
schaftlich  sei.  Gegen  die  Erklärung  ist  nnn  weder  vom  vulgären 
noch  vom  wissen  schaftlichen  Standpunkt  etwas  einzuwenden,  sofern 
die  Arithmetik  nur  von  Quantitäten  bandelt,  was  auch  bei  der  be- 
nannten Zahl  gilt.  Null  ist  in  der  Tat  identisch  mit  Nichts  als 
Quantität;  man  darf  nur  den  Satz  nicht  dahin  verdrehen,  Null  sei 
keine  Quantität;  denn  das  hiesse,  Null  sei  etwas  andres  als  eine 
Quantität.  Doch  diese  Undeutlichkeit  ist's  nicht,  was  der  Verfasser 
meint.  £r  lehrt  vielmehr,  die  Null  mflsse  als  unendlich  kloin  aut- 
gefasst  werden.  Er  lässt  also  das  Richtige,  das  er  versteht,  fahren, 
greift  nach  dem,  was  er  uiqht  versteht  und  verfällt  auch  sogleich  in 
den  berKchtigten  Irrtum,  die  Verwechselung  von  Function  und  Grenz- 
wert. Auffallend  ist  es,  dass  er  die  Herleituug  des  Null -Begriffs 
durch  Zurück  Verfolgung  der  Zahlenreihe,  also  durch  Snbtraction  ganz 
iguorirt  Vielleicht  war  es  ihm  unbequem,  dass  dann  die  Idee  der 
Negativen  eher  angeregt  würde,  als  er  davon  sprochen  wollte.    H. 


Leitfaden  für  den  geometrischen  Unterricht  Zum  Gebrauche  an 
höheren  Unterricbtsanstalten  bearbeitet  von  Dr.  Richard  Heger, 
a.  0.  Honorarprofessor  am  KOnigl.  Polytechnikum  und  Oberlehrer 
am  Wettdner  Gymnasium  zu  Dresden.  Dritter  Teil:  Stereometrie. 
Mit  165  —  Vierter  Teil:  Analytische  Geometrie  der  Ebene.  Uit 
33  in  den  Text  gedruckten  Holzschnitten.  Breslau  1883.  Eduard 
Trewendt.     149  +  91  S. 

Der  erste  Teil:  Planimetrie,  and  der  zweite:  Trigonometrie,  sind 
im  274.  litt.  Bericht  S.  17—19  besprochen.  Die  Methode  der  Ste- 
reometrie bat  manches  eigentOmliche.  Die  Definition  des  Flächen- 
winkels  stützt  sich  nicht  constractiv  aaf  den  Begriff  des  ebenen 
Winkels,  sondern  wird  analog  diesem  neu  gebildet,  der  ihn  messende 
ebene  Winkel,  genannt  Normalschuitt ,  erst  nachher  als  ihm  gleich 
nachgewiesen,  die  normale  Stellung  durch  den  rechten  Fl&chenwinkel 
orkll^  Dieses  Verfahren  ist  in  der  Tat  vom  Gesichtspunkt  der 
Systematik  und  der  Beherrschung  des  Lehrstoffs  dem  Euklidischen 
vorzuziehen.  Auch  wenn  man  die  schiefe  Stellung  erst  nach  der  nor- 
malen bebandeln  wollte,  würde   es   angemessener  sein,   die   gleiche 
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Stellnng  der  nonnalen  voraiugeheD  zu  lasBen,  obgleich  in  der  Pla- 
nimetrie ans  deductiven  Granden  gevdhnlicfa  das  nn^kebrte  ge- 
schieht. Das  genannte  Verfahren  eanctionirt  diese  Scheidung  nnd 
Anordnung  zweier  natfiriicber  Abschnitte  der  Lehre  von  der  L^e 
der  Ebenen  nnd  Geraden,  welche  in  manchen  Lehrbftchern  mit  Be- 
einträchtigung der  Uebersicht  in  einander  geschoben  sind.  In  dem 
Abschnitte  tiber  Normalprojectionen  ist  soviel  ans  der  descriptiven 
Geometrie  an^nommen,  dass  sich  leichte  Constractionen  anschliesaen 
lassen,  nnd  im  Znsammenhange  damit  später  die  constnictive  L9scmg 
Ton  Anfgaben  angedeutet.  Die  in  13  Paragraphen  behandelten  Ge- 
genstSnde  sind  der  Reihe  nach :  Durchschnitt  einer  Ebene  mit  Ge- 
raden und  Ebenen;  Flächenwinkel,  Nonnalen  einer  Ebene;  Normal- 
projectionen; Abstände  von  Punkten  nnd  Ebenen;  sphärisches  Drei- 
eck; Polyeder;  Kubatur  der  Prismen  und  Pynuniden;  der  Kugel  nnd 
andrer  KOrper;  Oberßäche  des  Rotationscylinders ,  dos  BotationB- 
kegels  nnd  der  Kugel;  im  Anbang:  quadratische  Punkt-  nnd  Strahlen- 
invDlntion;  Kreiskegol;  Eegelschnitte ;  Ellipse  als  Normalprojection 
des  Kreises. 

Der  4.  Teil  ist,  obgleich  er  nur  synthetische  Geometrie  enthält, 
misbräucblich  „analytische  Geometrie"  besannt;  er  bebandelt  die 
Lehre  von  den  Coordinaten  in  der  Kbcno  nebst  Anwendung  auf 
Kegelschnitte  nnd  geht  bei  letztern  auch  auf  Pol  und  Polare  eio. 
Der  Fortschritt  ist  durchweg  vom  einfochsten  Besondem  zum  AU- 
»n,  also  synthetisch.  H, 


Die  Elemente  der  Planimetrie  in  ihrer  organischen  Entwickeinng. 
Lehrbuch  für  jede  Schule.  Von  Dr,  E,  Schindler,  Professor  am 
Joachimsthal' sehen  Gymnasium  zn  Berlin.  In  vier  Stufen.  I,  Stufe: 
Die  wirkliche  GrOsse  der  Grund-Gebilde  der  Planimetrie.  U.  Stafie: 
Die  wirkliche  Grösse  der  Umfange  der  Figuren.  III.  Stofe:  Die 
scheinbare  Grösse  der  ebenen  Gebilde.  Die  Fläche  der  Figuren. 
IV.  Stufe:  Die  messbaren  Beziehungen  der  Figuren.  —  Die  Ent- 
wickeinng der  Analyse,  ßeriin  1863.  Julius  Springer.  71  -j-  63  -^ 
132  +  173  S. 

Das  Lehrbuch  gehört  zu  den  Versuchen  die  geometrische  Unter- 
richtsmethode zu  reformiren,  die  jedoch  nicht  bessernd  und  fordernd 
auf  dem  erreichten  Standpunkte  weiter  arbeiten,  sondern  auf  nn- 
mittelbare  Nengestallnng  nach  den  besondern  Gedanken  der  Ver&sser 
gerichtet  sind.  Solche  Versuche  verraten  nur,  dass  die  Verfasser  kein 
Verstindniss  für  die  Forderungen  besitzen,  welche  alle  bisherigen 
Bearbeiter  an  den  Unterricht  gestellt  haben,  abgesehen  nnttlrlicfa  von 
dem  Falle,  dass  ein  Reformator  allen  Vorgängern  an  Befähigung  sehr 
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ILberif^D  wäre.  Wie  es  tum  beim  gegenwärtigen  ErzeagniBB  mit  der 
Bef&hignng  des  Verfassers  steht,  dayon  gibt  der  erste  Satz  eine  Probe: 
,4)ie  Wahnehmoagen  der  NaturgcgeostAnde  heisaen  EOrper  nnd  die 
Terschiedenartigen  WahrnebmaDgen  der  SinneeorgaDe  Eigenschafien 
der  Körper".  Die  EigeDschaften  sind  biernach  aach  Körperl  Zwischen 
Sabatanz  nnd  dttribnt  macht  die  Formnlirnng  des  Satzes  keinen 
Unterschied.  Um  sich  zu  flberzengen,  dass  diese  Confondirnng  nicht 
ans  blossem  Ungeschick  im  Ansdrnck  entspringt,  sondern  wirklich  nn- 
entwickeltee  Denkvermögen  zngmiide  liegt,  braucht  man  nnr  eine 
Stelle  im  Vorwort  zn  vergleichen,  wo  der  Verfasser  folgendermassen 
schliosst:  Weil  Sinneswabrnebranngen  stets  das  Frodact  von  Körper- 
Einwirkungen  anf  die  Sinnes-Organe  sind,  bo  mnss  ein  Pnnkt,  weil 
wahrnehmbar,  ebenfalls  ein  Körper  sein.  Der  Scbluss  selbst  ist 
schon  ein  Zeichen  von  mangelnder  Logik.  Namentlich  geht  aber 
daraus  hervor,  dass  der  Verfasser  wahrnehmbare  Eigenschaften  filr 
Körper  erklären  mnss.  Ueber  Flächen  und  Linien ,  die  dem  Obigen 
zufolge  Körper  sind,  sagt  er  näher  eingeheud,  dass  ihre  Dicke  ns- 
endlich  klein  sei,  betrachtet  aber  die  mathematische  Linie  als  iden- 
tisch mit  der  körperlicheu  Bleilinie.  Fragt  man  nun,  wie  er  im 
Stande  ist  auf  eolchem  Qrnnde  den  Inhalt  der  elementaren  Geometrie 
bündig  herzuleiten,  so  findet  man  bald,  dass  er  sich  eine  solche  Auf- 
gabe gar  nicht  stellt.  Zum  grossen  Teil  handelt  es  sich  bloss  nm 
Begriffserklärungen  nnd  technische  Vorschriften  zur  Construction. 
Kommt  mitunter  ein  Satz  vor,  so  wird  Urteil  nnd  Gmnd,  ohne  Rflck- 
sicht  ob  letzterer  ausreicheDd  sei,  imperatorisch  zndictirt.  Die 
„organische  Entwicketnng",  welche  auf  dem  Titel  steht,  bleibt  ein 
nnerftÜltsB  Versprechen.  Dieselbe  Phrase,  Ober  deren  Sinn  keine 
Auskunft  erteilt  wird,  wiederholt  sich  im  Vorwort  oft  Dieses  ent- 
hält Manches,  was  nicht  geradezu  unrichtig  ist,  doch  macht  sich  der 
Verfasser  auch  kein  Bedenken,  das  Richtige  mit  offenbar  Unrichtigem 
zu  mischen,  wenn  es  gilt  den  Wert  seines  Erzengnisses  zu  erhöhen. 
So  mnss  z.  B.  Euklids  Geometrie  die  analrtischo  heissen,  damit  er 
als  dessen  Gegner  die  Bezeichuuug  synthetisch  fttr  die  seinige  in 
Beschlag  nehmen  kann.  Im  ganzen  können  wir  unser  Urteil  nnr 
dahin  abgeben,  dass  das  Buch  den  Hauptzwecken  des  mathematischen 
Unterrichts  gänzlich  fremd  ist,  für  Verstandesbildnng  nicht  daa  ge- 
ringste leistet  und  nnr  geeignet  ist  Unklarheiten  zu'  lerbretten. 

Hoppe. 

Erwiderung,  betreffend  Bardey's  Aufgabensammlung. 

In  einer  Controverse  mit  Herrn  Dr.  Bardey  hatte  er  mich  zn 
dem  brieflich  gegebenen  Vorwurf  gezwungen ,  dass  seine  (Bardey's) 
Sammlnng  Ton  Anfgaben  der  Arithmetik  viele  solche  enthalten,  die 
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gleich  oder  fonneogleich  mit  donen  des  alteren  Hais  (Anfgaben- 
Sammlung  der  Algebra)  seien.  Darauf  schrieb  Herr  Bardej:  nicht 
er  habe  Heia  aosgenutzt,  es  habe  vielmehr  Heia  Beine  BchOuen  Auf- 
gaben  (erschienen  1869)  ans  seinem  (Bardey's)  Bnche  (erschienen 
18711)  entnommen. 

Nun  veröffentlichte  Herr  Bardey  sogar  in  der  X.  Anfiage  seiner 
Sammlung  im  Anhai^  an  das  Vorwort  folgendes; 

„Da  mir  von  Herrn  Sinram  der  Vorwarf  gemacht  ist,  ich  habe 
„viele  Aufgaben  von  HeiB  entlehnt,  so  rnnss  ich  auch  die  Sache  hier 
„klar  stellen.  Wissentlich  ist  nur  Nr.  103  (S.  154)  entlehnt,  onter 
„derselben  steht:  HeiB  Anfgabensammlnng.  Von  Nr.  289  (S.  108) 
„Diid  56  (S.  120]  bemerkte  ich  erst  20  Jahre  nach  der  Notimng, 
„dasa  sie  im  Heia  atfinden." 

Der  Vorwurf,  den  ich  Herrn  Bardey  gemacht  habe,  stützt  sich 
anf  folgende  Tatsachen. 

In  kurzer  Zeit  fand  ich  anter  den  in  einigen  Capiteln  enthaltenen 
2300  Aufgaben  von  Bardey  über  300  aolcbe,  die  mit  Heia  aberein- 
atimmen,  von  denen  einige  hier  zum  Beleg  aufgefohrt  werden  sotten: 

Heis  23.  Aufl.        Bardey  1.  Aufl.  Heia  Bardey 


76 

99 

72(1 

106 

126 

83 

137 

67 

142 

34 

162 

mß 

153 

94a 

157 

2173 

188 

1  sq. 
12... 
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EiDzeln  betrachtet  wflrde  manche  Ueberoinstiminiing  noch  eiae 
za%)1igG  sein  kOnnen,  In  folgenden  Beispielen,  so  wie  manchen  an- 
dern, mochte  dies  schwer  zn  glauben  sein: 


Bardey 
pg.        nr. 


-0,1111*  —  0,333S 
— r  -  1,4142 


139      149  110        56        yiO  •=  Vl,37129 

Dass  Hr.  Bardey  auch  andre  AnfgabeoBaminlnngen,  z.  B.  die  Ton 
Meyer  Hirsch  and  Martas  ausgenutzt  hat,  werden  ditgenigea  finden, 
die  einen  Vergleich  anstellen  wollen.  So  stehen  im  Barde;  von 
pg.  213  bis  224,  also  auf  12  Seiten,  23  Aufgaben  ans  dem  Hartus, 
z.  B. 

Martns  1.  Aofl.  Barde;  1.  Anf. 

1864  1871 

nr.  pg.        nr. 

846  213        106 

690  220         29 

895  224  34 

894  35 

Hiermit  schliesse  ich  diese  von  Hrn.  Bardey  mir  abgenötigte 
Arbeit,  indem  ich  die  Entscheidnng  darttber,  ob  der  Vorwurf,  den 
ich  Hm.  Bardey  gemacht  habe,  begründet  war,  dem  Urteile  der 
Herren  Fachgenossen  anheim  stelle. 

Hamburg,  im  Oct.  1883.  Th.  Sinram. 

FUnfstetlige  vollständige  logarithmische  und  trigonometriache  Ta- 
feln. Znm  Gebraache  für  Schule  nnd  Praxis  bearbeitet  von  F.  G. 
Gauss.  Stereotyp -Druck.  Siebente  Auflage.  Halle  a.  S.  1862. 
Eugen  Strien.    145  8. 

Das  Buch  enth&lt  anf  19  Seiten  die  5BtelIigen  gemeinen  Loga- 
rithmen der  Zahlen  1  bis  10000  und  anf  2  S.  die  7  stelligen  von  da 
bis  11009;  dann  anf  1  S.  Angaben  aber  gewisse  Kreisbogen-,  dann 
anf  58  8.  die  5  stell  Logarithmen  der  Sin.,  Tang.,  Cotang.  und  Cos. 
der  Winkel  dnrch  alle  Minnten,  mit  kleinerer  Teilnug  für  die  klein- 
sten Winkel;  dann  anf  12  S.  die  5 stell.  Log.  zur  Berechnung  der 
Summe  oder  Differenz  zweier  Zahlen  ans  ihren  Logarithmen;  dann 
die  &stell.  natOrlichen  Log.  der  Zahlen  bis  1109  nnd  die  8st«ll. 
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Vielfachen  des  ModoIaB  der  brigg.  Logarithmea  nod  BoiDes  redproken 
Wertes-,  dann  auf  11  S.  die  4Btell.  Sin,,  Cob.,  Tang,  und  CoUug., 
Sehnen  nudBogenliöhen;  dann  einige  5  stell.  Bogenlängen ;  dann  eine 
kleine  Tafel  fiber  die  Relation  der  Radien,  Kreise  und  EreiBfl&cben ; 
dann  die  4  stell.  Qnadratzahlen  durch  die  100  tel  von  1  bis  10;  daim 
die  4  stell.  Eabikzablen,  Eugeloberflächen  und  Engeln  toh  1  bis  50; 
dann  die  Dimensionen  der  Erde  in  Toisen  und  Meter  nehgt  Loga- 
rithmen ;  dann  die  Lehre  vom  metrischen  Mass-,  Gewichts-  nnd  Mflae- 
system;  dann  Vergleichnng  verschiedener  Masse;  dann  physikalische 
Zahlenangaben;  dann  noch  2  Ansage.  Es  folgen  die  nötigen  Erlftn- 
temngen.  Die  Differenzen  nebst '  allen  Zehnteln  znm  Interpoliren 
sind  bei  allen  regelmElssigen  Tafeln  zur  Seite  angegeben. 

Im  Kachwort  verwirft  der  Heranageber  schlechthin  bis  auf  spe- 
cielle  Ausnahmen  alle  Anwendnng  von  mehr  als  5  stelligen  Logarith- 
mentafeln. Seine  Grltnde  sind  hcchst  oberflächlich  und  einseitig. 
Wenn  er  ans  dem  Genauigkeitsgrad  von  Messungen  direct  auf  das 
Bedfir&iiss  der  Rechnung  schliesst,  so  hat  er  nur  gewisse  Zwecke 
nnd  Berafszweige  vor  Angen.  Der  Scbluss  ist  nicht  dnmal  für  alle 
praktischen  Rechnangen  richtig,  an  die  theoretischen  hat  er  bei  den 
„wissenschaftlichen"  gar  nicht  gedacht 

Wir  stimmen  dem  Heransgeber  darin  bei,  dass  iHr  die  Schnle 
aasscbliesslich  der  Gebranch  von  bstelligon  Logarithmentafeln  passend 
ist,  aber  nicht  weil  der  Schfller  mehrstellige  später  nie  anzuwenden 
brauchte,  sondern  weil  sie  zur  Erlernung  des  Gebranchs  voll- 
kommen hinreichend  sind,  bei  mobrGtoIligen  nur  Zeit  nnd  Ufthe  ter- 
schwendet  wird.  Die  Schulen  als  BildungsaDstalten  wflrden  ihre  Be- 
stimmung ganz  verfehlen,  wenn  sie  den  ScbOler,  statt  ihn  dareb 
gehöriges  Terständniss  znm  Gebranch  aller  zweckmässig  eingerichteten 
Tafeln  zu  befähigen,  zum  Gebrauche  einer  bestimmten  Tafel  abrichten 
wollten. 

Was  sonst  im  Nachwort  zur  Rechtfertigung  getroffener  Wahl 
gesagt  ist,  ist  ziemlich  selbstverständlich ;  was  aber  darin  nicht  gesagt 
ist,  möcbte  doch  noch  zu  mancher  Frage  Aulass  geben.  Wamm  hat 
der  Herausgeber  die  Seiten  der  Logaritbmoutafol  durch  eine  unter- 
gesetzte Tafel  verkürzt,  die  mit  ihrem  Hauptgebrancbe  nichts  zu  tun 
hat,  und,  zum  Teil  infolge  davon,  fOr  die  Hanpttafel  so  kleine  Ziffern 
angewandt,  dass  man  sie  nur  bei  vollem  Tageslicht  ohne  KOhe  ei^ 
kennt?  In  beiden  Dingen  ist  er  Bremiker  nachgefolgt,  der  leider 
von  dem  deutlichen  Druck  der  alten  Vega'schen  Tafeln  abgegangen 
ist  Im  Gegenteil  hat  August  die  Forderung  der  Deutlichkeit  Ar 
wichtig  genng  gehalten  um  zugunsten  grösserer  Ziffern  das  Format 
der  neuen  Ausgabe  zu  vergrössem.  Es  ist  dies  ein  Vorzi^,  welcher 
dessen  Tafeln  zur  Einffihrung  in  Schulen  soviel  tauglicher  macht  als 
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die  GaBBs'Bchea,  dass  nebea  jenen  kaum  noch  ein  Grund  zur  HeranB- 
gäbe  dieser  ersichtlicli  ist,  der  aber  aucb  dem  Rechner  bei  andauern- 
der Arbeit  eine  bedeutende  Zeiterspamias  bringt.  Letztem  Unter- 
scbted  merkt  freilich  dei^enige  nicht,  der  die  DentUchkeit  nach  dem 
ersten  Anblick  einer  Seite  schätzt;  er  wird  erst  föhlbar,  wenn  man 
oft  Ton  der  Rechnung  znm  Buch  and  wieder  znrflckblicken  and  sich 
vor  Fehlsehen  der  Ziffern  httten  mnss.  H. 


Bremiker's  logarithmisch- trigonometrische  Tafeln  mit  sechs 
Decimalstellen.  Non  bearl>eitet  von  Dr.  Th.  Alhrecht,  Professor 
and  Sectionschef  im  EOnigl.  Preass.  Geod&tiscfaen  Institut  Zehnte 
Stereotyp-Auagabe.    Berlin  1683.    Nicolai.    598  S. 

Die  S.  SUreotypansgabe ,  besorgt  von  C.  Bremiker,  erschienen 
1881,  ist  im  269.  litt.  Bericht  S.  7.  besprochen.  Die  lOte  erscheint 
mit  einer  bedentenden  Vermehmng  im  trigonometrischen  Teile,  indem 
sie  innerhalb  der  ersten  6  Grade  durch  alle  Secunden  dorchgefflhrt 
ist,  in  der  Form  der  Tstelligeu  Tafel  ganz  gleich.  Die  Tafel  der 
Additions-  nnd  Sabtractionslogarithmen  ist  unverändert  gebliehen. 
Die  Angaben  astronomischer  Constaoteo  sind  vermehrt  H. 


Mechanik. 

Developments  in  the  kineüc  theory  of  solids,  liqnids  and  gases. 
By  H.  T.  Eddy,  G.  E.  Ph.  D.  Cincinnnti.  (Read  before  the  SectJon 
of  ChenÜBtry  and  Physics,  April  26,  188S.}  Scientific  Proceedings 
of  the  Ohio  Meohanics'  Institute.  R.  B.  Warder,  Editor.  Vol.  11. 
p.  82—97. 

'  Die  Zeitschrift  ist  nnter  verschiedene  Departements  und  Sectionen 
geteilt  Die  Section  fllr  Uechanik  steht  vielleicht  dem  mathematischen 
Interesse  noch  am  nächsten;  doch  sind  auch  die  ans  ihr  hervor- 
gehenden Anfsätze  fast  ansschliesslich  anf  die  Ingenieur-Praxis  ge- 
richtet; daher  mag  der  oben  citirte  Aufsatz  hier  zor  Besprechung 
gewählt  sein  als  einer,  welcher  sich  der  Theorie  zuwendet,  freilich 
mehr  um  sie  zu  verwerten  als  um  sie  zu  fordern.  Er  besteht  ans 
2  Abschnitten.  Der  erste  untersucht  die  Gestaltung  der  Gleichung 
der  lebendigen  Kraft  nnter  der  Annahme,  dass  jedes  HolecUl  eines 
Gases  ans  2  Atomen  besteht,  und  zwar  soll  er  zeigen,  dass  in  Fällen 
partiellen  Zwanges,  der  noch  keine  vollen  Grade  der  Freiheit  der 
Bewegung  aufhebt,  die  Enei^e  nicht  mehr  unter  die  Coordinaten 
gleich  verteilt,  sondern  durch  jenen  Zwang  boeinflnsst  igt,  wie  der 
Verfasser  in  einem  frühem  Anfsatze:  „An  eitenBion  of  the  theorem 
of  the  virial,  etc."  1.  c.  p.  26—43  —  behauptet  hat.     Der  Wider- 
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sprach,  den  diese  Aufstellnog  scheinbar  ei^ebe,  beruhe  auf  einem 
Irrtom,  was  sich  au  jenem  einfachsten  Falle  am  besten  erkennen 
lasse.  Sind  die  2  Atome  io  Btarror  Verbindung,  so  bat  das  Bfolecttl 
eine  Freiheit  von  &  Grad,  n&mlich  3  Translationen  and  3  Rotationen. 
Schreibt  man  nnn  jeder  dieser  Bewegnngen  eine  Energie  =•  \pv  zn 
(p  spec.  Drack,  v  Volnm),  so  wird  die  lebendige  Eraft  -°  Jpv- 
Reebnet  man  statt  dessen  die  Bewegung  jedes  Atoms  unter  dem 
Einönss  einer  Kraft,  die  den  Abstand  constant  erh&lt,  einzeln,  so 
findet  der  Verfasser  als  Wert  der  lebendigen  Kraft  ^-\-\SrB,  wo 
r  den  coQStanten  Abstand,  R  den  Mittelwert  der  Spannnng  bezeichnet, 
für  welchen  er  den  Ansdrnck  ^r(9'*+ij''*)  einsetzt,  wo  <f>',  ^  die 
Winkelgeschwindigkeiten  nm  zwei  zn  r  normalen  Asca  sind.  Mit 
Anwendung  der  im  frühem  Aufsätze  erhaltenen  Resultate  ergibt  sich 
Uebcrein  Stirn  mang  zwischen  den  Rcsaltateu  von  beiderlei  Rechnung. 
Jetzt  werden  die  Atome  in  nnendlich  starke  elastische  Verbindung 
versetzt,  so  dass  r  durch  Centrifugalkraft  in  r-\-2Sr  Qbergeht  Es 
zeigt  sich,  dass  die  lebendige  Kraft  der  innern  Bowegang  nahezu 
—  jpu— ,  also  proportional  der  Oscillationsweite  ist.  Wäre  die  Ela- 
sticität  in  r  nicht  der  ersten  Potenz  der  Entfornnng  ans  der  Gleich- 
gewichtslage, sondern  einer  höhern  oder  niedern  proportional,  so 
wUrdo  nur  der  CoefScient  }  bzbw.  grösser  oder  kleiner  ausfallen, 
die  Proportionalität  mit  6r  hingegen  fortbestehen.  Das  Resultat  ist 
dasselbe,  wenn  das  MolecQl  aus  beliebig  vielen  Atomen  besteht  E^ 
widerspricht  aber  dem,  was  ßoltzmann  und  Watson  durch  die  Me- 
thode der  verallgemeinerten  Coordinaten  gefunden  haben.  Letztere 
gibt  das  Gesetz  der  Verteilung  der  Geschwindigkeiten,  die  Gleichnog 
der  lebendigen  Kraft  einen  Mittelwert.  Zur  Vergleichang  wOrde  aus 
jener  Bestimmung  der  Mittelwert  zn  ziehen  sein.  Hier  aber  handelt 
CS  sich  einesteils  erat  darum  die  in  jeder  Bestimmung  enthaltene 
Constante  durch  Versuche  zn  ermitteln,  andernteils  darf  das  Gesetz 
der  Verteilung  der  kinetischen  Energie  nicht  für  jeden  Freiheitsgrad 
als  gleich  angesehen  werden,  auch  hier  sind  unter  verschiedener  An- 
nahme VersQcbe  anzustellen.  Es  war  die  Aufgabe  des  Gegenwärtigen 
zu  zeigen,  das»  die  Verteilung  der  kinetischen  Energie  von  den  Krftften 
abhängt,  während  mau  sie  bisher  als  davon  unabhängig  betrachtet  hat 
Der  zweite  Teil  des  Aufsatzes  handelt  von  Versuchen  die  Strah- 
lung der  Wärme  zu  erklären,  wenn  man  an  der  Hypothese  festhält, 
dass  nicht  die  MolecUle,  sondern  nur  innerhalb  derselben  die  Atome 
am  Gleichgewichtslagen  vibriren,  jene  vielmehr  anf  einander  keine 
Wirkung  Oben.  Hierbei  ist  keine  Rede  von  einem  Unterschied 
zwischen  Gas  und  Aether.  Es  kommt  daher  die  gewöhnliche  Ansicht, 
dass  die  Wärmestrahlung  mit  der  Lichtstrahlung  durch  das  elastische 
Aethermedinm  hervorgebracht  wird,  gar  nicht  zur  Sprache.    Unter 
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der  TomnMetznng,  dass  es  im  ganzen  Ranino  nur  indifferente  Uo]c- 
ctUe  gibt,  werden  nan  alle  Inconvcnicnzen  durchgegangen,  die  einer 
Erkl&rang  durch  Translation  Bowol  als  durch  AtomTibration  entgegen- 
stehen. Nachdem  der  Verfasser  beides  verworfen  hat,  glaubt  er  noch 
^nen  Schritt  weiter  geben  zq  mttsaon  und  entwickelt  die  Ansicht, 
dass  die  Annahme  einer  Vibration  innerhalb  jedes  Atoms  Erfolg 
Terapreche.  H. 

Vermischte  Schriften. 

NoTft  Acta  Begiae  Societatis  Scientdamm  Upsaliensis.  Serie! 
tcrtiae  vol.  XI.    Upsaia  1883.    Ed.  Beding. 

Ton  den  2  Heften  des  jetzt  vollendeten  Banden  ist  das  erst« 
1881  erschienen.  Der  Band  enthält  3  mathematische  Abhandinngen, 
nämlich: 

A.  Berger:  üeb«  einige  Anwendungen  der  V  Function  auf  die 
Zahlenlehre. 

A.  Berger:  üeber  eine  Anwendung  der  Classenzablen  der  qua- 
dratischen binftren  Formen  für  eine  negative  Determinante. 

Ernst  Pfannenstiel:  Zur  Theorie  der  linearen  partiellen 
DifferentialgleichnnfEen  2.  Ordnung  mit  2  unabhängigen  Veränderlichen. 

Unter  den  6  Übrigen  Abbandinngen  gehört  eine  zur  localen  Me- 
teorologie, zwei  znr  Zoologie,  eine  zur  Pflanzenphysiologie,  eine  zur 
Chemie,  und  eine  zum  Studium  afrikanischer  Sprachen.  H. 

Science.  Published  weeklj  at  Cambridge,  Mass.  U.  S.  A.,  by 
Moses  Eing.    Vol.  I. 

Dies  neue  Journal  ist  dem  wisseDSchaftlichen  Verkehr  in  Amerika 
gewidmet  Es  gibt  Nachricht  fiber  alle  wesentlichen  Fortschritte  und 
Entdeckungen  in  den  einzelnen  Wissenschaftszweigen,  und  geht  auf 
Technisches  nur  ein,  soweit  es  die  Gegenstände  erfordern.  Rein 
mathematische  Entdecknngen  erbalten  eine  gleiche  Berflcksichtigung. 
Es  wird  heransgegeben  von  The  Science  Company,  deren  Prä- 
sident: Daniel  C.  Gilmau  in  Baltimore,  Md.  Vicepräsident: 
Alexander  Graham  Bell  in  Washington,  D.  C.  Es  beginnt  am 
9.  Febr.  1683.  Die  wQcbentlicbe  Lieferung  enthält  mindestens  26 
breite  Octav-Seiten.  Jährlich  erscheinen  2  Bftnde  mit  circa  1500 
Seiten.  H. 


Johns  Hopkins  University  Circulars.    Pnblished  with  the  appro- 
batiou  of  the  Board  of  Tmstees.    Vol.  II.    Baltimore  1883.    4°. 
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Diese  Zeitschrift,  von  der  etwa  monatlich  oine  Namer  erscheint, 
gibt  Nachricht  über  die  Tätigkeit  der  Universität,  zum  geringem  Teil 
Ober  Litteratnr.  Betreffend  die  Mathematik  werden  ausser  den  Vor- 
lesungen die  Yortrftge  in  der  mathematischen  Gesellschaft  anfgefOhrt. 


Nordisk  Rery,  tidning  fOr  vetenskaplig  kritik  och  nnirersitets 
angeiegenheter,  nnder  medverkan  af  Proff.  0.  i.  Älin,  etc.  olgifvea 
af  Docenten  Adolf  Noreen,  Upsala. 

Der  Herausgeber  bezweckt  mit  dieser  Zeitschrift  durch  gegen- 
seitige Kritik  der  Gelehrten  der  nordischen  Reiche  einen  regeren 
wissenschaftlichen  Verkehr  unter  denselben  anzubahnen,  indem  er 
dem  Mangel  an  letzterm  die  Schuld  beimisat,  dass  Skandinavien  an 
wissenschaftlichen  Erzeagnigscu  andern  Nationen  nicht  gleich  stehe. 
Also  nicht  um  eine  spedfisch  nationale  Wissenschaft  zn  begünstigen, 
sondern  nm  einen  Mangel  zn  ergänzen,  werden  hlor  ausschliesslich 
nordische  Erzengnisse  reconsirt.  H. 


Berichtigung. 

Im  litter.  Berichte  des  70.  Bds.  d.  Archivs  S.  12  bespricht  Herr 
Prof.  Hoppe  mit  einigen  Worten  das  unter  meiner  Redaction  erschie- 
nene „Handbuch  der  Mathematik"  (Brcslaa,  Trowcndt)  und  sagt  u.  A- 
„Ein  Teil  ist  von  Schlömilch  unter  dem  Titel   „ana- 
lytische Geometrie'^  bearbeitet  etc." 
Dieser  unrichtigen  Angabe  gegenüber  erkläre  ich,  dass  ke  i  n  Teil 
des  Handb.  d.  M.  von  mir,  und  dass  speciell  der  Abschnitt  „aoalyt. 
Geom."  von  Herrn  Prof.  Dr.  Heger  hier  bearbeitet  worden  ist.    Die 
Titel  geben  dies  deutlich  genug  zu  erkennen. 
Dresden,  Oct.  83. 

Dr.  0.  Schldmilcb, 
Geh.  Schnlrath  im  E.  S.  Cnltusministerinm. 

Der  Titel  des  Buches  ist: 

Handbuch  der  Mathematik  herausgegeben  von  Geh.  Schnlrath 
Dr.  Schlttmilch  nnter  Mitwirkung  von  Dr.  Reidt  nnd  Prof.  Dr. 
Heger. 

Die  ersten  Abschnitte:  Arithmetik  nnd  Algebra,  Planimetrie, 
Stereometrie,  Trigonometrie  —  sind  von  Reidt,  die  folgenden:  Dar- 
stellende Geometrie,  „analytische  Geometrie",  Differential-,  Integral- 
rechnung, Ansgleichangsrcchnung,  Renten-  etc.  Versicherung  —  von 
Heger  bearbeitet.  Red. 
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tragung.    3.  Afl.    1.  Hälfte.    Cöln,  Dn  Mont-Schanberg.    6  Mk. 

Thode,  C,  Anleitg.  z.  Gebr.  d.  RechenRchieber  m.  trigonemetr. 
Functionen.    Mit  Rechenschieber.    RoBtock,  Meyer.    4  Mk. 

Uhland,  W.  H.,  das  elektr.  Licht  n.  d.  elektr.  Belencbtasg. 
5.  Lfg.    Leipzig,  Veit  &  Co.    80  Pf. 

Urbanitzky,  A.  v.,  die  elektr.  Belenchtangs-Anl.  m.  bes.  Be- 
rOcksichtg.  ihrer  prakt.  Ausfahrg.    S.  Afl.    Wien,  Hartleben.    3  Mk. 

TerSfFentlichang  der  deutschen  Edison-Oesellachaft.  I.  Berlin, 
Sprifiger.    80  Pf. 

Weisbach,  J.,  Lchrb.  d.  Ingen.-  a.  Masch.-Hechanik.  3.  TU. 
Die  Statik  d,  Banwerke  n.  Mechanik  d.  Ümtriebs-Maschinen.  5.  A3., 
bearb.  t.  G.  Uorrmann.  2.  Abth.  Die  Mechanik  d.  Umtriebsmaschinen. 
1.  Q.  2.  Lfg.    Brannschveig,  Vieweg  &  S.    4  Mk.  40  Pf. 

Erd-  und  Hlmmelsknnde. 

AntoB,  F.,  Bestimmiing  der  Bahn  d.  Planeten  (114)  Cassandra. 
Wien,  Gerold'B  S.    2  Mk. 

Banernfoind,  C  M.  t.,  nene  Beohachtgn.  Ob.  d.  t&gl.  Periode 
barometr.  bostiiDmter  Hohen.    München,  Franz.    1  Mk.  60  Pf. 

Franz,  üb.  d.  Vennsexpedition  in  Aiken,  Königsberg,  Koch  dt  B. 
40  Pf 

Galle,  A.,  zor  Berechnung  d.  Proximitftten  v.  Asteroiden- 
Bahnen.    Breslau,  Kahler.    1  Mk. 

Gerat,  J.,  Methode  z.  Bahnbestimmg.  aus  drei  voUst&nd.  Be- 
obachtgn.    Wion,  Gerold's  S.    60  Pf. 
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Hern,  N.  a.  J.  Strobl,  RodocUoii  d.  Auwers'Bcbeo  FuDdamen- 
tal-Cataloges  anf  d.  Lo  Verrier'schen  PräcisiODscoefücicnten,  Wien, 
GeroId'B  S.    1  Mk.  80  Pf. 

JahrbucL  d.  k.  sächs.  mctoorolog.  Inst.  18S3.  1.  Lfg.  Leipzig, 
Tcnbner.    10  Mk. 

Kremser,  V.,  die  Bahn  der  2  Comcten  v.  1879.  Breslau, 
Köhler.    1  Mk. 

Littrow's  Wunder  des  Himmels  etc.  7.  All.  voa  E.  Weiss. 
13.  u.  14.  Lfg.     Berlin.  UempL-l.     ä  50  Pf. 

Overzicr,  L.,  Wetterproguoso  f.  Jeden  Tag  d.  Monate  Soptem- 
büT  n.  Octobcr  1883,  f.  ganz  Deutschland  ausgearb.  Cöln,  Lcngfetd. 
JL  1  Mk. 

Pnblicationen  d.  astropbysikalischca  Observatoriums  za  Potsdam. 
Nr.  12.    3.  Bds.  4.  u.  5.  Stück.    Leipzig,  Engulmann.     10  Mk. 

Vierteljabrsachrift  d.  astronom.  Ges.  Hrsg.  v.  K,  Scbönfeld  u. 
A.  Winnccke.     18.  J.     1883.     2.  n.  3.  Hft.     Leipzig ,  Engelmann. 

Nautik. 

Dabovich,  P.  E,  uautisili-tcchu.  WiJrterb.  d.  Marine.  Deutsch, 
ital.,  franz.  u.  englisch.  1.  Bd.  15,  (Schluss-)  Lfg.  Wien,  Gerold 
&.  Co.    2  Mk. 

Jahrbuch,  nant.,  od.  Ephemeriden  u.  Tafeln  f.  <1.  J.  1886  zur 
Bestimmg.  d.  Zeit,  Länge  n.  Breite  znr  See  uacb  astronom,  Beob- 
acbtgn.  Hrsg.  v.  Bfiichsamt  d.  Innen  unt.  Red.  t.  Tietjon,  Berlin, 
C.  Heymann.    Gart    1  Mk.  50  Pf 

Fhrslk. 

Dorner,  H,,  GrundzUge  d.  Physik.  5.  Afl,  Hamburg,  0,  Meiss- 
ner.   3  Mk, 

Fnas,  K,,  Lebrb.  d.  Physik  u,  Chemie  f.  Volks- u.  Fortbildungs- 
schulen, sowie  z.  Selbstbelehrg.  1,  Hft,  Physik.  Erlangen,  Deichert, 
1  Mk,  20  Pf 

Glaser-de-Cew,  G.,  die  magnetelektr.  u,  dynamoelektr.  Ma- 
Bchiuen  n.  d.  sogen,  Sekundar-Batterien.  4.  Afl.  Wien,  Hartlehen. 
3  Mk. ;  geb.  4  Mk. 

Hanck,  W.  Ph,,  die  galvan.  Batterien,  Accumulatoreu  u.  Thermo- 
sänlen.    2.  Afl,    Wien,  Hartlebcn,    3  Mk,;  geb.  4  Mk. 

—  die  Grundlagen  d.  Elcktricität  m,  besoad  Rücksicht  auf  ihre 
Anwendgn.  in  d.  Praxis,    Ebd.    3  Mk.-,  geb,  4  Mk, 

Heel,  J.  N.,  die  Theorie  d,  magnct-  u.  dynamoelektr.  Maschinen, 
f.  d.  Schule  zurechtgelegt.    Froising,  Datterer.     1  Mk. 

Kcnmann,  C,  hydrodynamische  Untersuchungen  nebst  e.  Anh. 
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Ob.  die  Probleme  d.  ElektroetaÜk  n.  d.  magaet.  Indnctioo.  Leipzig, 
Teaboer.    11  Mk.  20  Pf, 

Schwartze,  Tb.,  E.  Japing  ü.  ä.  Wilko,  die  Elektricität. 
Eine  kurze  n.  vorständl  Darstellung  d.  Grundgesetze,  sowie  d.  An- 
wendgD.  d.  Elektricität  z.  Kraftübcrtragg.,  Beleuchtuog,  Oalvanoptastik, 
Telegrapbie  u.  Telephonie.  Wien,  Hartlebeo.  CarL  1  Mk.;  geb. 
1  Mk.  25  Pf. 

Sumpf,  K.,  AufangsgrAnde  der  PhyBik.  Hildeaheim,  Lax. 
1  Mk.  20  Pf. 

Tecbermak,  G.,  die  mikroskop.  Beschaffenheit  d.  Meteoriten, 
erlaut,  durch  pbotogr.  Abbildgn.  1.  Lfg.  Stuttgart,  Scbweizerbart 
In  Mappe.    16  Mk. 

Urbanitzky,  A.  Ritter  t.,  die  Elektricität  im  Dienste  d.  Mensch- 
heit.    1.  U.  2.  Lfg.     Wien,  Hartleben,     ä  60  Pf. 

Waitz,  E.,  ttb.  d.  Einflnss  d.  galvan.  Polarisation  anf  d.  Acn- 
derung  d.  Keibung.    Tübingen,  Fuea.    1  Mk. 

Vermischte  Sehiiftea. 

Beyda,  H.  F.  Th.,  mathemat.  BcBchäftiguugon  ans  frQbcrcu 
Jahren.    IV— VI.  (Schluss.)    Stuttgart,  Metiler.    G  Mk.  20  Pf. 

Burckhardt,  W.,  matheai.  Unterrichtsbriefe.  51  —  63.  Briet 
Leipzig,  Gressner  &  Sehr,    ä  1  Mk. 

Denkschriften  d.  kais.  Akademie  d.  Wissenscb.  Mathem,-natnr- 
wiss.  Classe.    46.  Bd.    Wien,  Gerold's  S.    14  Mk. 

Hartleben's,  A.,  VerzeichniBS  d.  neuesten  Erscheinungen  aus 
d.  Oeb.  d.  Elektricität,  Elektro-Technik,  Physik,  Chemie  u.  Mochanik, 
d.  gebr&achl.  technolog.  Sprach- Wörterbflcb er ,  d.  geles.  Fachzeit- 
Bchriften  u.  period.  erschein.  Werke.    Wien,  Hartleben.    1  Mk. 

Sitzungsberichte  d.  kaiserl.  Akademie  d.  Wissenscb.  Matbomat- 
natunt'iss.  Classe.  2.  Abtb.  Abhandlungen  a.  d.  Geb.  d.  Mathem., 
Physik,  Chemie,  Mechanik,  Meteorologie  n.  Astron.  87.  Bd.  1—5.  Hfl. 
Wien,  Gerold'B  S.    18  Mk.  8Ü  Pf. 
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Litterarischer  Bericht 

CCLXXX. 

Greschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

AbriSB  der  Geecbichte  der  Potentdaltheorie.  Von  Br.  Max 
Bacharach,  Assistent  für  Mathematik  und  Physik  an  der  k.  Kreis- 
realschnle  in  Würzburg.  Gätüngen  1883.  Vandenhoeck  und  Ruprecht. 
78  S. 

Die  Tiieorio  des  Potentials  wird  geschichtlich  zurackverfolgt  anf 
die  Berechnung  der  Anziehung  der  Körper,  von  welcher  schon  Newton 
den  Anfang  machte.  Dieselbe  Berechnung  führte  znerat  Lagrange 
auf  den  Begriff  der  Föten tialfanction.  Dieser,  der  Anziehung  eines 
Körpers  auf  einen  Punkt  nach  Newton'schem  Gesetze  entsprechende 
Begriff  des  Potentials  wird  hier  Überall  zugrunde  gelegt,  abweichende, 
allgemeinere  AuföisBangen  und  Unterscheidungen  nur  den  einzelnen 
Astoren  zageachrieben.  Zu  dieser  Bedeotnng  kam  durch  Laplace 
die  Differentialgleichung  2.  Ordnung,  der  das  Potential  genflgt,  er- 
gänzt durch  Poissou  fUr  innere  Punkte.  Ausser  Poisson's  Beweisen 
Bind  neue  geliefert  von  Ostrogradsk^,  Sturm,  Pagani,  Gauss,  Dirichlet, 
Riemanc,  Clansins,  Kirchhoff,  Betti,  Weingarten,  Kronecker,  Bous- 
Binesq,  Grttnwald,  Delsauz  und  Somoff,  von  Dirichlet  zuerst  mit  Be- 
racksichtigung  der  UnStetigkeiten.  Das  Potential  bot  noch  eine  Reihe 
andrer  Fragen  zu  untersuchen.  Weiter  kam  znr  Theorie  hinzu  das 
Pl&chenpotential,  namentlich  in  Anwendung  auf  ElektriciUlt ,  die  An- 
wendungen auf  Hydrodynamik,  ElasticitAt,  die  Potential-NiTeaniiElchon. 
u.  a.  m.  Die  gegenwärtige  kleine  Schrift  hat  die  Aufgabe,  die  ge- 
samte Theorie  in  ihrer  Entstehung  zu  charakterisireu  und  die  ein- 
zelnen UnterBucbnngen  nnd  Entdeckungen  mit  kurzem  Urteil  in  dent- 
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Uches  Verhaitnisa  zn  stellen  in  befriedigender  Weise  gelOst,  während 
sie  den  Inbalt,  soweit  er  nur  dnrch  eingehende  Rechnang  erkannt 
werden  kann,  dnrch  Nachweis  aller  erwähnten  Arbeiten  ersetzt.  Sie 
reiht  sich  demnach  als  ein  wertvoller  Beitrag  an  diejenigen  Mono- 
graphien an,  welche  nach  dem  erst  in  neuer  Zeit  gefassten  Plane 
einer  künftigen  Geschichte  der  Mathematik  durch  Bearbeitung  der 
Geschichte  einzelner  Probleme  als  Gmndlago  zn  dienen  föhig  sind, 
nnd  deren  bereite  eine  kleine  Anzahl  seit  gegebener  Anregung  der 
Idee  erschienen  sind.  H. 


System  der  Chronologie.  Unter  besonderer  Berficksichtignng  der 
jüdischen,  rSmischen,  christlichen  und  russischen  Zeitrechnung,  sowie 
der  Osterrechnung.  Als  Beifrag  zur  Culfurgeschichte  insbesondere 
für  Historiker,  Philologen,  Theologen  nnd  Freunde  der  Astronomie, 
sowie  fOr  Gebildete  aller  Stände  gemeinverständlich  dargestellt  von 
F.  J.  Brockmann,  Oberlehrer  am  Kgl.  Gymnasium  zu  Cleve. 
Statlgart  1883.    Ferdinand  Enko.    112  S. 

Da  das  nmfassendo  Werk  Jdeler's:  „Handbuch  der  mathemati- 
schen und  technischen  Chronologie"  —  nur  Wenigen  zagänglich  ist, 
.  ein  anderes  umfassendes  Werk  über  Chronologie  nicht  esislirt,  so 
soll  das  gegenwärtige  kleine  Buch  einem  grSssern  Pablicnm  als  ein 
Hulfsmittel  dienen  um  mit  der  snccessiven  Entstehung  der  Zeitredi- 
nnng  der  civilisirten  Völker  bekannt  zn  werden.  Ea  bebandelt  nach 
einander:  die  Zeitrcchnnng  der  Hebräer,  die  der  Bämcr,  wozn  noch 
die  jnlianische  gerechnet  ist,  die  gregorianische  Beform,  die  christ- 
liche Osterrechnnng ,  die  byzantinische  oder  russische  Kalender-  und 
Osterrechnnng ,  den  republicaniachen  Kalender  der  Franzosen,  die 
Frage  über  das  Geburtsjahr  Christi  und  die  Zeitrechnungsperioden 
nnd  gibt  am  Schlüsse  4  Tabellen.  Der  Verfasser  macht  nicht  den 
Anspruch  damit  etwas  vollendetes,  abschliessendes  geboten  zu  haben. 
Wir  wtlrden  auch  ohne  dies  an  ein  Bnch  von  so  geringem  Umfange 
keine  weitgehenden  Anforderungen  steilen.  Doch  kann  man  wol  von 
dem,  was  überhaupt  als  Hülfsmittel  dargeboten  wird,  erwarten,  dasa 
mindestens  in  einer  Beziehung  damit  etwas  dauerndes,  befriedigendes 
geschaffen  worden  sei.  Es  würde  genügen,  wenn  nnr  die  heterogenen 
Elemente  der  geschichtlichen  Darstellung  gehörig  geschieden  und  das 
Ganze  übersichtlich  geordnet  wäre.  An  einem  Bilde  der  Verworren- 
heit nnd  Uneinigkeit,  soviel  deren  auch  exbtirt  haben  mag,  kann  dem 
Leser  wenig  gelogen  sein.  In  dieser  Beziehnng  hätte  sich  leicht 
etwas  besseres  schaffen  lassen.  Bio  Darstcllnng  der  Geschichte  der 
alten  Zeit,  welcher  der  Verfasser  überhaupt  geringe  Wichtigkeit  bei- 
znlegen  scheint,  deutet  am  wenigstens  darauf  hin,  dass  er  danach 
gestrebt  hätte.     Er  b^jinnt  mit  der  gegenwärtigen  Zeitrechnung  der 
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Jaden,  bestimmt  dann  die  Zeit  ihrer  definitiven  Regelung,  geht  dann 
aof  den  Fentateuch  znrflck  nnd  ßlhrt  dann  in  irgend  welchem  Teile 
dieses  3000jährigen  Zeitabschnitts  fort,  bald  anscheinend  referirend, 
bald  asBcheinend  forschend,  bald  eine  astronomische  Erklärung,  bald 
einen  Excijn  anf  die  Neuzeit  einschaltend,  stets  Neues  bringend, 
was  er  in  der  Tat  in  einer  deutlichen,  exacten,  gefillligen  nnd  ein- 
nehmenden Sprache  vortritt  An  alledem  vermiHsen  wir  eine  Dispo- 
sition des  Stoffs,  ans  der  zn  ersehen  wäre,  was  man  wissen  mOsste, 
wieviel  davon  bekannt  ist,  nnd  welche  Fragen  ttbrig  bleiben.  Die 
Bestimmung  des  Buchs  für  soviel  verschiedene  Classen  von  Lesern, 
wie  anf  dem  Titel  steht,  lässt  vermuten,  dass  der  Verfasser  wol  keine 
von  diesen^CLassen  im  Aage  gehabt  und  au  deren  »agen  gedacht 
hat,  vielmehr  bloss  von  seinen  Studien  geleitet  worden  ist.  Wie  sollte 
man  sich  z.  B.  die  Behauptung,  8.  3.,  anders  erklären:  von  der 
Schaltmethode  der  Juden  ans  ältester  Zeit  sei  nirgends  die  Rede, 
doch  sei  soviel  sicher,  dass  je  nach  der  Erwartung  der  Qerstenemte 
ein  Tag,  mehrere,  eine  Woche,  ein  Hoo&t  zwischen  den  Jahren 
eingeschaltet  worden  sei?  Eine  solche  An&telinng,  die  mit  der  Be- 
sUmmnng,  dass  das  Jahr  mit  dem  Monat,  der  Monat  mit  dem  Nen- 
monde  b^nnt,  in  offenbarem  Widerspruche  steht,  soll  dem  Leser 
genOgen,  nnd  ob  fQr  etwas  spätere  Zeit  doch  wol  noch  Zeugnisse 
vorhanden  sind,  bleibt  ganz  anerwähnt.  In  der  Geschichte  der  neaeu, 
jnlianiscfaen  und  gregorianischen  Zeitrechnung,  namentlich  bezüglich 
aaf  die  Osterrechnnng ,  welcher  darin  eine  bedeutende  Stelle  einge- 
räumt wird,  war  es  mehr  als  in  d6r  frühem  Geschichte  geboten  die 
Sncherkläning  von  der  Entwickelong  nnd  den  Terschiedenheiten,  fiber- 
haopt  von  jeder  Art  historischen  Angaben  dentlich  za  trennen,  weil 
sonst  entweder  beide  Elemente  Locken  behalten  oder  die  Uebersicht 
verlorm  geht.  Hier  ist  beides  ziemlich  gleichzeitig  behandelt,  zwar 
in  Ieid]i4diem  Zusammenhange  and  in  besserer  Ordnung  dargestellt, 
doch  onhekflDimert,  welche  Fragen  flbrig  bleiben.  Was  das  Buch 
an  poaiüvem  Inhalt  gibt,  fUr  sich  allein  betrachtet,  kann  sehr  wol 
befriedigen;  die  im  Vorstehenden  gemachten  Ansstellongen  sind 
BessemngsvorachlAge ;  dus  sie  sich  nicht  auf  Einzelnes  beziehen, 
ändert  daran  nichts:  die  Norm  der  Aoffassung  ist  eben  das  Bessenings- 
fthlge;  vom  länzeluen  würde  erst  nachher  die  Bede  sein  kOnnen. 

H. 


Willebrordas  Snellius.  Door  P.  van  Geer.  (Overgedrokt  uit 
het  ^bum  der  Nataor",  Jaarg.  1884.).    Leiden  1883.    17  S. 

Es  wird  zuerst  das  wenige,  was  vom  Leben  der  Snelliai  Vater 
und  Sohn  b^anut  ist ,  erzählt  Der  Vater,  Rudolf  Snel  van  Roijen, 
geniurat  B«dol&s  Snellins  k  Boijen,   geboren  1546  in  Ondewater, 
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empfieog  seine  erste  AasbUdang  in  Utrecht,  beencbte  die  UxuT^nt&teii 
Jena,  Wittenberg  und  Heidelberg,  war  magister  artinm  in  Marboi^, 
beacbäftigte  sich  hier  hauptsächlich  mit  Philosophie  and  onterrichtete 
im  Grriechi sehen,  Lateinischen  nnd  Hehrftischen.  Später  zog  er  nach 
Italien  und  gieng  in  Pisa  und  Florenz  zum  Studium  dw  Median 
Ober,  Ton  wo  er  erst  nach  16  Jahren  in  sein  Taterland  (Holland) 
isurackkehrte.  Er  IJeas  sich  io  Ondewatw  nieder  and  heiratet«,  cog 
aha*  bald  nach  der  neagegrflndeten  Universität  Leiden,  stndirte  da- 
selbst Uedidn,  ward  Lector,  dann  aDSscrordentlicher  Professor  fllr 
Uathematik  nnd  Hebräisch.  Bei  ihm  borte  PriiiK  Horitz.  Er  stand 
in  freundschaftlichem  Briefwechsel  mit  dem  Landgrafen  von  Hessen, 
zog  eine  Zeitlang  dahin  nnd  kehrte  1601  als  ordentlicher  Professor 
nach  Leiden  zarflck,  wo  er  1613  starb.  Er  war  Zeitgenosse  der 
Theologen  Qomams  und  Arminins,  befreundet  mit  letzterem,  daher 
im  Streite  beider  wahrscheinlich  auf  dessen  Seite.  £r  hinterliesa 
mathematische  und  natorwissenschaftliche  Schriften ,  die  jedoch  nicht 
anfgefnuden  worden  sind.  Sein  einziger  Sohn  war  Willebrord,  ge- 
boren 1591  in  Leiden.  Dieser  entschied  sich  tou  Jngend  an  fOr 
Mathematik  und  gab  im  17  ten  Lebensjahre  sein  erstes  Werk  berana, 
nämlich  Aber  den  Almagest  des  Ptolemaeus.  Er  lernte  in  Worzbn^ 
Adrianns  Romanas,  in  Prag  Tycho  Brah6  nnd  Kepler  kennen  and 
war  Freund  des  letzteren.  Er  stndirte  ferner  in  Paris.  Nach  Durch- 
wandernug  der  Schweiz  kehrte  er  nach  Leiden  zarack,  wo  er  13  Jahre 
als  Nachfolger  seines  Taters  Professor  der  Hathemaük  bis  zu  eeinem 
Tode  1626  war.  Ausserdem  ist  von  seinem  Leben  nichu  bekannt; 
nur  ans  einmaliger  Erw&bnnng  eines  Sohnes  ist  zu  ersehen,  dass  w 
verheiratet  war.  Von  seinen  Werken  sind  zwei  bei  Lebzeiten  seines 
Vaters  erschienen :  das  eine  in  3  Teilen  über  ein  ManuBcript  von 
Pappns,  das  andre  Über  die  Werte  der  Goldsorten  der  Griechen, 
Römer  nnd  Israeliten.  Ans  der  Zeit,  wo  er  in  Leiden  angestdlt  war, 
ist  sein  erstes  Werk  betitelt  Cyclometricus,  worin  er  das  Terbältniss 
von  Kreis  und  Durchmesser,  kurzer  als  Ludolf  van  Ceulen,  aber  noch 
in  äusserst  mühevoller  Weise,  ohne  Gebrauch  von  I^ogarithmen,  auf 
34  Stellen  berechnet  Dann  folgte  sein  Iiohrbuch  der  ebenen  und 
sphärischen  Trigonometrie,  erst  nach  seinem  Tode  von  einem  seiuer 
Zuhörer  heransgegeben ;  es  enthält  die  Berechnung  einer  Sinns-  und 
Tangenten tafel  ohne  Logarithmen  nnd  die  Sinusproporlion  am  Drei- 
eck, ausserdem  praktische  Anwendung;  in  der  sphärischen  Trigono- 
metrie werden  die  Relationen  des  Neben-  und  Poldreiocks  zuge- 
zogen. Femer  findet  sich  von  ihm  beschrieben  ein  Komet  von  1618 
nebst  dem  Robtmann'schon  Kometen  von  1585.  Seinen  Schrift«! 
Aber  die  Qeobacbtungen  an  der  Kasseler  Sternwarte  wird  wenig  Wert 
beigelegt.  Auch  verharrte  er  gegenüber  Coppemicus  auf  der  Ptole- 
mäischeu  Anschannng.    Femer  hat  er  über   NaaÜk  und  die  Eigen- 
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Schäften  der  Loxodrome  gescbrieben.  Einen  dauernden  Baf  bat  Bein 
Werk  „Eratotthenes  BataTos",  erschienen  1617,  über  Be«tiinmang 
der  Grosse  der  Erde,  auter  Annahme  der  Engelgeetalt,  erworben. 
Sie  beruht  auf  Gradmeaaung ,  die  er  dnrch  ein  ttber  Holland  ansge- 
dehotes  Dreiecksnetz  selbst  aasfttbrte.  Der  berechnete  Meridian  ist 
etwa  um  ^  m  klein.  Änf  seine  Anregnng  wurden  dann  die  Drei- 
ecksnotze  ttbor  andere  LKiider  ausgedehnt.  In  demselben  Werke 
findet  sich  auch  die  mit  Unrecht  nach  Potbenot  benannte  geodätische 
Aufgabe  gestellt  und  gelöst.  Es  wird  hier  darauf  anfmerksam  ge- 
macht, dass  in  diesem  Archiv  T.  II.  S,  210  Terdam  die  Priorität  des 
Snellios  nachweist,  dass  trotzdem  in  einem  sp&tern  Artikel  desselben 
Archivs  wieder  von  der  Potbcnofschen  Aufgabe  die  Rede  ist  Es 
wird  erklärt,  wie  es  gekommen  sei,  dass  das  von  Descartes  zuerst 
aufgestellte  Gesetz  der  Lichtbrecbnug  dam  Snellius  zugeschrieben  sei. 
Allerdings  hat  dessen  Zuhörer  Hortensius  ausgesagt,  dass  Snellins 
das  Gesetz  an  der  Universität  gelehrt  habe,  doch  findet  sich  in 
Snellins  Schriften  nichts  davon.  Es  werden  dann  die  ferneren  Unter- 
snchnngen  Aber  die  Urheberschaft  durcbgegangen,  und  die  Gründe 
zoBammengestcUt,  welche  für  die  des  Snellius  sprechen,  und  zwar  in 
dem  Sione,  dass  Descartes  bei  seinem  dreimaligen  Aofeotbalt  in 
Holland  die  Entdeckung  von  Snellius  empfangen  habe.  H. 


BnÜetino  di  bibliografia  e  di  storia  delle  Bcienze  matematiche  e 
fisiche.  Fubblicato  da  B.  Boncompagni.  TomoXV.  Roma  1883. 
Tipografia  dello  scienze  matematicbo  o  fisiche. 

Der  Inhalt  ist  folgender. 

Antonio  Favaro:  Ueber  das  Leben  und  die  Werke  von  Barto- 
iomeo  Severe,  Schweizer  Mathematiker  des  17.  Jahrhunderts. 

Gh.  Henry:  Ueber  die  zwei  ältesten  französischen  Lehrbücher 
des  Algorithmus  und  der  Geom^e.  Beide,  attA-anzösisch,  sind  hier 
nach  den  Manuscripten  gedruckt. 

E.  Narducci:  Uebor  zwei  nngedmckte  Abhandlungen  vom 
Abacus  enthalten  in  zwei  Codices  Vaticani  des  12.  Jahrhunderts. 
Beide,  lateinisch,  einer  von  Turchillus,  der  andre  anonym,  sind  hier 
gedruckt 

Joseph  Ferrott:  Ueber  eine  spanische  Arithmeük  des6.Jahr- 
hunderts. 

Moritz  Steinschneider:  Ergänzung  zur  Notiz  ttber  die  dem 
Feter  IH.  von  Aragonien  zugeschriebenen  askouomische  Tafeln. 
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8.  QKiither:  Der  Briofvecliaei  zwiechen  Gaau  und  Sophie 
Germain.    Ine  Italieuiscbe  Qbersetzt  von  A.  Bparagna. 

D.  BierenB  de  Haan:  Historisch  wisseDschaftliche  nieder- 
Iftadische  Bihliographie  der  fricbtigsten  Werlio,  dorea  Ver&sser  im 
16.  17.  Qnd  18.  Jahrhundert  geboren  sind,  aber  die  mathcmstJschen 
and  physikalischen  WissenschafteD  und  deren  Anwendnngen. 

P.  Riccardi:  Qiacomo  Mansoni.  Stadien  analytischer  Bi> 
bliographie.  Zweite  Stndie,  über  die  ersten  Erfinder  der  Druck* 
lettem  im  Dienste  der  Sculptnr,  der  Miniatnr  and  der  Schrift;  Bttcher 
and  Exemplare  von  Charakteren,  eingeschnitten  oder  gedruckt  bia 
ZDF  Mitte  des  16.  Jabrbnnderts ;  deren  Verfasser.  Mit  8  zylogra- 
pbirten  Tafeln.  Bologna  18B2  bei  Caotano  Romagnoli,  Heraasgeber 
der  kdoigl.  Commiuion  ftlr  die  Sprachregelnng. 

B.  Boncompsgni:  lieber  die  Acten  von  der  Gebort. nnd  dorn 
Tode  des  Pierre  Simon  Laplace.    Es  folgen  die  Acten  gedmckt 

E.  Nardacci:  Ueber  einen  angedruckten  Commentar  von  R6mi 
d'Aoxerro  zum  „Satyricon"  des  Martianns  Capella  und  andre  Com- 
mentare  zu  demselben.  BmchstQck  der  Arithemetik  des  Martianos 
Capella.    Commentar  von  B6mi  d'Anxerre  zu  dieser  Arithmetik. 

A.  Favaro:  Die  Qalileianischen  Aatographien  im  Archiv  Mar- 
tigli  in  Bologna. 

A.  Gonocchi:  Mnsterang  der  SchriFton  Ober  die  Deviation  der 
Pendel  and  den  Foncaolt'schen  Versuch. 

Ch.  Henry:  Die  mathematischen  Kenntnisse  von  Jacques  Casa- 
nova de  Seingalt. 

B.  Boncompagni:  Ueber  das  Leben  nnd  die  Arbeiten  von 
Antoine  Charles  ^rcellin  Ponllct-Delisle. 

Aristide  Marre;  Ueber  acht  angedruckte  Briefe  des  F.  Claude 
Jaqnemet  de  l'Oratoire.    £s  folgen  die  acht  Briefe. 

Puhicatdonsverzeichniase  im  2.  4.  6.  8.  10.  nnd  13.  Hefte. 

Zwei  der  genannten  Abhandlungen  sind  besonders  herausgcgebon. 
Es  sind  die  folgenden.  H. 


Atti  dl  nascita  e  di  mortc  di  Pietro  Simone  Harcbeae  di  La- 
place pubblicati  da  B.  Boncompagni.  Roma  1883.  Tipografia 
delle  scisnze  matematiche  e  fisiche.    i".    22  S. 
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Es  werden  65  Schriften  aufgeführt,  in  welchen  eine  Angabe  Ober 
Laplaco's  Gebort  oder  Tod  oder  fiber  beides  vorkommt  Im  Gebnrts- 
jahr  1749  stimmen  sie  Uberein,  dagegen  werden  4  Terschiedone  Tage 
angegeben,  der  23.  23.  27.  and  28.  März.  Ans  dem  Register  der 
Tanfeo,  Trauungen  und  Beerdigungen,  anfbewahrt  in  der  Mairie  de 
Beaumont  cn  Auge,  wird  ersehen,  dass  P.  S.  Laplaco  am  23.  Uftrz 
geboren,  am  25.  März  getauft  ist,  Sohn  von  Pierre  Laplace  und  seiner 
Gattiu  Marie  Anne  Soeben.  Das  Docnment  ist  wOrtlicb  mitgeteilt. 
Anf  Grnnd  desselben  ist  die  Angabe  in  26  jener  Schriften  richtig, 
in  17  Schriften  nnd  5  Anfiagen  eines  Conversationslezikons  irrig. 
Ebenso  findet  sich  ttbcreinstimmend  das  Todesjahr  1827  angegeben, 
der  Tag  hingegen  als  der  5.  6.  nnd  7.  März  und  der  b.  Mai.  Das 
Civilstandsarchiv  der  Cancellei  des  Tribunals  der  Präfectnr  des  Seine* 
Departements  zeigt,  dass  der  5.  M&rz  der  Todestag  ist.  In  38  Schrif- 
ten nnd  2  Auflagen  des  Brockhans'schen  Conversationslesikons  sowie 
einigen  Auflagen  anderer  ist  die  Angabe  richtig,  in  1€  Schriften  nnd 
6  Aufli^n  Ton  Encyklopädien  irrig.  H. 


Intomo  a  vari  eomenti  fin  qni  inediti  o  sconoscinti  al  „Satyricon" 
di  Hardano  Capolla  memoria  di  Enrico  Narducci  segnita  dal 
comento  di  Remigio  d'Anxerre  al  lifaro  VII.  „De  Aritbmetica"  delta 
stessa  opera.  Roma  1883.  Tipografla  delle  scienze  matematiche  e 
fisiche.    4».    78  S. 

Hartianns  Minens  Felix  Capeita  hat  vor  439  n.  Ohr.  wahrschein- 
lich in  Carthago  gelebt  nnd  daselbst  9  Bücher  geschrieben,  2  betitelt 
„Do  nnptiis  Phitologiac  et  Mercurü",  die  übrigen  „De  Septem  artibns 
llheralibna",  nämlich  Grammatik,  Dialektik,  Rhetorik,  Geometrie, 
Arithmetik,  Astronomie  nnd  Musik.  Es  folgt  eine  reiche  Sammlung 
von  Litteratnr  bezüglich  anf  ^ese  Schriften;  dann  ein  Bmchstflck 
aus  der  Arithmetik.  Es  ist  eine  Urspmngsphilosophie,  welche  mit 
der  Bnccessiven  Bildnng  der  Zahlenreihe  die  Entstehung  der  Ur- 
begriffe  und  Weltelemente  verknOpß.  Hierzn  folgen  die  Texterklä- 
mngen  von  R4mi  d'Anxerre.  H. 


Zero.  B.  Boncompagni.  Estratto  dal  Giom^e  degli  Eruditi 
e  Cnriosi  di  Padova.    V.  H.    f.  36.    4  S. 

Es  sind  Stellen  ans  alten  Mannscripten  znsanunengesncht,  welche 
das  Wort  zero  nnd  gleichbedeutende,  das  Zeichen  nnd  die  Bedontang 
betreffen.  In  einem  Mannscript  von  Magister  Jacob  von  Florenz 
lehrt  derselbe,  dass  zenero  =  zero  nicht  nnll  bedeute,  sondern 
Freiheit  lasse  für  beliebige  Bedeutung;  an  andrer  Stelle,  dass  das 
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Zechen  0  nneDtbebrUch  sei  nm  Zehner,  Hunderte,  Tantende  zn 
Bcbreiben.  In  einem  Lehrbuch  der  Arithmetik,  wabrecheiiilich  1346 
geBGbrieben,  findet  sich  eine  Stalte,  wo  von  9  Figuren  die  Kede  iit, 
durch  welche  alle  Zahlen  bezeichnet  werden,  nebst  einer  andern 
Figur,  welche  nicht  null  bedeute,  sondern  irgend  eine  der  9  Figuren, 
und  welche  lateinisch  zero,  griechisch  cifra  oder  circhnlo,  von  nie- 
mandem aber  nnll  genannt  werde.  Leonardo  von  Pisa  spricht  von 
der  Ergänzung  der  9  Figuren  durch  das  Zeichen  0,  arabisch  zephimm 
genannt.  Giovanni  Targioni  Tozzetti  fügt  zn  seinem  Bericht  hierQber 
hinzo,  der  Ursprung  des  Toscauiscben  Wortes  zero  sei  nnbekannt. 
Franz  Woepcke  nennt  zero  eine  Modificatiot  von  zephimm,  Vincent 
leitet  zero  vom  hebr&ischcn  zer  her,  welches  Kreis,  ßoldmOnze,  Krone 
bedeute,  Ncsselmann  vom  arabischen  sahrä  sifi*,  das  heisst  leeres  Feld, 
auch  finde  sich  das  Wort  zero  im  spätem  Latinismus.  Der  Verfasser 
hat  es  in  keiner  lateinischen  Schrift,  auch  nicht  im  Glosaar  von  Du- 
cango  gefunden.  Dozy  und  Engelmann  leiten  zero  vom  arabischen 
cifr  ab,  Devie  im  ethymologischen  Wörterbach  sagt,  dass  in  den 
alten  Lebrbflcbern  des  Calcnlns  das  Wort  sifr  in  zepbirum  verändert 


Galileo  „Uiddlebnrgo"  e  i  figliuoli  di  Jansen.  B.  Boncom- 
pagni.  Estratto  dal  Giomalo  degU  Emditi  o  Cnriosi  di  Fadova. 
V.  II.    f.  37.    1883.    3  S. 

In  einer  Bibliothek  zu  Kom  ist  ein  Exemplar  einer  Schrift: 
„De  vero  telescopü  inventore"  von  Potro  Borello  gefunden  worden, 
.  welche  das  vom  Magistrat  der  Stadt  Miüdelburg  auf  Seland  im  März 
166Ö  angeordnete  Verhör  zweier  Zeugen,  Johannes  Zacharides  und 
Sara  Goedarda,  eratorer  Yerfcrtiger  von  Feniröhrcn  in  Middelbnrg, 
letztere,  wie  es  scheint,  dessen  Schwester,  wiedergibt  Ersterer  sagt 
ans,  dass  sein  Vater  Zacharias  Joannides  (Janssen)  zuerst  Fernröhre 
nach  eigner  Erfindung  im  Jahre  1590  verfertigt  habe,  dass  diese  bis 
1618  nie  länger  als  16  Zol!  waren,  dass  zwei  solche  Femröhre  dem 
Fürsten  Moritz  von  Nassau  und  dem  Erzherzog  Albert  dargeboten 
worden  seien,  dass  1618  er  selbst  nnd  sein  Vater  die  Verfertigung 
längerer  Fernröhre  erfanden,  dann  von  wem  sie  zuerst  nachgebildet 
worden  seien.  Die  mehrfach  zweideutigen,  mit  dorn  Vorigen  nicht 
wol  vereinbaren,  daher  nur  Schwäche  der  Erinnernng  beknndenden 
nnd  von  keiner  Seite  beachteten  Aussagen  der  Zeugin  beziehen  sich 
bloss  auf  die  langen  Fernrohre.  Am  Schlüsse  wird  noch  ans  einer 
Schrift:  „Spectacle  de  la  Nalnro"  von  Plnche  die  Erzählung  enU 
nommen,  wie  Jansen's  Kinder  beim  Spielen  mit  Glaslinsen  die  Er- 
scheinung bemerkten,  welche  den  Vater  auf  die  Idee  der  Fernrohrs 
führte.  H. 
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n  RomagnoBi  e  l'etettro  maguetiamo  da  cni  la  scoperta  del  tele- 
gr&fo.  B.  BoDcompagDi.  Estratto  dal  Giornale  dogli  Eraditi  e 
CurioBi.    V.  n.    N.  34.    1883.    1  S. 

£s  werden  zwei  Zengoisse  dafQr  aufgebracht,  dasg  Giovanni  Do- 
menico Romaguoai  keinen  Anteil  an  der  Erfindung  des  Telegraphen 
hat,  wie  ihm  in  dem  genannten  Journal  zagescbriebon  worden  ist 

H. 


Arithmetik,  Algebra  und  reine  Änalysls. 

Nene  Anwendnugen  der  Wahrscheinlicbkeits-Bechnnng  in  der 
Statistik  insbesondere  bei  Vcrtbcilnng  der  Eben  nach  dem  Lebens- 
alter der  Ehegatten.  Von  Lnigi  Perozzo.  Deutsch  bearbeitet 
von  Oscar  Elb.    Dresden  1883.    E.  L.  Knecht.    4".    33  S. 

Als  neu  wird  bezeichnet  die  Anwendung  der  graphischen  Dar- 
stellung auf  statistisch  bestimmte  Functionen  zweier  Tariabeln,  mit 
Hinweis  auf  die  Möglichkeit  sie  auch  aof  Functionen  dreier  Variabein 
auszudehnen.  Sie  hatte  bisher  nur  stattgefunden  in  Bezug  auf  das 
Fehlen  der  Wurfgeschosse  nach  den  nach  zwei  Bimensionen  ver- 
schiedenen Riebtungen  hin.  Es  ist  nun  an  den  vom  Eilnigreich 
Italien  8  Jahre  hindurch  gefahrten  Tabellen  über  die  Anzahl  der 
geschlossenen  Ehen  in  Abhängigkeit  vom  Alter  des  Mannes  und  der 
Frau  die  Bemerkung  gemacht  worden,  dass  die  darstellenden  Flächen 
beider  Functionen  sehr  nahe  abereinstimmen,  sowol  far  das  ganze 
Land  als  für  einzelne  Teile.  Nach  Vergleichnng  mit  andern  statisti- 
schen Resultaten,  ergab  sich  überall  ein  gleiches  Gesetz.  Diese  üeber- 
einstimmung  ist  offenbar  darnm  höchst  auffällig,  weil  die  natürlichen 
Data  für  beide  Functionen  wesentlich  verschieden  sind.  Die  Schüsse 
haben  einen  gegebenen  Zielpunkt,  den  zn  treffen  in  der  Absicht  liegt, 
mitbin  der  Wahrscheinlichkeit  nach  ein  gegebenes  Maiiranm,  um 
welches  herum  sie  ohne  deutlicbo  Grenzen  variiren.  Die  Ehen  haben 
im  Gegenteil  nur  gegebene  Grenzen  in  der  Hoirats&bigkeit  und  der 
Lebensdauer,  ein  scharf  bestimmtes  Centrum  hat  hier  keinen  ersicht- 
lichen Grund.  Es  wäre  daher  zn  erwarten,  dass  die  darstellende 
Fläche  fflr  die  Geschosse  eine  Spitze  über  dem  Zielpunkt,  die  für 
die  Ehen  eine  Koppel  zeigen  würde.  Letztere  Fläche  ist  am  Schlüsse 
der  Abhandlung  in  Ceutralprojection  abgebildet  und  erhebt  sich  von 
allen  Seiten  immer  steller  gegen  eine  Spitze  über  einem  Punkte  der 
Basis,  dessen  Coordinaten  sind:  28  Jahr  als  Alter  des  Mannes,  23 
der  Frau.  Zur  Vergleichnng  ist  erstere  Fläche  nicht  beigefügt;  da 
sich  indes  eine  solche  Gestalt  weit  eher  bei  den  Geschossen  vorans- 
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eotzen  lieaa,  so  wird  man  geneigt  sein  eioe  Bestätigung  des  Satzes 
über  die  Uebereinatimmang  beider  Flächen  anzaerkennen.  Wenn 
jedoch  die  Bcmerkang  noch  näher  bestimmt  nnd  behauptet  wird,  das 
Maiimnm  entspreche  dorn  mittleren  Lebonsalter,  so  kann  dies  offen- 
bar nnr  sehr  ungenau  zutreffen,  da  das  mittlero  (durcbscliuittlicbc} 
Alter  des  weiblichen  Geschlechts  wol  hSher,  keinen&lls  aber  um  \ 
geringer  sein  kann  als  das  des  männlichon.  Ks  wird  ferner  b^nerkt, 
dass  die  Cnrven  des  constanten  Fnnctionswerts  anf  beiden  FlAchen 
nahezu  Ellipsen  sind,  doch  mit  dem  Unterschied,  dass  deren  Projec- 
tionen  auf  die  Basis  bei  den  Geschossen  concentrisch  sind,  bei  doti 
Eben  nicht.  Ton  letztem  wird  gesagt,  die  grosse  Äxe  gebe  durch 
das  Uaximum  und  laafo  nntcr  45°  zu  den  beiden  Hauptaxen  der 
Lebensalter  der  Mäuucr  nnd  Frauen,  d.  h.  sie  durchlaufe  alle  Com- 
binationen  der  Lebensalter,  in  welchen  die  Differenz  zwischen  dem 
Alter  des  Hannes  nnd  der  Fran  coastaut  und  gleich  derjenigen  ist, 
welche  zwischen  den  mittleren  Lebensaltern  zur  Zeit  der  Verheiratung 
besteht.  Ausserdem  bespricht  die  Schrift  manche  andere  Fragen  und 
gibt  Tabellen,  Formeln  nnd  Diagramme  über  Beobachtungen. 

H. 


Physik. 

Die  Physik  im  Dienste  der  Wissenschaft,  der  Enngt  und  des 
praktischen  Lebens.  Unter  Mitwirkung  von  Dr.  J.  von  Bebber, 
Ahtcilungsvorstand  auf  der  deutschen  Seewarto  in  Hamburg;  C.  Grah- 
winke),  kais.  Postrat  in  Frankfurt  a.  M,;  Dr.  E.  Hartwig,  Assi- 
stent an  der  Uni  7.- Stern  warte  in  Straasburg;  Dr.  E.  Lommel,  Pro- 
fessor an  der  UniversitElt  zu  Erlangen;  Dr.  F.  Melde,  Professor  an 
der  Universität  zu  Marburg;  Dr.  J.  BoBenthal,  Professor  an  der 
Universität  zu  Erlangen;  Tb.  Schwartze,  Ingenieur  in  Leipzig-, 
Dr.  A.  von  Urbanitzky,  Assistent  an  der  technischen  Hochschule 
zu  Wien;  Dr.  H.  W.  Vogel,  Professor  an  der  technischen  Hoch- 
schule zu  Berlin;  Dr.  J.  G.  Wallentin,  Professor  am  Obergymna- 
sinm  im  IX.  Bezirk  in  Wien;  beransg^eben  von  Dr.  G.  Krebs, 
Oberlehrer  an  der  Musterschule  (Bealgymnasium)  zu  Frankfurt  a.  M. 
Stuttgart.    Ferdinand  Eoke.    I.  Lieferung  18B3.    112  S. 

Das  Werk  soll  in  circa  5  Liefemogen  erscheinen.  In  der  ersten 
Ijeferung  sind  die  3  Themata  behandelt:  die  Photographie,  die  Spec- 
tralanalyse  und  die  meteorologischen  Stationen.  Ueber  jeden  dieser 
Gegenstände  wird  von  der  Geschichte,  der  physikalischen  Erktflnu^ 
und  der  technischen  Ansfühmng  soviel  mitgeteilt  als  zu  einer  deut- 
lichen, richtigen  und  zusammenhangenden  Torsteltnng  notwendig  ist 

H. 
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LiUtrariie/ter  Btridil  CCLXXX.  4g 

Vermischte  Schriften. 

Acta  Uathematica,  Zeitschrift  herauEgegeben  Ton  0.  Mittag- 
Leffler.  II.  Stockbotm  1883.  F.  o.  0.  Bcijer.  Beriin,  Mayer  u. 
Malier.    Paris,  A.  Hermann.    A?. 

Der  lohalt  des  IL  Bandes  ist  folgender; 

E.  OoarBat:  Ueber  eine  Classe  von  Fnoctionen,  die  dnrch 
bestimmte  Integrale  dargeatellt  sind. 

P.  Appell:  Ueber  eine  Claasc  von  Functionen  zweier  nnab- 
hängigen  Variabeln. 

G.  Crone:  Ueber  eine  Gattung  symmetrischer  Cnrven  6.  Classe. 

H.  Poincarä:  Ueber  die  Faoctionen  zweier  Variabeln. 

£.  Picard:  Ueber  Functionen  zneier  unabhängigen  Yariabeln, 
die  den  Uodolarfnnctionen  analog  sind. 

H.  Valentiner:  Znr  Theorie  der  Kanmcnrven. 

Hj.  Mellin:  Ueber  die  transcendente  Function  Q(a:). 

H.  Elliot:  Ueber  eine  lineare  Oleicbung  2.  Ordnung  mit  dop- 
pelt periodischen  CoefBcienten. 

L.  Bonrguet:  Ueber  die  eulersdien  Integrale  und  einige  andre 
einförmige  Functionen.  —  Ueber  die  ealerschen  Fnnctionen. 

Cb.  Hermite  und  R.  Lipschitz:  Ueber  einige  Punkte  in  der 
Theorie  der  Zahlen. 

G.  Cantor:  Ueber  eine  Eigenschaft  des  Systems  alter  reellen 
algebraischen  Zahlen.  —  Ein  Beitrag  znr  Theorie  der  Gesamtheiten. 
—  Ueber  die  trigonometrischen  Reihen.  —  Erweiterung  eines  Theo- 
rems der  Theorie  der  trigonometrischen  Reihen.  —  Ueber  die  un- 
endlichen und  linearen  Oeiamtbeiten  von  Puniiten.  I— IV.  —  Grund- 
lagen einer  allgemeinen  Theorie  der  Gesamtheiton.  —  Ueber  ver- 
schiedene  S&tze  der  Theorie  der  Gesamtheiten  von  Punkten,  die  in 
einem  stetigen  Räume  von  n  Dimensionen  liegen.    Erste  Mitteilung. 

J.  Bondixson:  Einige  Sfttze  der  Theorie  der  Gesamtheiten. 


Mathesis  recueil  mathämatique  ä  Tneage  des  6co]es  speciales  et 
des  ^tabüBsements  d'instmction  moyenne  publik  par  P.  Mansion, 
Professeur  ordiuaire  &  l'Univerait^  de  Gand,  Docteur  späcial  en 
BcienccB  mathämatiqnes,  etc.  et  J.  Neuberg,  Professenr  i  l'Athäuäe 
royal  et  &  l'Ecole  des  mines  de  Liege.  Avec  la  coUaboration  de 
plusieurs  Professenrs  Beiges  et  ^trangers.  Tome  troiaiöme.  Gand 
1883.    Ad.  Hoste.    Paris,  GautMer-VUlars. 
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47  Litlararireher  Stricht  CCLXXX. 

Der  3.  Band  enthält  folgende  Abbaadlangen  und  Noten: 

Th.  Verstraoten:  lieber  eineo  Pnokt  des  Unterrichts  in  der 
descriptiven  Geometrie. 

E.  C^saro:  Frincipien  des  symbolischen  Calcals.  —  Geome- 
trlecbe  Note.  —  Bemerkungen  über  eine  Wahrscbeinlicbkeitsanfgabe. 

Ed.  Lucas:  Beweis  des  Satzes  Ton  Clauscn  und  Staadt  betreff 
fand  die  beroonlUscben  Zahlen.  —  Der  Cravattenkuoten. 

J.  Keuborg:  Anwendungen  der  Determinanten.  —  Einige  Sfltze 
Yon  E.  Catalan  ans  der  elementaren  Geometrie.  —  Fläche  des  Drei- 
ecks nach  Ed.  Lncas. 

E.  Catalan  und  P.  Mansion;  lieber  das  Princip  der  Homo- 
gencität 

GoedseolB:  Sätze  TOn  Hachctte  und  Cbaslee  ttber  die  Berah- 
rungsebenen  der  Regelflächcn. 

C.  B.  S.  CaTallin:  lieber  gewisse  geometrische  Mittel  und  den 
Umfang  der  Ellipse. 

B.  Boncompagni:  Ueber  2  in  der  „Mathosis"  ansgcsprochene 
Sätze. 

Miiir  und  G^saro:  Ueber  den  Umfang  der  Ellipse. 

Eiehl  nnd  Ncaberg:  Elementar  mathematische  Aufgaben. 

G6lin:  Anzahl  der  verschiedenen  Arten  ein  convezes  Vieleck 
durch  Diagonalen  in  Dreiecke  ztt  zerlegen. 

Barbarin:  Aufgaben  aber  die  Kreise. 

Dolbocuf:  Trisection  des  Winkels  mittelst  der  gteichseitigea 
Hyperbel.    (Beprodactlon). 

Uain:  46  Ausdrücke  far  den  DreiecksinhalL 

Ancion:  Ueber  die  Ucthode  der  Isoperimetor  nach  Andrä  und 
Rouebf. 

P.  Manaion:  Die  Methodologie  von  Dangc.  —  Ueber  die  von 
J.  Plateau  entdocktcu  neuen  singulären  Punkte  der  ebenen  Cnrven.  — 
J.  Plateau  und  ~W.  L.  Glaisbcr's  Beweis  eines  Satzes  von  Grelle. 

Logrand:  Schnitt  einer  Geraden  und  einet  Fläche  2.  Grades. 

Teiieira:  Ueber  die  Theorie  der  Imaginären. 

Ph.  Gilbert:  Aufgabe  vom  Uaiimum,  —  Ueber  eine  Eigen- 
schaft des  Ellipsoids. 

Lisloformo:  Constniction  der  Tangente  an  gewisse  Carven. 

Barrien:  Note  über  den  grössten  gemeinsamen  Divisor  und 
das  kleinste  gemeinsame  Tielfache. 
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